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前言 

二十世纪七十年代末，计算几何学（computational geometry）从算法设计与分析中孕育而生。

今天，它不仅拥有自己的学术刊物和学术会议，而且形成了一个由众多活跃的研究人员组成的学术

群体，因此已经成长为一个被广泛认同的学科。该领域作为一个研究学科之所以会取得成功，一方

面是由于其涉及的问题及其解答本身所具有的美感，而另一方面，也是由于在（诸如计算机图形学、

地理信息系统和机器人学等）众多的应用领域中，几何算法都发挥了重要的作用。 

解决许多几何问题的早期算法，要么速度很慢，要么难于理解与实现。随着近年来一些新的算

法技术的发展，此前的很多方法都得到了改进与简化。这本教材力图使得这些现代的算法能够为更

广泛的读者理解和接受。本书既是面向计算几何课程的一本教材，同时也可用于自学。 

本书的结构。除《导言》外，这 16 章中的每一章都从来自应用领域的某一实际问题入手。这个问题

将被转化为一个纯粹的几何问题，进而通过计算几何所提供的方法加以解决。每章所讨论的，实质

上就是对应的那个几何问题，以及解决该问题所需要的概念与方法。我们根据所希望覆盖的计算几

何专题，来选取有关的应用；而就具体的应用领域而言，这些介绍还远远不够全面。引入这些应用

的目的，只是为了激发读者的兴趣；而各章本身的目的，并不在于为这些问题提供现成可用的解决
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方法。虽然如此，我们还是认为，为有效地解决应用中的几何问题，计算几何方面的知识是非常重

要的。希望本书不仅能够吸引来自算法学术圈的那些人，而且对来自应用领域的人们亦是如此。 

同一几何问题，可能有好几种不同的解决方法，不过，在论述大多数几何问题时，我们将只给

出其中一种。我们通常所选取的，都是最易于理解与实现的方法。我们也十分注意，尽力使本书能

够涵盖更多的方法，比如分治策略、平面扫描以及随机算法（randomized algorithm）等等。对每个

问题可能的种种变型，我们也不打算面面俱到；我们觉得，更重要的是首先对计算几何中的各个主

要问题做一介绍，而不是过于深入地去探究少数专题的细枝末节。 

某些章的若干节标有星号。这些节的内容涉及解法的改进与扩展，或者解释了不同问题之间的

相互关联。就对后续章节的理解而言，它们并不十分重要。 

每章最后，都由名为“注释及评论”的一节进行概括总结。这些节会给出对应各章所介绍结果

的来龙去脉，概述其它的解决方法、一般化处理方法及改进，并给出参考文献。虽然这些节可以被

跳过，但是对于那些希望就某一章的专题做进一步了解的读者来说，其中的材料都是非常有用的。 

每章后面，都附有一定数量的习题。其中一些旨在检查读者对内容的理解程度，也有些是对书

中内容的推广，需要精心解答。高难度的问题以及对应于标有星号各节的问题，也被标上星号。 

课程大纲。尽管在很大程度上，本书各章之间是相互独立的，但在进行介绍时，最好还是不要随意

打乱其次序。例如，第 2 章介绍了平面扫描算法，故在阅读采用了这一方法的其它各章之前，最好

首先了解该章的内容。出于同样考虑，在进入有关随机算法的各章之前，也应该首先阅读第 4 章。 

如果是作为计算几何的第一门课程，建议（教师）按照书中的次序来讲授前十章。根据我们的

经验，这十章覆盖了任何一门计算几何课程都必须介绍的概念和方法。如果还有可能顾及更多的内

容，可以在后面六章中进行挑选。 

先修要求。做为教材，本书既适用于高年级本科生课程，也适用于低年级研究生课程，具体安排视

课程的其它要求而定。读者应具备算法设计与分析、数据结构的基本知识：必须熟知大 O 记号，以

及诸如排序、二分查找和平衡查找树等基本的算法技术。读者不需要对这里所涉及的应用领域有所

了解，也几乎不需要什么几何知识。在对随机算法进行分析时，会用到一些非常基本的概率理论。 

实现。本书中的算法都是以伪代码的形式给出，虽略显概括笼统，但也算详尽，实现起来相对容易。

值得一提的是，我们还尝试着介绍了处理退化情况的方法，在具体实现过程中如不能解决好这一问

题，往往会使整个计划落空。 

我们认为，动手实现其中一个或多个算法将十分有益；这可以令你获得对算法复杂度的实际感

受。每一章都可以当成一个编程训练的课程项目。根据可利用时间的多少，你既可以只实现算法本

身，也可以连同应用系统一起完成。 

为了实现一个几何算法，若干基本的数据类型⎯⎯点、直线和多边形等⎯⎯以及对其实施操作
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的一些基本例程都是必需的。实现这些基本例程并使之具有鲁棒性，绝非易事，为此需要投入大量

的时间。自己动手这样做一次不无裨益，然而如果能够找到一个提供基本数据类型及其操作例程的

现成的软件库，将很有帮助。在我们的万维网页面上，可以找到指向这类软件库的链接。 

万维网站。本书还附有一个万维网站，该网站提供了本书各个版本的勘误、所有插图、所有算法的

伪代码，以及一些其它资源。其地址是： 

http://www.cs.uu.nl/geobook/ 

如果您发现了书中的错误，或是对本书有何建议，可以通过该页面与我们联系。 

关于第三版。第三版的改动主要有两处：第 7 章“Voronoi图：邮局问题”中，增加了关于线段Voronoi

图、最远点Voronoi图的讨论；第 12 章“空间二分：画家算法”中，针对低密度场景的BSP树，作为

实际输入模型的导论，增加了一节。此外，更正了大量瑕疵与错误（请参阅网站提供的第二版勘误）。

每章的“注释及评论”一节也做了更新，以体现新的研究成果及相关文献。为不致影响学生继续在

课程学习中沿用第二版，第三版尽可能没有改动原先各节与各习题的编号。 

致谢。编写教材是一项耗时的工作，即便有四位作者共同合作，也不例外。在过去几年中我们得到

了很多人的帮助：关于本书应该包括、不应该包括哪些内容，有些人提供了有益的建议，有些人在

阅读初稿后对如何修改提出了建议，另一些人则指出并更正了前两版中的错误。感谢所有这些人，

特别要感谢 Pankaj Agarwal、Helmut Alt、Marshall Bern、Jit Bose、Hazel Everett、Gerald Farin、Steve 

Fortune、Geert-Jan Giezeman、Mordecai Golin、Dan Halperin、Richard Karp、Matthew Katz、Klara Kedem、

Nelson Max、Joseph S. B. Mitchell、Rene van Oostrum、Gunter Rote、Henry Shapiro、Sven Skyum、

Jack Snoeyink、Gert Vegter、Peter Widmayer、Chee Yap 和 Gunther Ziegler。感谢 Springer-Verlag 出版

社给予的建议和支持，使得本书各版本得以出版，并被译成日文、中文及波兰文。 
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11   
计算几何：导言 

正漫步于校园的你，突然需要打一个紧急电话。在遍布校园的各个公用电话中，你当然想找到

离自己最近的那部。然而，哪一部才是最近的呢？一张校园地图将能帮忙，无论你身处何处，都可

以在地图上找到最近的公用电话。这张地图可能会将整个校园划分成不同区域，每个区域都对应着

一部最近的公用电话（如 图 1-1 所示）。这些区域形状如何？又该如何计算出它们呢？ 

尽管这算不上一个至关重要的问题，它却简要描述了一个主要的几何概念，而这一概念在众多

应用中都扮演着重要的角色。 
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图1-1 按照公用电话的分布，可以将校园划分为若干区域 

对校园如此划分之后，就得到了所谓的Voronoi图（Voronoi diagram），第 7 章将详细探讨这一

结构。借助该结构，可以为覆盖多个城市的商业区域建立模型，指挥机器人，甚至描述和模拟晶体

的生长过程。为了构造Voronoi图之类的几何结构，需要一些几何算法（geometric algorithm）。这些

算法就是本书的主题。 

第二个例子。假设你已经找到了最近的公用电话。只要手中有一份地图，你很容易就能沿着一

条很短的路径到达电话的位置，而且中途不会撞上墙或者其它障碍物（如 图 1-2 所示）。然而，想

要通过程序让机器人自己来完成这一任务，却要困难得多。 

 

图1-2 从当前位置通往某一公用电话的最短路径 

与上例相同，这一问题的实质也是几何的：给定一组几何形状不同的障碍物，我们需要在不与

任何障碍物发生碰撞的前提下，找出联接于任意两点之间的最短通路。这就是所谓的运动规划

（motion planning），在机器人学中，这类问题的求解至关重要。第 13 和 15 章将针对运动规划所需

的几何算法做一讨论。 

第三个例子。假设你可以利用不止一张地图，而是两张：一张描述了各个建筑物，包括公用电

话；另一张则画出了校园内的道路。为了规划出通往公用电话的运动路径，我们需要将这两张地图

叠合（overlay）起来⎯⎯也就是说，需要将这两张地图所提供的信息合并起来。在地理信息系统

（geographic information system）中，地图的叠合是基本的操作之一。这种操作涉及到某张地图中的

对象在另一张地图中的定位、不同特征物之间的求交计算等问题。第 2 章将讨论这一问题。 

许多几何问题的解决都要依靠精心设计的几何算法，上面只是其中的三个例子。诞生于 20 世纪

70 年代的计算几何（computational geometry），正是旨在解决这类几何问题。这一学科可定义为“针
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对处理几何对象的算法及数据结构的系统化研究”，其重点在于“渐进快速的精确算法”。由几何

问题带来的挑战吸引了众多的研究人员。从对问题的明确表述，到得出高效而优雅的解决方法，往

往需要经历漫长的过程，其间既要克服诸多困难，也要积累一些次优的中间结果。今天，我们已经

掌握了功能广泛的一整套几何算法，它们不仅高效而且相对更易理解和实现。 

本书将介绍计算几何中最重要的那些概念、方法、算法以及数据结构，但愿我们的介绍方式，

能够吸引那些有志于将计算几何的研究成果付诸实际应用的读者。每一章都从某一实际问题入手，

而这种问题的求解，都需要借助几何算法。为了说明计算几何之应用范围的广泛性，这些问题分别

选自不同的应用领域：机器人学、计算机图形学、CAD/CAM 以及地理信息系统。 

然而你并不能指望，在解决应用领域中的主要问题时，总是有现成的软件可以直接利用。这里

的每一章，只是孤立地对计算几何中的某一特定概念进行讨论；其中所涉及的应用问题，只是做为

一个例子，用以导出有关的概念，继而展开介绍。这些例子可以使我们体会到，如何才能针对工程

性问题建立（数学）模型，并进而得出严谨的解答。 

1.1 凸包的例子 

面对具有几何本质的算法问题，我们所采用的解决方法大多需要具备两方面要素：一是对该问

题的几何特性的深刻理解，二是算法和数据结构的合理应用。要是对某个问题的几何性质尚不甚了

解，那么纵然有世界上所有的算法在手，你依然不能高效地解决它。反过来，如果不知道有哪些算

法技术适用于这个问题，那么即使你已经对问题的几何特性烂熟于胸，也是枉然。通过本书，你将

对最为重要的若干几何概念以及算法技术的有个透彻的理解。 

为了说明在几何算法的建立过程中所出现的问题，本节将讨论曾在计算几何中首先研究的问题

之一⎯⎯平面凸包的计算。我们在这里忽略该问题的来由；对此有兴趣的读者，可以阅读第 11 章（该

章讨论的是三维凸包问题）的导言部分。 

 

图1-3 凸集与非凸集 

平面的一个子集S被称为是“凸”的，当且仅当对于任意两点p, q ∈ S，线段 pq  都完全属于S

（若 图 1-3 所示）。集合S的凸包CH(S)，就是包含S的最小凸集⎯⎯更准确地说，它是所有包含S的

所有凸集的交。 
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这里所要讨论的，是如何计算平面上由n个点组成的有限集合P的凸包。可以借助一个虚构式实

验，来想象这种凸包的模样：如 图 1-4 所示，将这里的点想象成钉在平面上的钉子；取来一根橡皮

绳，将它撑开围住所有的钉子，然后松开手⎯⎯啪地一声，橡皮绳将紧绷到钉子上，它的总长度也

将达到最小。此时，由橡皮绳围住的区域就是P的凸包。 

 

图1-4 凸包的直观理解 

因此，也可以将平面有限点集 P 的凸包定义为：顶点取自于 P 且包含 P 中所有点的那个唯一的

凸多边形（convex polygon）。当然，这一定义是否有歧义（也就是说，此多边形是否唯一），以及

这一定义是否等同于前面所给出的那个定义，都需要严格地予以证明，然而鉴于这是本章的导言，

我们将跳过这一环节。 

如何来计算凸包呢？回答这一问题之前，必须先回答另一问题：所谓“计算凸包”，到底是什

么含义？正如我们已经看到的，P 的凸包是一个凸多边形。表示多边形的一种自然的方法，就是从

任一顶点开始，沿顺时针方向依次列出所有顶点。因此，我们所要求解的问题就变成： 

给定平面点集 P = { p1, …, pn }，通过计算从 P 中选出若干点，它们沿顺时针方向依次

对应于 CH(P)的各个顶点。 

input = 平面上一组点：p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9 

output = 凸包的表示：p4, p5, p8, p2, p9 

 

图1-5 计算凸包 

当着手设计一个计算凸包的算法时，此前所给出的凸包定义对我们没有多少帮助。按照那个定

义，需要计算出“包含 P 的所有凸集的交”，可是这种集合有无限多个。而我们所观察到的“CH(P)

是一个凸多边形”这一事实，则更有帮助。下面就来看看，CH(P)是由哪些边构成的。 
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图1-6 相对于CH(P)边界上任一边所在的直线，P中所有点均居于同侧 

这些边的端点p和q都来自于P；另外，只要适当地定义由p和q所确定直线的方向，使得CH(P)总

是位于其右侧，那么P中的所有点也都将落在该直线的右侧（如图 1-6 所示）。反之亦然：如果相对

于由p和q确定的直线，P \ {p, q}中的所有点都位于右侧，那么
—pq就是构成CH(P)的一条边。 

好了，在对该问题的几何特性有了更深的理解之后，就可以构造一个算法了。我们通过伪代码

来描述该算法，本书将统一采用这种伪代码的形式。 

算法 SLOWCONVEXHULL(P) 

输入：平面点集 P 

输出：由 CH(P)的顶点沿顺时针方向排成的队列 L 

1.  E ← ∅ 

2.  for (每一有序对(p, q) ∈ P × P，p ≠ q) 

3.   do valid ← true 

4.    for (除 p 和 q 之外的所有点 r ∈ P) 

5.     do if (r 位于 p 和 q 所确定有向直线的左侧) 

6.       then valid ← false 

7.    if (valid) then 将有向边—pq加入到 E 

8.  根据集合 E 中的各边，赵出 CH(P)的所有顶点，并 
 按照顺时针方向将它们组织为列表 L 

 

或许，你对该算法中的两个步骤还不甚清楚。 

第一处出现在第 5 行：如何进行比较，才能判断某个点到底是位于一条有向直线的左侧，还是

右侧？对大多数几何算法而言，这都是必需的基本操作之一。本书将假定这些操作都是现成的。显

然，（从理论上分析）它们都可以在常数时间内完成，因此从渐进复杂度的角度看，算法的具体实

现方法不会对其运行时间的数量级有何影响。但这并不等于说，这些基本操作不甚重要，或者不值

一提。实际上，正确实现这些操作并非易事，而且它们对算法的实际运行时间的确会有影响。幸运

的是，支持这些基本操作的软件包现已随处可得。因此总而言之，不必去担心如何实现第 5 行中的

测试；可以假定我们已经拥有一个子函数，（通过调用该函数）可以在常数时间内完成这类测试。 

该算法需要解释的另一个问题，出现在最后一行。通过第 2~7 行的循环，可以构造出凸包的边
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集 E。根据 E，可以按照如下方法构造出列表 L。E 中各边都是有向的，因此可以定义它们的起点与

终点。在指定每条边的方向时，我们都使得其它的所有点都位于它的右侧⎯⎯这样，如果按照顺时

针方向遍历（traverse）所有顶点，那么每条边的起点都会先于其终点被枚举出来。 

 

图1-7 确定E中各边的次序 

现在如 图 1-7 所示，在E中任意删除一条边
→e1，将

→e1的起点、终点分别做为第一、第二个点放

入L；从E中找出以
→e1的终点为起点的边

→e2，将
→e2从E中删去，并将其终点插入到当前L的末尾；再找

出以
→e2的终点为起点的边

→e3，将
→e3从E中删去，也将其终点插入到当前L的末尾；……。不断重复上

述过程，直到E中只剩下最后一条边。至此已经大功告成⎯⎯因为，最后这条边的终点必然就是e1
→  的

起点，而该点已经加入到L中了。若直截了当地实现，这一过程需要O(n2)时间。虽然将这一复杂度改

进至O(nlogn)并不困难，但是毕竟算法的整体复杂度已经由其它部分决定了。 

SLOWCONVEXHULL 算法的复杂度并不难分析。总共要检查 n2 – n 对点。对每一对点，要检查其

它的 n – 2 个点，看看它们是否都位于（该点对所确定有向线段的）右侧。这总共需要运行 O(n3)时

间。最后一步需要 O(n2)时间，故总体的时间复杂度为 O(n3)。在实际应用中，这样一个需要运行三次

方时间的算法，除非是处理小规模的输入集，否则都会由于太慢而毫无用处。之所以会出现这种问

题，是因为我们没有采用任何精巧的算法设计技术，而只是以一种蛮力的（brute-force）方式，将我

们对算法的几何理解直接转换为算法。实际上，只要对该算法做进一步的审视，就不难找出改进的

方法。 

 

图1-8 多点共线的退化情况 

前面介绍了一个准则，籍以判定点对p和q是否定义了CH(P)的一条边。然而，在推导这个准则时，

我们做得还不够细致。如 图 1-8 所示，相对于由p和q所确定的直线，一个点r的位置并不是非左即右

⎯⎯有时，可能正好落在这条直线上⎯⎯这就是所谓的“退化情况”（degenerate case），或者简称
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为“退化”（degeneracy）。对于这种情况，应该如何处理呢？在刚开始思考某个问题的时候，我们

更愿意（暂时地）忽略这些情况，这样，在从问题中抽取出其几何性质的过程中，才不致于把思路

搞乱。然而在实践中，这些情况都有可能发生。例如，当借助鼠标在屏幕上标定点的位置时，每个

点的坐标都将局限在很窄的一段整数区间之内，因而很有可能会定义出三个共线的点。 

在可能出现退化情况时，为了保证算法始终运行正确，就必须这样来重新表述上述准则：某条

有向边
→pq是 CH(P)的一条边，当且仅当相对于由 p 和 q 所确定的有向直线，所有的其它点 r ∈ P 或者

严格地位于其右侧，或者落在开线段
—pq上（假定 P 中没有相互重合的点）。这样，此算法第 5 行所

涉及的测试，将被替换为一个更为复杂的版本。 

还有一个重要的方面也被忽视了，而它却会影响到我们的算法所得出结果的正确性。不知不觉

中，我们已经做了这样一个假定：只要给定一条（有向）直线，以及另外一个点，那么无论这个点

是位于该直线的左侧还是右侧，我们总是能够准确地做出判断。然而，这个假设并不见得一定成立

⎯⎯如果各点的坐标都表示为浮点数，而且计算过程中所采用的也是浮点运算（floating point 

arithmetric），那么就必然存在舍入误差（rounding error），从而影响到测试的精度。 

 

图1-9 三点几乎共线，且与其它诸点相距足够远时，可能选出多余的边 

如 图 1-9 所示，试想有三个点p、q和r几乎共线，而其它各点与它们都相距很远。按照上面的算

法，要分别对点对(p, q)、(r, q)和(p, r)进行测试。既然这三个点几乎共线，则由于舍入误差的存在，

判断的结果很有可能是：r位于直线
—pq的右侧，p位于直线

—rq的右侧，而q位于直线
—pr的右侧。显然，

这种几何位置关系是不可能的⎯⎯然而浮点运算可不管这些！在这种情况下，算法将会把这三条边

全都挑选出来。 

 

图1-10 三点几乎共线，且与其它诸点相距足够远时，可能会遗漏边 

更糟糕的情况是，这三次测试的结果也可能正好与上面相反，这样，如 图 1-10 所示，算法就
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会将这三条边都排除掉，于是在所生成的“凸包”边界上将会出现一个缺口。 

等到算法的最后一步⎯⎯将凸包的顶点组织为有序表⎯⎯时，这将会导致严重的错误。实际上，

这一步有个假定：在凸包的每一顶点处，出边和入边都正好只有一条。然而受到舍入误差的影响，

某个顶点 p 可能会有两条出边，也可能根本就没有出边。在上面那个简单的算法中，最后一行并没

有考虑到对不一致数据的处理，因此，若直接按照该算法编程实现，程序就可能会崩溃。 

即使已经证明该算法是正确的，而且也能够处理各种特殊情况，它可能依然称不上鲁棒（robust）

⎯⎯也就是说，计算过程中出现的某个微小误差，可能会导致运行失败，而且失败的形式难以预料。

问题的症结在于，在证明算法正确性的时候，我们（想当然地）做了一个假设：可以精确地使用实

数进行计算。 

 

我们设计出了自己的第一个几何算法。它可以计算平面点集的凸包。然而，它的时间复杂度为

O(n3)，故运行速度相当慢；它处理退化情况的能力也很差；此外，也不够鲁棒。因此，我们应该尽

力去做得更好。 

为此，我们将采用一种标准的算法设计模式⎯⎯递增式策略⎯⎯来设计一个递增式算法

（incremental algorithm）。顾名思义，我们将逐一引入 P 中各点；每增加一个点，都要相应地更新

目前的解。这个递增式方法将沿用几何上的习惯，按照由左到右的次序加入各点。于是，首先需要

根据 x-坐标对所有点进行排序，产生一个有序的序列：p1, …, pn。接下来，我们将按照这一顺序，

将它们逐一引入。本来，既然是自左而右地进行处理，所以要是凸包上的顶点也能按照它们在边界

上出现的次序自左向右地排列，将会更加方便。然而，情况并没有这样好。因此，我们将首先计算

出构成上凸包（upper hull）的那些顶点。 

 

图1-11 分别构造上凸包和下凸包 

如 图 1-11 所示，所谓的上凸包，就是从最左端顶点p1 出发，沿着凸包顺时针行进到最右端顶

点pn之间的那段。换而言之，组成上凸包的，就是从上方界定凸包的那些边。此后，再自右向左进

行一次扫描，计算出凸包的剩余部分⎯⎯下凸包（lower hull）。 

该递增式算法的基本步骤，就是在每次新引入一个点 pi 之后，对上凸包做相应的更新。也就是

说，已知点 p1, …, pi-1 所对应的上凸包，计算出 p1, …, pi 所对应的上凸包。可以按照如下方法进行。
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若按照顺时针方向沿着多边形的边界行进，则在每个顶点处都要改变方向。若是任意的多边形，则

每次的转向既可能是向左，也可能向右。然而若是凸多边形，则必然每次都是向右转。根据这一点，

在新引入 pi之后，可以进行如下处理。令 Lupper为从左向右存放上凸包各顶点的一个列表。首先，将

pi 接在 Lupper 的最后⎯⎯既然在目前已经加入的所有点中，pi 是最靠右的，则它必然是（当前）上凸

包的一个顶点，所以这样做无可厚非。然后，再检查 Lupper中最末尾的三个点，看看它们是否构成一

个右拐（right-turn）。若构成右拐，则大功告成，此时（更新后的）Lupper 记录了组成上凸包的各个

顶点 p1, …, pi，接下来，就可以继续处理下一个点⎯⎯pi+1。然而，若最后的三个点构成一个左拐

（left-turn），就必须将中间的（即倒数第二个）顶点从上凸包中剔除出去。 

 

图1-12 只要最后的三点构成左拐，即将居中的点删除 

若出现这种情况，需要做的可能还远不止这些⎯⎯因为，此时的最后三个点可能仍然构成一个

左拐（如图 1-12 所示）。果真如此，就必须再次将中间的顶点剔除掉。这一过程需要反复进行，直

到位于最后的三个点构成一个右拐，或者仅剩下两个点。 

下面将给出该算法的伪代码。这段代码既计算上凸包，也计算下凸包。在完成后一项工作时，

只需将各点自右向左排列，后续的计算与上凸包都是相仿的。 

算法 CONVEXHULL(P) 

输入：平面点集 P 

输出：由 CH(P)的所有顶点沿顺时针方向组成的一个列表 

1.  根据 x-坐标，对所有点进行排序，得到序列 p1, …, pn 

2.  在 Lupper中加入 p1和 p2（p1在前） 

3.  for (i← 3 to n) 

4.   do 在 Lupper中加入 pi 

5.    while (Lupper中至少还有三个点，而且最末尾的三个点所构成的不是一个右拐) 

6.     do 将倒数第二个顶点从 Lupper中删去 

7.  在 Llower中加入 pn和 pn-1（pn在前） 

8.  for (i← n-2 downto 1) 

9.   do 在 Llower中加入 pi 

10.   while (Llower中至少还有三个点，而且最末尾的三个点所构成的不是一个右拐) 
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11.    do 将倒数第二个顶点从 Llower中删去 

12. 将第一个和最后一个点从 Llower中删去 
 （以免在上凸包与下凸包联接之后，出现重复顶点） 

13. 将 Llower联接到 Lupper后面（将由此得到的列表记为 L） 

14. return(L) 

与上回一样，只要仔细分析，就会发现上面的算法并不正确。不用说，这里同样隐含了这样一

个假设：所有点的 x-坐标互异。一旦这个假设不成立，根据 x-坐标所定义的次序就可能有歧义。幸

运的是，这一问题实际上并不严重。我们只需以一种合适的方式，对这个次序进行推广⎯⎯使用字

典序，而不是仅仅根据各点的 x-坐标来确定其次序。也就是说，首先按照 x-坐标排序；倘若有多个 点

的 x-坐标雷同，则进而按照 y-坐标对它们排序。 

还有一种特殊情况被忽略了：如 图 1-13 所示，在对三个点进行比较，以判断它们究竟是构成

一个左拐还是右拐的时候，有可能它们恰好共线。 

 

图1-13 三点共线 

在这种情况下，居中的那个（那些）点不应该出现在最后的凸包上⎯⎯因此，应该将共线的点

看成是构成一个左拐。也就是说，只有在三个点的确构成一个右拐的时候，我们的测试子程序才应

返回“真”；而在其它情况下，都应返回“假”。（请注意，与上面的算法所采用的测试子程序相

比，在多点共线的情况下，这种测试要更加容易。） 

经过如此修改，我们的算法就能够正确地计算出凸包⎯⎯如 图 1-14 所示，经过第一趟扫描，

构造出上凸包（根据现在的定义，它是从按字典序最小的顶点出发，按照顺时针方向沿着凸包到达

字典序最大顶点之间的一段路径）；第二趟扫描则构造出凸包的剩余部分。 

 

图1-14 由上凸包和下凸包得到凸包 

如果由于采用浮点运算而出现舍入误差，这个算法又将如何？若果真发生这类错误，原本应该

属于凸包的某个点，就有可能被遗漏掉。不过，该算法输出的结构完整性还不致于受到破坏⎯⎯也
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就是说，它依然能够计算出一个封闭的多边形链。无论如何，算法所输出的顶点列表，总是可以被

理解为某个多边形各顶点沿顺时针方向的一个枚举；而且，前后相邻的任何三个点都构成一个右拐

（或者，由于存在舍入误差，它们近似地构成一个右拐）。另外，P 中的每个点都不可能与计算出

的凸包相距太远。现在，只可能出现一种问题⎯⎯当某三个点相距很近时，尽管它们构成一个很明

显的左拐，却可能会被判断为一个右拐。其后果是，计算出的多边形（的边界）上可能会出现一处

凹陷。解决该问题的一种方法，就是要（比如，借助舍入误差）确保相距极近的输入点都能被当成

同一个点来处理。这样，尽管最终得到的结果不见得肯定分毫不差，但这种结果毕竟是有意义的⎯⎯

实际上，既然我们采用的本来就是不精确的运算，自然就不可能指望做到百分之百的准确。对许多

应用问题而言，这样已经足够好了。当然，在基本测试的实现过程中，细心一些还是明智的，唯此

才能尽最大可能地避免错误。 

上面的讨论，可以总结为如下定理： 

〖定理 1.1〗 

给定包含 n 个点的任意一个平面点集，其凸包都可以在 O(nlogn)时间内构造出来。 

〖证明〗 

 

图1-15 在引入pi后，新链的上方依然是空的 

这里只证明对上凸包的计算是正确的；下凸包计算正确性的证明相仿。证明的方法是对处

理的点数进行归纳。在for-循环开始之前，Lupper只包含p1和p2两个点，这是平凡的情况，因为

{p1, p2}的上凸包就是由这两个点自己确定的。假定Lupper中已经存放了{p1, …, pi-1}对应的上凸

包，现在来考虑加入pi。在执行完while-循环之后，由归纳假设可知：Lupper（中的各点依次）组

成一条链，而且该链始终都是右拐。此外，该链起始于{p1, …, pi}中字典序最小的点，终止于

字典序最大的点⎯⎯也就是pi。为了证明Lupper中存放的点就是正确的结果，只需证明：{p1, …, 

pi}中的各点，要么在Lupper中，要么就位于该链的下方。我们可做归纳假设：在引入pi之前，没

有任何点位于此前多边形链的上方。由于此前那条链必定位于新链的下方，故倘若有某个点位

于新链的上方，它只可能出现在由pi-1和pi界定的垂直条形区域中（如图 1-15 所示）。然而，

这是不可能的⎯⎯因为，果真如此，该点的字典序必然介于pi-1与pi之间。（你需要按照类似的

思路自行验证一下，在pi-1、pi或者其它点的x-坐标相同时，这个结论依然成立。） 
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为了证明其时间复杂度的上界（upper bound），请首先注意到，按照字典序对各点进行

排序，需要 O(nlogn)时间。接下来，考虑上凸包的计算。for-循环要执行的趟数是线性的。这

样，只需要考虑其中 while-循环的执行趟数。在每一趟 for-循环中，while-循环至少要执行一

趟。而如果还要额外地执行 while-循环，则每趟都会将某个点从凸包中剔除出去。在构造上凸

包的整个过程中，每个点至多只能被删除一次，因此，在所有 for-循环中（while-循环）额外

的执行趟数加起来不会超过 n。可以类似地证明，下凸包的计算也至多消耗 O(n)时间。因此，

整个计算凸包算法的时间复杂度取决于排序那一步，即 O(nlogn)。   

 最终的凸包算法不仅易于描述，而且也易于实现。它只用到按照字典序的排序，以及对前后相

邻三个点的测试（以判断它们是否构成一个右拐）。如果仅仅从该问题最初的表述来看，很难想象

得到居然会存在一个如此简单而且高效的解决方法。 

1.2 退化及鲁棒性 

正如在前一节中已经看到的，一个几何算法的建立过程，往往要经过三个阶段。 

 

在第一个阶段，需要理解我们正在处理的几何概念。然而，我们的思路总是会被一些问题打乱，

因此要尽力去忽略这些问题。这类令人讨厌的问题，有的来自多点共线，有的来自垂直线段。在设

计或理解算法的最初阶段，暂且将这些退化情况搁到一边，是一种十分有益的策略。 

 

接下来的第二个阶段，必须对前一阶段所设计的算法进行调整，使之即使对退化情况也依然能

正确处理。在完成这一任务时，初学者往往会将一大堆的特殊情况引入到算法之中。然而在很多情

况下，还有更好的办法⎯⎯通过对问题的几何性质做再次的分析，往往可以将各种特例集成到一般

情况当中。例如在凸包算法中，只要使用字典序来代替 x-坐标顺序，就可以处理多个点具有相同 x-坐

标的问题。在本书里的大多数算法中，我们始终都尽量去采用这种集成式的方法，来处理特殊情况。

当然，在你初次阅读这些算法的时候，还是不要过于拘泥于这些特殊情况，这样才可以使你更好地

理解算法。只有在理解了算法对一般情况的处理过程之后，才能开始考虑有关退化的问题。 

只要研读过计算几何方面的文献，你就会发现，许多作者都忽略了特殊情况，为此，他们通常

都要对算法的输入做某些特定的假设。还是以凸包问题为例，本来，只要交代一句“假定输入数据

中的任何三点都不共线，任何两点的 x-坐标都不相同”，就可以将所有的特殊情况都“排除”掉。

从理论的角度来看，这类假设通常都无可厚非⎯⎯因为，此时的目标，只是要确定某个问题的计算

复杂度；而且，即使你能够不厌其烦地去对细枝末节进行讨论，（最终却会发现）各种退化情况几

乎无一例外地都能够在不提高算法渐进复杂度的前提下得到处理。然而在具体实现算法时，特殊情

况毫无疑问地会增加实际的复杂度。当今计算几何界的大多数研究人员都已经意识到：自己所做的
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“一般性位置假设”（general position assumption），在实际应用中并不成立；一般而言，集成式的处

理方法是处理特殊情况的最佳方法。此外，还有若干一般性的方法⎯⎯所谓的“符号扰动法”（symbolic 

perturbation scheme）。在算法的设计与实现过程中，借助于这类手段，你可以不必考虑退化情况⎯⎯

即使退化情况出现了，算法依然可以正确运行。 

 

最后一个阶段是具体的实现。这时，需要考虑到基本的操作（比如，测试某个点究竟是位于一

条有向直线的左侧、右侧，还是落在其上）。要是幸运的话，你可以找到一个现成的几何软件库，

其中提供了你所需的那些操作；不然，你只好自己去实现了。 

在具体实现的阶段还会出现另一个问题⎯⎯企图“对实数进行精确运算”是不现实的⎯⎯因此

对于其后果，我们不可不有所了解。在几何算法的实现过程中所遇到的种种麻烦，究其根源，往往

可以归结为鲁棒性（robustness）的问题。这类问题非常棘手。有一种方法就是借助于某个（根据具

体的问题可能采用整数、有理数甚至代数数来）支持精确运算（exact arithmetic）的软件包，然而运

行速度会因此变得很慢。另一种方法是对算法本身作适当调整，使之能够检测到可能出现的不一致

问题，并采取适当的措施以避免程序崩溃。然而如此一来，就不能保证算法的输出一定正确，因此，

确定其输出的精确性就变得很重要。（这也是前一节设计凸包算法时所做的一项工作⎯⎯尽管算法

给出的多边形有可能并不凸，但我们还是可以肯定，输出的多边形在结构上是正确的，而且它与凸

包十分接近。）最后，（后一方法）还可以根据具体的输入，以数值的形式预测出，为了得到问题

的正确结果，究竟需要达到多高的精度。 

哪一种方法才是最好的，因具体的应用而异。若计算速度不成问题，则精确运算（软件包）更

为合适。而在其它一些情况下，算法是否精确不甚重要。比如，若只需显示某个点集的凸包，则即

使（绘出的）多边形离真正的凸包稍有偏差，也往往不会被察觉出来。此时，只要在实现时能够做

到细心，仍然可以沿用浮点运算的方式。 

本书后续章节的注意力将放在几何算法的设计阶段，而不会就其具体实现的阶段再费笔墨。  

1.3 应用领域 

如前所述，针对每一几何概念、算法及数据结构，本书都挑选了一个能启发读者的应用实例。

它们大多源自计算机图形学、机器人学、地理信息系统以及 CAD/CAM 等领域。考虑到部分读者对

这些领域还不甚熟悉，这里做一简要介绍，并列举出从这些领域中引发出来的若干几何问题。 

1.3.1 计算机图形学 

计算机图形学所涉及的问题，是根据建模后的场景生成图像，以输出到计算机屏幕、打印机或
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者其它的输出设备。这里的场景，可以简单到二维平面上（由线条、多边形以及其它基本对象组成）

的图画（drawing），也可能复杂到（包括光源、纹理之类在内的）具有真实感效果的三维场景。后

一类场景极为复杂，其中，多边形或曲面片的数量动辄超过一百万。 

在计算机图形学中，既然场景由几何对象构成，几何算法的作用自然就很重要。 

二维图形学的问题，通常会涉及到特定（几何）元素的交、确定被鼠标拾取的（几何）元素或

者找出位于特定区域之内的所有（几何）元素。在第 6、10 和 16 章中将要介绍的若干技术，对解决

其中的某些问题很有用处。 

在三维领域，几何问题将变得更加复杂。在显示三维场景时，一个关键的步骤就是隐藏面的消

除⎯⎯找出场景中相对于某个视点的可见部分，或者换而言之，将被各物体遮挡住的部分剔除掉。

第 12 章将介绍解决这一问题的一种方法。 

为了生成具有真实感的场景，还必须考虑到光照。由此会引发许多新问题，比如阴影的计算。

于是，真实感图像的合成就对（诸如光线跟踪、辐射度等）复杂的显示技术提出了要求。而在虚拟

现实等需要处理运动物体的应用中，物体之间的碰撞检测（collision detection）也很重要。所有这些

实际应用都涉及到几何问题。 

1.3.2 机器人学 

机器人学研究的是机器人的设计与使用。既然机器人是在三维空间（也就是真实的世界）中工

作的物体，其中很多地方就自然会出现几何问题。本章开头已经介绍过运动规划问题：在包含障碍

物的某个环境中，机器人需要找出一条路径。在第 13 和 15 章中，我们将讨论运动规划的几种简单

情况。运动规划只是任务规划（task planning）的一个方面，后一问题更具一般性。机器人可能会接

受到高层次的任务⎯⎯“清扫房间”⎯⎯它必须规划出完成任务的最佳方案。这涉及到对运动的规

划、对各子任务执行次序的规划，等等。 

 

图1-16 工业机器人 

在对机器人及其操作的工作零件进行设计时，还会出现其它的几何问题。大多数的工业机器人，

不过是如 图 1-16 所示的一只底座固定的机械手。机器手能够对零件进行操作，而给机械手提供零件

的方式却很有讲究⎯⎯应该尽可能使机械手更容易抓住它们。 

也许其中的一些零件必须固定，以便机械手对其操作。有些零件则需要转到某个已知的方向，

机械手才能对其操作。所有这些都是几何问题，有时甚至还涉及到运动学（kinematics）。本书所介
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绍的一些算法，就适用于这类问题。比如第 4.7 节将要讨论的最小包围圆问题（smallest enclosing disc 

problem），就可以在机械手的最优放置方面派上用场。 

1.3.3 地理信息系统 

一个地理信息系统（或简称 GIS）存储的是多种地理数据：国土边界、山脉高度、河道走向、

植被分布、人口密度或者降雨量，诸如此类。也可能存储一些人工的（地理）结构，比如城市、公

路、铁路、电力线路或者煤气管线。借助于 GIS，可以抽取出与某一特定区域相关的信息，尤其是

能够获得反映不同类型数据之间关系的信息。例如，有的生物学家可能希望在平均降雨量与某种植

物的出现之间建立起某种联系；而在对某个地方进行挖掘之前，土木工程师则可能需要利用 GIS 来

确定，那里的地下是否有煤气管道通过。 

大多数地理信息系统都涉及到地球表面的点以及区域，因此，几何问题在这个领域屡见不鲜。

此外，这里的数据规模非常之大，以至于不得不采用高效的算法。以下就列举出本书将要讨论到的

一些 GIS 问题。 

第一个问题是：如何存储地理数据？假设拟建立一套汽车导航系统，以便司机能够随时了解自

己所处的位置。为此，首先需要将庞大的道路图和其它信息存储下来。任何时候，都要能够在地图

上确定汽车所处的位置，并且能够快速地选取图中某个很小的局部，并通过车载计算机显示出来。

这些操作都需要高效的数据结构。第 6、10 以及 16 章将分别介绍计算几何解决这些问题的方法。 

如 图 1-17 所示，某些山脉地形的高度信息，通常只能在某些离散的采样点测出。而其它位置

的高度，则只能通过对邻近的采样点进行（重采样）插值来得到。那么，究竟应该选用哪些点（来

进行插值）呢？第 9 章将讨论这个问题。 

 

图1-17 山脉地形 

在GIS中，不同类型数据之间的组合也是一种至关重要的操作。例如，可能需要检查某个森林

中有哪些房屋建筑；也可能需要确定道路与河流的交叉处，以找出所有的桥梁；为了给筹建中的高

尔夫球场选择一个好位置，需要找到一块稍有缓坡、价格实惠而且距城镇不远的区域。通常，GIS

都会将不同类型的数据分别存放在不同的地图中。为了将这些数据组合起来，就需要对不同的地图

进行叠合（overlay）运算。第 2 章将针对在进行叠合计算时遇到的一个问题进行讨论。 
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最后，我们将再次引用本章开头所举的那个例子：找出最近的公用电话亭或医院之类的公共设

施。为此，需要构造出Voronoi图。第 7 章将详细研究这一结构。 

1.3.4 CAD/CAM 

计算机辅助设计（computer aided design - CAD）所研究的问题，是如何借助计算机进行产品设

计。产品的范围之广，从印刷电路板、机器零件和家具，到完整的建筑物。无论是何种情况，得到

的产品都是一个几何实体，因此在这一过程中出现各种各样的几何问题也就不足为怪了。实际上，

任何一个 CAD 软件包，都应该能够对物体进行求交与求并运算，能够对物体或物体的边界进行分解，

得到形状更简单的子块，还要能够对设计完成的产品做可视化显示。 

为了验证某一设计方案是否与需求规范相符，必须进行某些测试。人们往往并不需要为这种测

试而建造一个（真实的试验）原型，实际上，只要（在计算机中）进行模拟就足够了。比如第 14 章

将讨论在对印刷电路板散热过程的模拟中所出现的一个问题。 

某个物体一旦被设计好并经过测试，接下来就可以进行实际的制作。在这一阶段，计算机辅助

制造（Computer Aided Manufacturing, CAM）软件包可以大显身手，祝你一臂之力。CAM也会涉及

到许多几何问题。第 4 章将讨论其中的一个。 

近期的一个研究方向是所谓的“装配设计”（design for assembly），也就是说，在设计阶段就

需要考虑将来的装配方案。在支持这一功能的 CAD 系统的帮助下，设计师可以对设计方案的可行性

进行验证，以回答与此类似的一些问题：按照某套制造工序，该产品是否能够很容易制造出来？要

解决此类问题，离开几何算法将很难想象。 

1.3.5 其它应用领域 

其它的各应用领域同样都会提出几何问题，而为了解决这些问题，也必须求助于几何算法及其

数据结构。 

 

图1-18 咖啡因分子 

例如在分子建模领域，通常都是用球体来表示原子，这样，分子就是一堆在（三维）空间中相

互联接的球体（如 图 1-18 所示）。此方面经典的问题，将涉及到对所有对应于各原子的球体进行求
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并运算，进而得出整个分子的表面（模型），或者计算出两个分子可能相互碰撞的位置。 

另一个领域为模式识别（ pattern recognition）。例如光学字符识别（ optical character 

recognition - OCR）系统，要求能够在对一张印有文本的稿纸扫描之后，识别出构成文本的字符。在

此过程中，一个重要的基本步骤就是将某个字符的图像与一组事先存储好了的字符进行比较，以从

中找出最为匹配的那个。这就相应地提出了一个几何问题：给定两个几何对象，如何判断它们的相

似程度。 

乍看起来，虽然某些领域似乎与几何风马牛不相及，然而它们同样可以由几何算法受益⎯⎯因

为在许多时候，非几何的问题往往都能借助几何的概念而形式化地转换为几何问题。例如，我们将

在第 5 章看到：数据库中的每个记录，都可以被理解为高维空间中的一个点；而且，我们还会给出

一种基于几何的数据结构⎯⎯借助于这种结构，对记录的一些查询将会非常高效。 

 

通过上面所介绍的一系列几何问题实例，但愿你能够认识到，在计算机科学众多领域之中，计

算几何都扮演了一个重要的角色。本书所介绍的算法、数据结构以及相关技术，将成为你的有力工

具，令你在解决几何问题时游刃有余。 

1.4 注释及评论 

本书中每一章的末尾，都有一节名为“注释及评论”。这些内容将告诉你，在对应章节中所介

绍的结果出自何处，有哪些一般性的推广以及改进，并且给出相应的文献索引。当然，也可以跳过

这些内容；然而，要是你希望就某一章的主题获得更为深入和广泛的了解，这些节所提供的材料将

会对你很有帮助。为了获得更多的相关信息，还可以求助于 Handbook of Computational 

Geometry[331]，或者Handbook of Discrete and Computational Geometry[191]。 

本章详细剖析了平面点集凸包的构造问题。这也是计算几何的一个经典问题，有关文献之多可

谓汗牛充栋。本章所介绍的算法，通常称作Graham扫描（Graham scan），该算法的最初版本出自

Graham[192]之手，这里介绍的是经Andrew[17]修改后的版本。实际上，有很多O(nlogn)的算法都可

以解决这一问题，这只是其中的一种。Preparata和Hong[322]给出过这样的一个分治算法。还有一个

递增式算法 [321]，可以将各点逐一引入，而且每次插入只需O(logn)时间。Overmars和van Leeuwen[305]

对这一方法做了推广，无论是插入还是删除顶点，每次操作都只需O(log2n)时间。关于这类动态凸包

（dynamic convex hull）的结果还有很多，比如Hershberger和Suri[211]的成果。 

众所周知，这一问题存在一个Ω(nlogn)的下界（lower bound）[393]，尽管如此，还是有很多人

试图突破这一界限。他们的工作并非徒劳无益⎯⎯因为，在许多应用问题中，实际出现在凸包上的

点相对很少；而在建立上述下界的时候，假设了（几乎）所有的点都落在凸包上。因此，寻找一个
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运行时间取决于凸包本身复杂度的算法，很是值得。Jarvis[221]提出了一种包扎（wrapping）技术，

可以在O(h×n)时间内构造出凸包（其中h为所生成凸包的复杂度），他的这一算法常被称为Jarvis行

进（Jarvis march）。基于Bykat[79]、Eddy[156]以及Green和Silverman[193]的工作，Overmars和van 

Leeuwen[303]也提出了一个算法，其最坏情况的复杂度（与Jarvis行进）一样。不过，这个算法具有

一个优点⎯⎯对于多种随机分布的点集，其期望时间复杂度是线性的。Kirkpatrick和Seidel[238]最终

将这一结果改进至O(nlogh)；最近，Chan[82]又提出了一个复杂度相同的算法，而且这个算法的实现

更为简单。 

凸包可以定义在任何维度的空间之中。正如我们将在第 11 章中看到的，三维空间中的凸包也可

以在O(nlogn)时间内构造出来。然而，在高于三维的空间中，凸包（问题）的复杂度将不再线性正比

①于输入点的数目。更为详细的介绍，请参见第 11 章的注释及评论部分。 

 

在过去数年之中，提出了许多处理特殊情况的一般性方法。这类所谓的符号扰动法，通过对输

入数据做（微小的）扰动，以消除掉其中的退化情况。然而，这种扰动只是在符号上的扰动。这一

技术是由Edelsbrunner和Mucke[164]首先提出的；后来，Yap[397]、Emiris和Canny[172][171]又分别做

过改进。采用符号扰动法，虽然程序员们可以从处理退化情况的繁重负担中解脱出来，但是这种方

法亦非尽善尽美⎯⎯使用符号扰动法所提供的程序库，算法的速度将会下降；有的时候，还需要从

“经过扰动后的结果”中再恢复出“真正的结果”，而这并不总是一桩易事。鉴于这些不足，Burnikel

等人 [78]曾得出结论：还是直接去处理输入数据中的退化情况更好，这不仅（就编程的工作量而言）

更加简单，而且（就程序的运行时间而言）也更加高效。 

 

至于几何算法的鲁棒性，是近来才引起人们兴趣的一个问题。大多数的几何比较，都可以形式

化地归结为计算行列式的符号。在这种符号计算过程中，为了克服浮点运算的不精确性，有一种方

法就是先设定一个很小的阈值ε，如果浮点计算的输出（的绝对值）小于ε，则认为行列式为零。当

然，如果直截了当地这样去实现，有可能会导致算法的不稳定（例如，对某三个点a、b和c，可能会

判断出a = b且b = c，但a ≠ c），并导致程序的运行失败。Guibas等人 [198]指出，只要将这种方法与

区间运算（interval arithmetic）和后向误差分析（backward error analysis）结合起来，就可以得出鲁

棒的算法。另一种方法是采用精确运算（exact arithmetic）。按照这种方法，在计算行列式符号的时

候，需要精确到多少比特位，就真正计算到这样的精度。这同样会令计算速度降低，但好在已经有

了多种技术，可以将（为换取精度而）在性能方面的牺牲降至相对很小的程度 [182][395]。除了这些

通用的方法外，还有若干篇论文 [34][37][81][145][180][181][219][279]讨论过如何在解决特定问题时

实现计算的鲁棒性。 

                                                        

① 对任何ε > 0，都有 nlogn = O(n1+ε )。从这个意义上讲，O(nlogn)可以等同于线性。⎯⎯译者 
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本章对一些应用领域做了简要概述，我们正是从这些应用中抽取出一些具体的实例，并由此引

出本书所讨论的各种几何概念以及算法。如果想要对各个应用领域做更为深入的了解，你可以参考

后面列出的一些参考书。当然，针对这些领域的好书还有很多，这里的介绍只不过是管中窥豹。 

有关计算机图形学的书籍非常之多。其中，Foley等人的那本专著 [179]内容详尽而全面，被广

泛认为是这方面最好的专著。Shirley等人的 [359]和Watt的 [381]也是很好的参考书。  

Choset等人的 [127]，以及Latombe的 [243]和Hopcroft、Schwartz和Sharir的 [217]等略显陈旧的专

著中，都对机器人学（robotics）和运动规划（motion planning）问题做过详实的概述。从几何角度

关于机器人学的更多信息，可以参考Selig的专著 [348]。 

有关地理信息系统的书籍虽然也非常多，但大部分都没有很详细地考虑算法问题。其中有一些

通用的教材，比如Demers的 [140]、Longley等人的 [257]以及Worboys与Duckham合著的 [392]。Samet

的专著 [335]，则介绍了许多与GIS有关的数据结构。 

Faux和Pratt合著的 [175]、Mortenson的 [285]以及Hoffmann的 [216]，在CAD/CAM和几何造型方

面都堪称上好的导论性读物。 

1.5 习题 

习题 1.1 集合 S 的凸包，可以定义为“包含 S 的所有凸集的交”。另一方面，就点集的凸包而

言，有人指出：该凸包是（包含这个点集的）周长最短的凸集。我们希望能够证明，

这两种定义是等价的。 

a. 试证明：两个凸集的交还是凸集⎯⎯这意味着，有限个凸集的交依然是凸的。 

b. 试证明：包含某个点集、周长最短的那个多边形 P，必然是凸的。 

c. 试证明：包含点集 P 的任何凸集，都包含上述周长最短的多边形 P。 

习题 1.2 给定平面点集 P。令 P 为包含 P 中所有的点、所有顶点均来自 P 的一个凸多边形。试

证明：据此定义，多边形 P 是唯一确定的；而且，它就是所有包含 P 的凸集的交。 

习题 1.3 将某凸多边形各边所对应的 n 条（未排序的）线段组成一个集合 E。试给出一个算法，

在 O(nlogn)时间内，根据 E 计算出该多边形所有顶点按顺时针方向的一个序列。 

习题 1.4 在凸包算法中，必须能够通过测试判断出，相对于由 p 和 q 两点确定的一条有向直线，

某点 r 究竟是位于其左侧还是右侧。令 p = (px, py)，q = (qx, qy)，r = (rx, ry)。 

a. 试证明：通过行列式 D = 
⎪⎪
⎪

⎪⎪
⎪1 px py

1 qx qy
1 rx ry

 的符号，可以判断 r 是位于直线的左侧

还是右侧。 

b. 试证明：实际上，|D|就是由 p、q 和 r 确定的那个三角形的面积的两倍。 
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c. 在实现算法 CONVEXHULL中的基本测试时，为什么上述方法很有吸引力？分别就

点坐标为整数或浮点数两种情况，谈谈你的理解。 

习题 1.5 通过验证说明：在经过本章所介绍的修改之后，即使是对退化的点集，算法

CONVEXHULL 也照样能够正确地构造出凸包。例如，可以考虑如下令人讨厌的例子：

点集中的所有点都共（一条垂直）线。 

习题 1.6 在许多情况下，我们需要计算的并不是点集的凸包，而是一组物体的凸包。 

a. 给定由平面上的n条线段构成的一个集合S。试证明：S中所有线段的共 2n个端点

的凸包，就是S的凸包。 

b.* 给定非凸的多边形P①。试给出一个算法，在O(n)时间内构造出P的凸包。提示：

将算法CONVEXHULL做某种变形⎯⎯比如，不是按照字典序来处理各个顶点，而是按照

其它的某种顺序。 

习题 1.7 请考虑另一种计算平面凸包的方法：如图 1-19 所示，从最右端的点开始处理。将该

点做为凸包边界上的第一个点p1。现在，假想有一条通过p1的直线，从最初的垂直方

向开始绕p1顺时针旋转，直到它碰上另一个点p2。这个点就是凸包边界上的第二个点。

我们继续旋转这条直线（不同的是这次是绕着p2），直到碰上下一个点p3，…。 

 

图1-19 礼品包扎 

 就这样，我们不断旋转这条直线，直到它又重新碰到 p1。 

a. 写出这个算法的伪代码。 

b. 会遇到那些退化情况？如何对付它们？ 

c. 试证明：这个算法能够正确地构造出凸包。 

d. 试证明：若实现得当，该算法只需 O(n×h)时间，其中 h 是凸包的复杂度。 

e. 若采用的是不精确的浮点运算，可能会出现哪些问题？  

习题 1.8 本章所介绍的在 O(nlogn)时间内构造平面上 n 个点的凸包的算法，是基于一种递增

式的构造模式：逐一加入各点，每加入一点，都要相应地对凸包进行更新。本题的要

求是：基于另一种模式⎯⎯分治模式⎯⎯来设计来一个算法。 

a. 给定互不相交的两个凸多边形 P1 和 P2，其顶点总数为 n。试给出一个算法，在

O(n)时间内，构造出凸包 P1∪ P2。 

                                                        

① 这里的 P 应该是所谓简单多边形，即不相邻边不相交的多边形。⎯⎯译者 
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b. 以上面你所给出的算法为基础，设计一个分治算法，在 O(nlogn)时间内，构造

出平面上 n 个点的凸包。  

习题 1.9 假定已经有一个现成的子程序 CONVEXHULL，可以为你构造出平面点集的凸包。其输

出为凸包上各点按顺时针方向构成的一个序列。现在，给定由 n 个（实）数组成的一

个集合 S = {x1, x2, …, xn}。试证明：可以在 O(n)外加调用一次 CONVEXHULL的时间

之内，对 S 进行排序。鉴于排序问题的下界为Ω(nlogn)，故而Ω(nlogn)也是凸包问

题的下界。也就是说，就渐进复杂度而言，本章所介绍的算法已经是最优的了。 

习题 1.10 在平面上给定由 n 个（可能相交的）单位圆组成的集合 S。我们想要构造出 S 的凸包。 

a. 试证明：S 的凸包的边界可以分解为一些直线段和 S 中某些圆上的圆弧。 

b. 试证明：S 中的每个单位圆，最多为凸包边界贡献一段圆弧。 

c. 令 S'为 S 中各单位圆的圆心所组成的集合。试证明：S 中的某个圆为凸包贡献一

段圆弧，当且仅当 S'的凸包边界经过这个圆的圆心。 

d. 试给出一个算法，在 O(nlogn)时间内构造出 S 的凸包。 

e.* 试给出一个算法，即使 S 中各圆的半径不同，也能够在 O(nlogn)时间内构造出 S

的凸包。 

 





22   
线段求交：专题图叠合 

对于身处异国他乡的游客而言，再没有什么要比地图更具价值的信息来源了。地图可以告诉你，

游客们对哪些地方最感兴趣；它们也会告诉你，要沿着哪些公路与铁路，才能到达这些名胜景点；

它们还能指示出小湖泊的位置，等等。不幸的是，有时地图也会令你失望，因为经常会很难找到你

所需的信息：纵然你知道某个小镇的大致方位，也可能很难在地图上确定它的具体位置。为了增加

地图的可读性，地理信息系统将（不同类型的）信息划分为若干层（layer）。每一层都是一幅专题

图（thematic map）⎯⎯也就是说，存放某一特定类型的信息。这样，某一层可能负责存储有关公路

的信息，第二层存放的可能是所有城市的信息，而另一层则存放河流的信息，诸如此类。某些层对
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应的主题（theme）有可能非常抽象。例如，可能会有某一层对应于人口密度的分布、平均降雨量、

大灰雄的栖息地（如 图 2-1 所示）或者植被的分布。 

 

图2-1 大灰雄栖息地的分布 

各层所记录的地理信息，在数据类型上可能差别极大：对应于道路图的那层，可能会将道路存

储为一组线段（或者，也可能是曲线）；对应于城市的那一层，可能由一系列的点组成，每个点分

别标有某个城市的名称；而在对应于植被分布的那层中，存放的可能是地图的一个子区域划分

（subdividsion），其中的每个子区域分别标有对应的植被类型。 

地理信息系统的用户，可能会（从中）选取出若干幅专题图进行显示。比如，为了找到某个小

镇，你可能会取出存放城市信息的那一层⎯⎯这样，诸如河流、湖泊的名称等信息，才不致于分散

你的注意力。而在已经确定了该镇的准确位置之后，你可能又需要知道如何达到那里。为此，正如

图 2-2 所示的那样，地理信息系统会允许用户察看若干幅地图的叠合（overlay）。 

 

图2-2 加拿大西部的城市、河流、铁道线，以及它们叠合后的效果 

借助于道路图与城市图的叠合，你就可以确定前往该镇的路线。在同时显示两幅或多幅专题图

层的时候，（不同层在）叠合中相交的位置，往往就是人们最关心的地方。例如，若同时显示对应

于道路图的一层以及对应于河流的另一层，则要是能够将所有的相交之处都清晰地标定出来，必将

非常有用。在这个例子中，两幅图都基于网络结构，而且它们相交于若干个（离散的）点。而在另

外一些场合，人们感兴趣的则是完整子区域之间的交。例如，研究气候的地理学家们的兴趣，可能

就会放在寻找那些有松林覆盖、年均降雨量介于 1000 至 1500mm 的子区域。这些子区域，也就是在

植被分布图中被标记为“松林”的那些子区域，与在降雨量分布图中被标记为“1000~1500”的那些
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子区域之间的交。 

2.1 线段求交 

接下来，首先要对地图叠合问题的最简单形式做一讨论。也就是说，（相互叠合的）两个地图

层，分别都是由一组线段表示的某个网络。以 图 2-3 为例，可能有若干小比例图层分别存放道路、

铁路和河流信息。注意，可以通过若干条线段来近似一条曲线。这些线段将导出的一些子区域，不

过在此我们对这些子区域并不感兴趣。后面将会考察更为复杂的情况⎯⎯（相互叠合的）地图不是

网络，而是平面经过子区域划分之后导出的、具有明确含义的一些子区域。 

 

图2-3 道路、铁路及河流图层的叠合 

为解决网络叠合的问题，首先需要用几何的概念来描述这一问题。就两个网络的叠合而言，对

应的几何条件是这样的：给定由线段组成的两个集合，计算出来自于其中一个集合的所有线段与来

自于另一集合的所有线段之间的交点。对此问题的这一定义还不甚明确⎯⎯什么样的情况，才能称

作“两条线段相交”？我们并没有明确定义。比如说，要是一条线段的一个端点落在另一条线段上，

是否可以算作相交？换而言之，必须明确地说明，输入的线段究竟是开的，还是闭的。为了确定这

一标准，必须回到最初（引出该问题的）应用⎯⎯网络叠合问题。无论是道路图中的道路，还是河

流图中的河流，都可以表示为一条（由依次相联的）线段（组成的）链，因此所谓“道路与河流的

交汇点”，就对应于一条链的内部与另一条链的内部的交点。 

但这并不等于说，交点总是相对于两条线段的内部而言才出现的⎯⎯交点也可能碰巧出现在链

中的任何一条线段的端点处。事实上，这种情况并不罕见⎯⎯比如蜿蜒崎岖的河流，就需要用大量

的短线段来表示，于是地图在经过数字化处理之后，这些线段的端点的坐标就可能出现舍入误差。

由此可以得出结论，应该将这里的线段定义为闭的⎯⎯这样，要是某条线段的端点正好落在另一条

线段上，也会被认为是一个交点。 

为了做进一步的简化，我们还将把分别来自两个集合的线段合到一起，构成一个集合，然后来

考虑其中所有线段之间的交点。按照这种方式，的确可以计算出所有希望找出的交点。此外，我们

还希望找出最初来自同一个集合的各线段之间的交点。当然，这肯定能够办到⎯⎯因为在我们的应
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用中，来自同一集合的线段必然会形成若干条链，沿着每条链，线段依次首尾相联，所以按照我们

的定义，不同线段端点的重合，也将被视为交点。在计算完成之后，逐一检查报告出来的每个交点，

看看与该交点相关的两条线段是否来自同一个集合⎯⎯这样，就可以将这部分多余的交点悉数清除

出去。于是，我们的问题可以定义为：给定由平面上 n 条闭线段构成的一个集合 S，报告出 S 中各

线段之间的所有交点。 

 

图2-4 最坏情况下，所有线段都两两相交，于是至少需要Ω(n2)时间 

乍看起来，这个问题并没有什么挑战性⎯⎯可以依次检查每一对线段，看看它们是否相交；如

果的确相交，就将其交点报告出来。显然，这种直截了当式的算法需要O(n2)时间。就某种意义而言，

这个结果甚至是最优的：若如 图 2-4 所示的那样，每两条线段都相交，那么无论采用什么算法，至

少都需要Ω(n2)时间⎯⎯因为，哪怕只是直接地逐一报告出所有的交点，也需要这样长的时间。即使

是考虑两个网络之间的叠合，也可以构造出这样一个类似的例子。然而在实际的环境中，大多数的

线段要么根本不与其它线段相交，要么只与少数的线段相交，因此，交点的总数远远达不到平方量

级。要是由某个算法能够在这种情况下计算得更快，那就太好了。也就是说，我们所希望得到的算

法，其运行时间不仅取决于输入中线段的数目，还取决于（实际的）交点数目。这样的算法，被称

为“输出敏感的”算法（output-sensitive algorithm）⎯⎯也就是说，这种算法的运行时间对（实际）

输出的大小很敏感。也可以称这样一个算法是“交点敏感的”（intersection-sensitive）⎯⎯因为，输

出的大小就是由交点的数目决定的。 

 

图2-5 通过投影，排除不可能相交的线段对 

在找出所有交点的过程中，如何才能避免对所有的线段对进行测试呢？这里必须利用这种情况

的几何特性⎯⎯只有那些相互靠近的线段，才可能会相交；而相距甚远的线段则不可能相交。  



第 2 章 线段求交：专题图叠合 2.1 线段求交 

27 

下面我们将看到，应该如何利用这一观察结果，得出一个解决线段求交问题（line segment 

intersection problem）的输出敏感的算法。 

 

设需要对其进行求交的线段构成集合S : = {s1, s2, …, sn}。我们希望避免对相距很远的线段对进

行求交。然而具体应该如何做呢？首先排除一种简单的情况。如 图 2-5 所示，将一条线段在y-轴上

的正交投影，定义为它的y-区间（y-interval）。任何两条线段，只要其y-区间没有重叠部分⎯⎯此时，

也可以说，它们在y-方向上相距很远⎯⎯它们就一定不会相交。这样，只需要对那些y-区间相互有所

重叠（即与同一条垂线相交）的线段对进行测试。为找出这些线段对，可以想象着用一条直线l，从

一个高于所有线段的位置起，自上而下地扫过整个平面。在这条假想的直线扫过平面的过程中，跟

踪记录所有与之相交的线段⎯⎯后面将解释其详细实现⎯⎯以找出所需的所有线段对。 

这类算法被称为平面扫描算法（plane sweep algorithm），其中使用到的直线 l 被称为扫描线

（sweep line）。与当前扫描线相交的所有线段构成的集合，被称为扫描线的状态（status）。随着扫

描线的向下推进，它的状态不断变化，不过，其变化并不是连续的。 

 

图2-6 平面扫描算法 

只有在某些特定的位置，才需要对扫描线的状态进行更新。我们称这些位置为平面扫描算法的事件

点（event point）。就本算法而言，这里的事件点就是各线段的端点。 

只有在扫描线触及某个事件点的时候，算法才会进行实质的处理⎯⎯更新扫描线的状态，并进

行一些相交测试。具体地，若事件点为某条线段的上端点，则意味着这条线段将开始与扫描线相交，

因此需要将该线段插入到状态结构（status structure）中。然后，需要将这条线段，和那些与当前扫

描线相交的其它线段分别进行测试，确定是否相交。若事件点为某条线段的下端点，则意味着这条

线段将不再与扫描线相交，因此需要将该线段从状态结构中删去。按照这样的方式，只需要对那些

可能与某条水平直线同时相交的线段对进行测试。不幸的是，这还不够⎯⎯因为，在某些（特殊的）

情况下，尽管实际的交点数目很少，却依然需要对平方量级的线段对进行测试。一个这样的简单例

子就是，所有的线段都是垂直的，而且都与 x-坐标轴相交。因此，目前的这个算法还算不上是输出

敏感的。问题在于，与同一扫描线相交的两条线段，在水平方向上仍然有可能相距很远。 

在考虑到水平方向的临近性后，我们可以沿着扫描线，将与之相交的所有线段自左向右排序。

这样，只有当其中的某两条线段沿水平方向相邻时，才需要对其进行测试。这就意味着，每引入一
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条线段，只需要将其与另外的两条线段（具体地讲，就是与新线段上端点左、右紧邻的那两条线段）

进行测试。此后，当扫描线向下推进到某个新的位置时，与某条线段紧邻的邻居有可能会发生变化，

此时，需要将它与新的邻居进行测试。在算法的状态结构中，这一新策略应该有所反映⎯⎯现在，

状态结构不仅要记录与当前扫描线相交的所有线段，而且还要对这些线段排序。为适应新的要求，

状态结构不仅要在线段的端点处进行更新，在各交点处，也要做更新⎯⎯因为在这些位置，（与扫

描线）相交的各线段（中有至少两条）的次序必然会有所变化（如 图 2-7 所示）。 

 

图2-7 每经过一个交点，当前激活的线段之间的次序必然发生变化 

在这种情况下，需要找出位置发生变化的那两条线段，然后将它们与各自的新邻居进行测试。

这样，就出现了新的一类事件点。 

在将这些构思落实为高效的算法之前，我们需要确定，这种方法的确是对的。在需要进行测试

的线段对减少之后，是否还能够将所有的交点都找出来呢？换而言之，对于任何两条相交的线段 si

和 sj，是否总存在某个位置，当扫描线 l 抵达该位置时，si和 sj沿着 l 是紧邻的？我们还是先忽略掉

一些“棘手”的情况⎯⎯我们假设：没有水平线段；任何两条线段最多相交于一点（也就是说，任

何两条线段都不会有局部的相互重叠）；任何三条线段不会相交于同一点。虽然稍后我们就会看到，

这些情况都是很容易处理的，但是在目前，还是暂且置之不理的好。至于某条线段的端点落在另一

条线段上的情况，等到扫描线触及相应的端点时，这类交点也不难被检测出来。这样，唯一剩下的

问题就是：线段之间在内部的每一交点，是否都能被检测出来？ 

〖引理 2.1〗 

设两条非水平的线段 si和 sj只相交于其内部的一点 p，而且，任何第三条线段都不经过 p。则在（扫

描线到达）高于 p 的某个事件点处（时），si 和 sj 必然会彼此紧邻，并因此接受相交测试（于是对

应的交点将被发现）。 

〖证明〗 

如图 2-8 所示，令l为比p略高的一条水平线。只要l与p相距足够近，则沿着l，si和sj必然是

紧邻的（更准确地说，没有任何事件点落在我们所取的l上，而且也没有任何事件点夹在l与通过

p的水平线之间）。 
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图2-8 交点事件发生前的一刹那 

总而言之，必然存在某个位置，当扫描线到达这个位置时，si和 sj是紧邻的。另一方面，

在算法开始的时刻，si和 sj并不是紧邻的⎯⎯因为在此时，扫描线的位置比所有的线段都高，

故状态结构还是空的。因此，必然存在某个事件点 q，在 q 的位置，si和 sj开始变为紧邻的，

从而接受相交测试。  

这样，就确定了算法是正确的⎯⎯至少，在暂不考虑此前所提及的那些手的情况时，它是正确

的。现在，可以进一步完善我们的平面扫描算法。让我们对整个算法做一扼要重述。假想有一条水

平线 l 自上而下扫过整个平面。在某些事件点，扫描线会停留片刻；就目前的算法而言，事件点既

包括（事先就可以确定的）各线段端点，也包括（在算法运行过程中逐步发现的）交点。在扫描线

移动的过程中，要维护一个有序序列，该序列由所有与当前扫描线相交的线段组成。每遇到一个事

件点，扫描线都会停留片刻。此时，上述线段序列会有所变化，因此，必须通过一些动作，对状态

结构进行更新，并检测出新的交点⎯⎯具体的处置方法，取决于事件点的类型。 

若事件点对应于某条线段的上端点，就意味着将有一条新的线段开始与扫描线相交（如 图 2-9

所示）。新引入的这条线段必须经过测试，以判断它是否与沿扫描线与之紧邻的另外两条线段相交。 

 

图2-9 上端点事件的处理 

只有位于当前扫描线下方的那些交点，才需要加以考虑；至于高于当前扫描线的那些交点，在

此之前必然已经被检测出来了。例如，若沿着扫描线，线段 si和 sk 原本是紧邻的，而（在某个时刻，）

第三条线段 sj的上端点出现在它们之间，则此时就必须分别将 sj与 si和 sk进行测试。在检测出来的

（最多两个）交点中，只要位于当前扫描线的下方，就是一个新的事件点。在处理完该上端点之后，

将继续考虑下一个事件点。 

若事件点对应于某个交点，则如 图 2-10 所示，有关的两条相交线段就会交换其（沿扫描线的）

次序。它们各自可能（最多）有一条新的紧邻线段，因此，必须分别将它们与其各自的新邻居进行

测试，以找出可能的交点。 
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图2-10 交点事件的处理 

与上面同理，我们只对位于当前扫描线下方的交点感兴趣。假设在扫描线触及 sk和 sl 的交点那

一时刻，有四条线段 sj、sk、sl 和 sm依次出现在扫描线上。此后，sk 和 sl 将交换次序，于是需要分别

对 sl 和 sj、sk和 sm进行测试，以找出它们可能位于扫描线下方的交点。当然，若果真找到了这样的

交点，它们也应该属于算法中的事件点。然而值得注意的是，这些事件有可能在此前已经被发现了

⎯⎯比如，有可能某两条线段在此前的一段时间内曾经是紧邻的，后来一度不再紧邻，最终又再次

变成是相互紧邻的。 

若事件点对应于某条线段的下端点，则它此前的（一左一右）两个邻居现在就会变成是相互紧

邻的，因此需要对它们进行相交测试。若它们果真相交，且交点位于当前扫描线的下方，则该交点

也将成为一个事件点（同样地，这个事件点也可能在早先已经被发现过）。如 图 2-11 所示，假设（在

某一时刻）沿着扫描线，有依次相邻的三条线段sk、sl和sm，扫描线继续前移后遇到了sl的下端点。

于是，sk和sm将变成是相互紧邻的，因此我们要对它们进行相交测试。 

 

图2-11 下端点事件的处理 

在扫描完整个平面之后（更准确地讲，在处理完所有事件点之后），就确定了所有的交点。之

所以能够保证这一点，是由于在平面扫描过程中，如下不变性始终成立：（在任何时刻，）处于扫

描线上方的所有交点都已经被正确地检测出来了。 

在对该算法做了上述简要概述之后，现在需要进行更为详细的讨论。而且，我们也可以顾及到

可能出现的各种退化情况（比如，三条或更多条线段交于同一点）。在这些退化情况下，我们期望

算法给出什么样的结果呢？必须首先对此做出明确的定义。也许按照我们的要求，算法只要能够逐

一报告出各交点，而且每个交点只报告一次就够了；然而要是算法还能够对每个交点，同时给出一

个列表，列举出穿过该点（或者以该点为其端点）的所有线段，就将会更有帮助。对于另外一种特

殊情况，我们也需要明确地给出定义：在出现这种情况的时候，算法应该给出什么样的输出。这种

情况就是，某两条线段的局部有所重叠。不过，为简明起见，本节的后续部分将忽略这一情况。 
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我们从算法所使用到的数据结构开始介绍。 

首先，需要一种数据结构⎯⎯所谓的事件队列（event queue）⎯⎯来存放（当前已被检测出来，

但尚未发生的）事件。这个事件队列记作Q。我们还需要用到一种操作⎯⎯把即将发生的下一事件从

Q中删除掉，并将它返回（给主程序），以便对它进行处理。这个事件，就是位于扫描线下方、位置

最高的那个事件。倘若有两个事件点的y-坐标相同，则约定返回x-坐标更小的事件点。也就是说，位

于同一条水平线上的事件点，将按照从左到右的次序接受处理。按照这一约定，若是一条水平线段，

则应该将其左（右）端点视为上（下）端点。这一约定也可以这样来理解：我们使用的扫描线不是

水平的，而是（沿逆时针方向）略向上方倾斜的（如 图 2-12 所示）。 

 

图2-12 左端点优先策略的几何解释 

于是，对于水平线段，扫描线将首先触及它的左端点，然后再触及右端点；而且，（只要扫描

线的倾角足够小，就能）保证在这两个位置之间，不会触及任何其它的事件点。该事件队列必须支

持插入操作⎯⎯因为在算法的运行过程中，可能会出现新的事件。请注意，不同事件点的位置可能

重合。例如，两条不同的线段，其上端点可能重合。显然，将它们做为同一事件点来处理，会更加

自然一些。因此，在进行插入操作的时候，必须检查待插入的事件是否已经出现在 Q 中了。 

我们这样来实现事件队列。首先，要在各事件点之间定义一个次序≺，各事件点将按照这个次

序接受处理。对于任何两个事件点 p 和 q，定义“p ≺ q 当且仅当 py > qy，或者 py = qy且 px < qx”。

所有的事件点将按照由≺确定的次序，组织为一棵平衡二分查找树（balanced binary search tree）。对

于 Q 中的每一个事件点 p，我们还同时记录下起始于 p 的（也就是以 p 为其上端点的）那条线段。

在对事件进行处理的时候，这方面的信息是必需的。这两种操作⎯⎯取出下一事件和插入新的事件

⎯⎯每次各需要 O(logm)时间，其中的 m 为 Q 中事件的数目。（这里并没有使用堆来实现事件队列，

因为还需要测试某个给定的事件是否已经存在于 Q 之中。） 

 

图2-13 用平衡二分查找树来实现状态结构 

其次，还需要维护算法的状态。所谓状态，也就是与当前扫描线相交的所有线段构成的有序序
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列。借助一个状态结构（status structure），可以访问某一给定线段s的（左、右）邻居⎯⎯这样，在

插入s之后，就可以立即进行相应的相交测试。这个状态结构记作T。它必须是动态的⎯⎯一旦有某条

线段开始（或不再）与扫描线相交，就应将它插入到状态结构中（或从状态结构中删去）。在任一

时刻，状态结构中的所有线段之间具有一个定义明确的次序，因此可以使用一棵平衡二分查找树来

实现状态结构（图 2-13）。 

有些读者也许只用二分查找树存储过数字，因此对于这里对二分查找树的用法，他们难免会有

些费解。然而实际上，二分查找树完全可以用来存储任意类型的一组元素⎯⎯只要在这些元素之间

可以定义一个明确的次序。 

 

图2-14 任一时刻，与扫描线相交的各线段之间存在明确的左右次序 

解释得更详细一点，与当前扫描线相交的每条线段，都按照其次序，存放在该平衡二分查找树T

的某匹叶子处。如 图 2-14 所示，（各线段）沿着扫描线自左向右的次序，与T中各叶子自左向右的

次序完全一致。在T的各内部节点处，也要存储某些信息，以在进行查找过程中提供必要的指导，最

终找到所需的叶子。在每个内部节点处，要存放其左子树中的最右端叶子。（实践中有另一做法：

只将各线段存放在这些内部节点处。⎯⎯这的确可以节省空间。不过，从概念上看，将存放在内部

节点处的线段想象成用以引导查找的数值，而不是真正的数据项，将使算法更加易于理解。将线段

存放在叶子处，也可以使算法的描述更加简明。）假设某个点p正落在扫描线上，我们需要查找紧邻

于其左侧的那条线段。在每个内部节点v处，为了判断p究竟是位于该线段的左侧还是右侧，只要将p

与记录在v处的线段做一次比较。根据比较的结果，就可以相应地深入到v的左子树或右子树，直到

最终到达某匹叶子。我们所要查找的那条线段，不是存放在这匹叶子处，就是存放在紧邻于其左侧

的那匹叶子处。类似地，也可以找到紧邻于p右侧（或者包含p）的那条线段。这样，无论是一次更

新，还是对紧邻线段的一次查找，都只需要O(logn)时间。 

事件队列 Q 以及状态结构 T，就是我们所需的所有数据结构。至此，整个算法可描述如下： 

算法 FINDINTERSECTIONS(S) 

输入：平面线段集 S 

输出：S 中各线段之间的所有交点（以及穿过各交点的线段的信息） 

1.  初始化一个空的事件队列 Q 
 然后，将所有线段的（上、下）端点插入 Q 中；对于上端点，还要记录其对应的线段 
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2.  初始化一个空的状态结构 T 

3.  while (Q 非空) 

4.   do 找出 Q 中的下一事件点 p，将其删除 

5.    HANDLEEVENTPOINT(p) 

 

前面已经介绍了不同事件的处理方法：若是线段的端点，则需要在状态结构T中插入或删除线段；

若是交点，则需要交换（对应的）两条线段的次序。无论何种情况，在事件发生后，对每一对新近

成为邻居的线段, 都要进行相交测试。在退化情况下⎯⎯即某个事件点涉及到多条线段时⎯⎯具体

的实现将更为微妙。下面的子程序，将描述正确处理各类事件点的方法（如 图 2-15 所示）。 

 

图2-15 在处理一个事件点时，状态结构的相应变化 

算法 HANDLEEVENTPOINT(p) 

1.  令 U(p)为所有以 p 为上端点的线段构成的集合； 
 这些线段都与事件点 p 存放在一起 
 （若是水平线段，则以其左端点做为上端点） 

2.  在T中找出包含p的所有线段 ① 
  (* 在T中，这些线段是（依次）相邻的 *) 
 在所找出的线段中  
  将那些以p为下端点的线段组成集合L(p) 
  将那些在内部包含p的线段组成集合C(p) 

3.  if (L(p)∪U(p)∪C(p)包含不止一条线段) 

4.   then 报告“发现交点 p”；同时返回 L(p)、U(p)和 C(p) 

5.  将 L(p)∪C(p)中的线段从 T 中删除 

6.  将U(p)∪C(p)中的线段插入到T中 
 (* T中各线段的次序，必须与它们和扫描线刚离开p之后的相交次序一致 *) 
 (* 若存在水平的线段，则将它排在包含p的所有线段 ②的最后 *) 

                                                        

① 准确地讲，应该是“将 p 包含于内部，或者以 p 为其下端点的线段”。⎯⎯译者 

② 准确地讲，应该是“将 p 包含于内部，或者以 p 为其上端点的线段”。⎯⎯译者 
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7.  (* 将 C(p)中的线段删除，然后按照逆序重新插入 *) 

8.  if (U(p)∪C(P) = ∅) 

9.   then 在 T 中，找出 p 的左右邻居 sl和 sr 

10.    FindNewEvent(sl, sr, p) 

11.  else 在 T 中，找出 U(p)∪C(p)里最左边的线段 s' 

12.    在 T 中，找出与 s'紧邻于左侧的线段 sl 

13.    FindNewEvent(sl, s', p) 

14.    在 T 中，找出 U(p)∪C(p)里最右边的线段 s'' 

15.    在 T 中，找出与 s''紧邻于右侧的线段 sr 

16.    FindNewEvent(s'', sr, p) 

请注意，在第 8~16 行中假定了 sl 与 sr的确存在。否则，相关的那些步骤显然就不必执行。 

 

查找新交点的几个子程序非常简单：它们只要对两条线段进行比较，即可判定它们是否相交。

唯一需要小心的是：一旦找到一个交点，则该交点只有两种可能⎯⎯要么早先就已经处理过了，要

么还没有。若没有水平线段，则只要交点位于当前扫描线的下方，它就还没有被处理过。然而，对

于水平的线段，又该如何处理呢？请记住这里的约定：对 y-坐标相同的事件，我们将按照从左到右

的次序进行处理。这就意味着，对于处于当前事件点（水平）右方的交点，我们依然会感兴趣。因

此，FindNewEvent 子程序应该如下定义： 

算法 FINDNEWEVENT(sl, sr, p) 

1.  if (sl和 sr相交于当前扫描线的下方 
  （或者交点正好落在当前扫描线上并且在当前事件点的右侧）， 
  而且该交点尚未做为一个事件出现在 Q 中) 

2.   then 将这个交点做为一个事件，插入到 Q 中 

 

该算法的正确性如何？显然，FINDINTERSECTIONS 所报告的交点的确是“货真价实的”，然而，

是否所有的交点都会被该算法报告出来呢？下面这则引理指出，实际情况的确如此。 

〖引理 2.2〗 

算法 FINDINTERSECTIONS 能够正确地计算出所有的交点，并能同时给出穿过各交点的线段。 

〖证明〗 

按照此前的约定，事件的优先级决定于其 y-坐标；若有多个事件的 y-坐标相同，则 x-坐标

越小者优先级越高。我们将通过对各事件点的优先级作归纳，来证明该引理。 
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任取一个交点 p，假定所有优先级更高的交点 q 已经被正确地计算出来了。令集合 U(p)

由所有以 p 为上端点（对于水平线段，则是左端点）的线段组成；令集合 L(p)由所有以 p 为下

端点（对于水平线段，则是右端点）的线段组成；令集合 C(p)由所有在其内部包含 p 的线段组

成。 

首先，假设 p 是某条或某几条线段公共的端点。这种情况下，在算法的第一步，p 就已经

出现在事件队列 Q 中了。来自 U(p)的线段都与 p 存放在一起，因此它们都可以被查找出来。在

p 接受处理的时候，L(p)和 C(p)中的线段已经存储在 T 中，因此在 HANDLEEVENTPOINT的第 2 行，

这些线段也会被查找出来。总之，只要 p 是一条或多条线段的共同端点，则 p 以及与之相关的

线段都可以被正确地查找出来。 

接下来，假设p不是某条线段的端点。只需证明：或早或晚，p必将被插入到Q中。需要注

意的是，相关的所有线段，都将p包含于内部。将这些线段，按照其围绕p的角度排序，任取其

中相邻的两条线段si和sj。由 〖引理 2.1〗的证明过程可知，必然存在优先级高于p的某个事件

点q，使得在（扫描线）越过q之后，si和sj开始变成是相互紧邻的。，为了简明起见，我们在〖引

理 2.1〗中曾经假定：si和sj都不是水平的。尽管如此，那个证明的方法仍然可以直接应用于水

平线段的情形。根据归纳假设，事件点q已经被正确地处理过了⎯⎯也就是说，p已经被检测出

来，并存入到Q之中。  

 

现在我们已经知道，这个算法是正确的。不过，我们所设计的这个算法称得上是输出敏感的吗？

答案是肯定的⎯⎯该算法的运行时间为 O((n+k)logn)，其中 k 为实际输出的规模。接下来的这则引理

给出了一个更强的结论：运行的时间为 O((n+I)logn)，其中 I 为交点的数目。之所以说这个结果更强，

是因为对每个交点而言，可能需要输出大量的线段⎯⎯比如，在有很多线段交汇于同一点时。 

〖引理 2.3〗 

对于由平面上任意 n 条线段组成的集合 S，算法 FINDINTERSECTIONS 的运行时间都是 O(nlogn + Ilogn)，

其中 I 为 S 中各线段之间的交点总数。 

〖证明〗 

算法的第一步，就是将所有线段的端点组成（初始的）事件队列。既然我们使用了平衡二

分查找树来实现事件队列，故这一步需要的时间为O(nlogn)。对状态结构的初始化只需要常数

时间。接下来，开始进行平面扫描，逐一处理各事件。为了处理某一事件，需要对事件队列Q

进行（最多）三次操作：在FINDINTERSECTIONS的第 4 行，将该事件从Q中删除掉；还需要对

FindNewEvent调用一到两次⎯⎯相应地，最多会有两个新事件加入到Q中。Q的每次删除或插入

操作需要O(logn)时间。对状态结构T，也要进行一些操作⎯⎯插入、删除以及查找紧邻线段。

每一次这类操作也只需 O(logn) 时间；而操作的总数线性正比于 m(p) := card
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(L(p))∪U(p)∪C(p))⎯⎯也就是与该事件相关的线段总数。若令m为所有事件点p对应的m(p)之

和，则该算法的运行时间就是O(mlogn)。 

显然，m = O(n+k)，其中 k 为输出的规模。无论如何，只要 m(p) > 1，事件点 p 所涉及

到的所有线段都会被报告出来，而任一线段所涉及到的事件点，无非就是线段的端点。 

 

图2-16 输入线段对应的平面图 

然而，我们的目标是要证明m = O(n+I)，其中I是交点的总数。为证明这一点，我们将所有输入

线段的集合看成是嵌入于平面空间的一幅平面图（planar graph，如果你对平面图这一术语不

甚熟悉，可以首先阅读第 2.2 节的第一段）。如 图 2-16 所示，该图的顶点就是各线段的端点

以及各线段之间的交点，而其中的边则是联接于各顶点之间的线段（或线段的局部）。现考察

某个事件点p。它必然是图中的一个顶点，因而m(p)不会超过该顶点的度数。这样一来，m就

不会超过图中所有顶点的度数总和。其中，每条边为两个（而且正好两个）顶点（亦即其端点）

分别贡献一度，因此，m不会超过 2ne，其中ne为图中边的总数。现在，要根据n和I来给出ne

的上界（upper bound）。考虑其中顶点的总数nv，根据定义，nv ≤ 2n+I。另外，正如总所周

知的，对于平面图而言，必有ne = O(nv)⎯⎯这样，该引理的结论就已经得证。不过，为完整起

见，在此我们还是给出（有关平面图顶点数与边数关系的）具体论证过程。在平面图中，每张

面至少由 3 条边围成（当然，假定至少有三条线段），而每一条边至多与两张面相关联。因此，

图中面的总数不会超过
2ne

3 。现在要借助欧拉公式（Euler's formula）⎯⎯这个公式指出，对任

何由nv个顶点、ne条边组成的平面图，若其中的面数为nf，则必有如下关系成立： 

nv - ne + nf  ≥  2 

等号成立的充要条件为“图是连通的”。将前面得出的 nv和 nf的上界加进来，就得到了 

2  ≤  (2n+I) - ne + 
2ne

3   =  (2n+I) - 
ne

3  

于是，ne  ≤  6n + 3I – 6，因而 m  ≤  12n + 6I – 12⎯⎯于是，本引理关于运行时间

的结论得证。  
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还需要分析复杂度的另一方面⎯⎯该算法所占用的存储空间量。每条线段在树 T 中存储至多一

份，故该结构只需要 O(n)空间。不过，Q 的规模可能会很大。每发现一个交点之后，都需要将它插

入到事件队列 Q 中；每处理完一个交点事件之后，也要删除它。如果要等待很长的时间，交点事件

才能处理完毕，那么 Q 的规模就可能会很大。当然，其规模不可能超过 O(n+I)。不过，要是占用空

间的大小总是线性的，就更好了。 

 

图2-17 随着扫描线的推进，原先相邻的线段可能不再相邻 

通过一种简单的方法，就可以实现这样的空间复杂度⎯⎯任何时刻，只考虑与当前扫描线相交

的线段，并只存储其中每一对相邻线段之间可能的交点。在上述算法中，除了这类交点之外，还存

储了某些曾经一度水平相邻、但后来不再相邻的线段对之间的交点（图 2-17）。只要始终只存储当

前相邻线段之间的交点，Q中事件点的总数就不可能超过线性规模。相应地，算法所需做的改动只有

一点⎯⎯两条（曾经相邻的）线段一旦不再相邻，就立即将它们的交点（从Q中）删去。由于在（扫

描线）到达这两条线段的交点之前，它们必然会再次变成是相邻的，所以该交点还是会被报告出来。

而且，算法总体的运行时间依然保持为O(nlogn + Ilogn)。这样，就得到了如下定理： 

〖定理 2.4〗 

给定由平面上任意 n 条线段构成的一个集合 S。可以在 O(nlogn + Ilogn)时间内，使用 O(n)空间，报告

出 S 中各线段之间的所有交点，以及与每个交点相关的所有线段。其中，I 为实际的交点总数。 

2.2 双向链接边表 

以上已经解决了地图叠合问题的最简单情况⎯⎯叠合的两幅地图都是各由一组线段表示的网

络。一般的地图，结构要更为复杂：实际上要将整个平面划分为多个子区域，各有自己的标记⎯⎯

对整个平面的这样一个子区域划分，才是地图。例如，有关加拿大森林分布的一幅专题图，就是将

加拿大划分为若干子区域，分别标记为“松树”、“落叶树”、“桦树”或“混合”等等。 
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图2-18 加拿大的森林类型分布 

为了给出一个算法，以计算出两个子区域划分的叠合，必须首先建立起表示子区域划分的某种

适当方式。简单地将一个子区域划分存储为一组线段，并非良策⎯⎯如此一来，诸如“报告某个子

区域的边界”等操作将会十分复杂。最好能够引入结构性的、拓扑的信息，比如：某个给定的子区

域是由哪些线段围成的，哪些子区域是相邻的，诸如此类。 

我们所考察的，是由图的平面嵌入（planar embeddings of graph）而导出的平面子区域划分（如

图 2-19 所示）。只要原来的图是连通的，其对应的子区域划分就必然也是连通的。原图中每个节点

（node）的嵌入，称为一个顶点（vertex）；原图中每条弧（arc）的嵌入，称为一条边（edge）。 

 

图2-19 由图的平面嵌入而导出的平面子区域划分 

我们只考虑一类特殊的嵌入⎯⎯其中的所有边都必须是直线段。原理上，子区域划分中的边并不见

得一定是直的。甚至，有的子区域划分不是任何图的平面嵌入⎯⎯其中允许出现无界的边。不过本

节并不考虑这种一般性的子区域划分。我们将每条边都看成是开的⎯⎯也就是说，它并不包含自己

的（两个）端点（相应地，也就是子区域划分中的顶点）。给定一个子区域划分，其中所谓的“面”

（face），指的是在平面上除去所有的顶点和所有的边之后，余下的每一个极大的连通子集。按照这

一定义，每张面都是一个开集，其边界由子区域划分的某些边和顶点围成。所谓一个子区域划分的

复杂度，就是构成该子区域划分的顶点、边和面的总数。若一个顶点是某条边的端点，就说这个顶

点与这条边是关联的（incident）。依此类推，一张面与其边界上的每条边也是关联的，一张面与其

边界上的每个顶点也是关联的。 
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做为子区域划分的一种表示方法，应该满足哪些要求呢？我们可能需要对其实施的一种操作，

就是在给定一个点之后，找到该点所在的那张面。在一些应用中，这个操作真是太有用了。实际上，

后面的第 6 章将针对这一问题设计一种专门的数据结构。不过，本章所介绍的只是一种基本的表示

方法，要想有效地支持这类操作，有点勉为其难。就目前能够获得的信息而言，仍然更多地限制于

局部。例如，以下这些操作都是可行的：围绕指定的某张面，沿其边界遍历（traverse）一周；在指

定一条公共边之后，通过与其相邻于一侧的面，找到另一侧的那张面。另一种有用的操作是：在给

定一个顶点之后，（依次）枚举出与之关联的所有边。下面介绍的表示方法，将能够支持这些操作。

这种结构称作双向链接边表（doubly-connected edge list）。 

 

图2-20 通过指针遍历任一张面的边界 

对于任一子区域划分，与之对应的双向链接边表为其中的每张面、每条边和每个顶点都设置了

一个记录。统而言之，在每个记录中不仅存有几何的、拓扑的信息，而且还有一些附加信息。例如，

若某个子区域划分表示的是一张关于植被分布的专题图，则在其对应的双向链接边表中，每张面的

记录都将存贮对应子区域的植被类型。附加信息也被称为属性信息（attribute information）。如 图

2-20 所示，借助双向链接边表所提供的几何与拓扑信息，即可实施以上的基本操作。为了能够沿逆

时针方向围绕某张面遍历一周，可在每条边（对应的记录）中存储一个指针，指向下一条边。当然，

有时也需要沿相反方向进行遍历，因此还需要为各边配备另一个指针，指向前一条边。通常，每条

边都隶属于两张面的边界，因此还需要为各边配备一对指针（分别指向与之关联的两张面）。 

一种便捷的方法是，将每条边的两端分别视为一条半边（half-edge）。这样，任何一条半边都

有唯一的一条后继半边、唯一的一条前驱半边。于是，每条半边就只隶属于唯一一张面的边界。如

图 2-21 所示，每一条边都被分成两条半边⎯⎯它们互为孪生兄弟（twin）。在为每一条半边指定后

继半边时，总是依照同一原则：后继半边的方向，应该能够沿逆时针方向遍历其对应的面。这样，

也同时为各条半边导出了一个方向：如果观察这沿着这一方向前行，每条半边所参与围成的那张面，

总是位于其左侧。既然已经定义了半边的方向，我们就可以谈论半边的起点（origin）与终点

（destination）。若一条半边
→e起始于v，终止于w，则Twin(→e)起始于w，终止于v。为找到一张面的

边界，还需要在对应的面记录中存放一个指针，指向任一参与围成该面的半边。只要找到了这样一

条半边，就可以顺藤摸瓜，通过后继边指针，围绕一张面依次访问边。 
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图2-21 孪生半边 

 

图2-22 沿着空洞的边界逆时针前进，面却总是居于左侧 

若某张面中存在空洞（如 图 2-22 所示），则对这种空洞的边界来说，上面所说的性质就不见

得成立⎯⎯比如，在沿逆时针方向遍历这些空洞的过程中，面就总是居于其右侧。当然，如果能够

在定义半边方向时，使得与之关联的面总在同一侧，就会更加方便。因此，若是空洞，就按顺时针

方向来遍历其边界。这样，无论是哪张面，对于构成其边界的那些半边来说，该面总是位于其左侧。

由此可得的另一结论是：任意一对孪生半边，方向必然相反。前面提到过，通过指向其边界上任何

一条半边的指针，可以遍历某张面的整个边界；然而要是在某张面中存在空洞，则仅仅通过这一个

指针，并不能保证访问到边界上所有的半边。如果某张面的边界由多个连通块组成，就应该为这张

面设置多个指针，逐一指向每个连通块。要是某张面中含有孤立（也就是不与任何边相关联）的顶

点，也要相应地设置指针，指向这类顶点。为简明起见，对这类情况我们都将不予考虑。 

 

图2-23 DCEL结构的各组成部分 

总结一下。如 图 2-23、图 2-24 所示，双向链接边表由三组记录构成：一组对应于顶点，一组
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对应于面，还有一组对应于半边。在这些记录中，分别存有下列几何的及拓扑的信息： 

 在对应于顶点 v 的顶点记录中，设有一个名为 Coordinates(v)的域，存放 v 的坐标。此外，

还有一个名为 IncidentEdge(v)的指针，指向以 v 为起点的某一条半边。 

 在对应于面 f 的面记录中，设有一个名为 OuterComponent(f)的指针，指向该面外边界（outer 

boundary）上的任意一条半边。若是无界面（unbounded face），则此指针为 nil。此外，还

有一个名为的 InnerComponents(f)的列表，其中设有多个指针，分别对应于该面的各个空洞；

每个指针所指的，是其对应空洞的边界上的某一条半边。 

 在对应于半边
→e的半边记录中，设有一个名为 Origin(→e)的指针，指向该半边的起点；另有

一个名为 Twin(→e)的指针，指向其孪生半边；还有一个名为 IncidentFace(→e)的指针，指向其

参与围成的那张面。半边的终点无需存储⎯⎯因为它等于 Origin(Twin(→e))。半边起点的选

取，要使得在从该半边起点走向终点的过程中，IncidentFace(→e)位于
→e的左侧。此外，半边

记录中还设有两个指针 Next(→e)和 Prev(→e)，分别指向其沿着 IncidentFace(→e)边界的后继边

与前驱边。这样，沿着 IncidentFace(→e)的边界，以
→e的终点为起点的半边只有 Next(→e)一条，

而以
→e的起点为终点的半边也只有 Prev(→e)一条。 

 

每个顶点和每条边所对应的信息量，都是常数规模的。面记录占用的空间可能会更多一些⎯⎯

因为，面 f 中含有多少个空洞，列表 InnerComponents(f)中就需要有多少项。然而，只要将所有的

InnerComponents(f)列表合起来统计，就会发现其中指向任何一条半边的指针都不会超过一个。由此

可以得出结论：每个子区域划分所需存储空间的规模，与该子区域划分本身的复杂度呈线性关系。

在下面，给出了一个简单的子区域划分所对应的双向链接边表。其中，对应于边 ei 的两条半边分别

记为
→ei,1 和

→ei,2。 
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图2-24 DCEL的数据结构定义 

根据双向链接边表所提供的信息，足以完成一些基本的操作。例如，给定一张面，我们可以沿

着它的外边界遍历一周⎯⎯从半边 OuterComponent(f)开始，不断沿着 Next(→e)指针，依次访问边界上

的各条半边。也可以枚举出与某一顶点 v 相关联的所有边。希望读者能够独立想出实现枚举的具体

方法，这是将一次不错的练习。 

 

以上所介绍的双向链接边表，只是该数据结构的一种通用的版本。在某些具体的应用中，顶点

本身可能不含任何属性信息，此时，我们就可以将它们各自的坐标，直接存储于与之相关联的边的

Origin()域中，而不必墨守陈规地为顶点记录专门定义一种数据类型。另外，在很多实际应用中，子

区域划分中的面并不具有任何含义（只要想一想此前曾经提及的河流网络或者道路网络，就会明白

这一点）⎯⎯认识到这一点更加重要。若果真如此，就可以完全舍弃掉面记录，以及各半边对应的

IncidentFace()域。在下一节我们就将看到，其中介绍的算法并不需要这些域（要是它们不需要更新，

实际上还可以实现得更加简单）。在双向链接边表的某些实现中，可能还会要求子区域划分的顶点

和边所对应的图必须是连通的。为此，只需引入一些虚边（dummy edge）。保证连通性至少有两个

好处：首先，只需一趟图遍历，就可以访问到所有的半边；另外，（既然连通图对应的子区域划分

绝不会出现空洞，）InnerComponents()列表也就不必存在了。 

2.3 计算子区域划分的叠合 

以上设计出了一种能够很好表示子区域划分的方法，现在可以来着手解决一般性的地图叠合问
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题。给定两个子区域划分S1 和S2，其叠合（记作O(S1, S2)）也是一个子区域划分。O(S1, S2)有一张面

f，当且仅当在S1、S2 中分别存在面f1 和f2，使得f是f1∩f2 中的一个极大连通子集。这个定义听起来晦

涩难懂，可实际上叠合运算本身却极易理解⎯⎯用白话说就是：所谓叠合，就是由来自S1 和S2 的边

共同在平面上导出的一个子区域划分。图 2-25 就是这种运算的一个实例。 

 

图2-25 两个子区域划分的叠合 

所谓一般性的地图叠合问题，就是在给定 S1 和 S2 各自所对应的双向链接边表之后，计算出对

应于 O(S1, S2)的双向链接边表。这里还要求为 O(S1, S2)的每张面都加上标注，以指明在 S1 和 S2 中它

分别属于哪一张面。如此就能访问到存储在这些面记录中的属性信息。比如，在对植被分布图和雨

量图做过叠合之后，就可以知道，在叠合后所得到的各个子区域中，对应的植被类型以及降雨量。 

 

首先来看看，来自 S1 和 S2 所对应的双向链接边表的信息，有多少可以被对应于 O(S1, S2)的双

向链接边表继续沿用。考虑由 S1 的边及顶点构成的网络。这个网络将被 S2 的边切分为很多块。在这

些块中，很大一部分都是可以直接沿用的；只有被来自 S2 的边分割过的那些边，才需要更新。然而，

在对应于这些块的双向链接边表中，各半边记录是否也有这种性质呢？要是某条半边的方向改变了，

还必须改变这些记录中的信息。幸运的是，实际情况并非如此。所有半边的方向都定义得很好，以

至于它们各自参与围成的面总是处于其左侧。经过叠合，虽然面的形状可能会有所改变，但是它依

然处于半边原先的一侧。第一幅地图中的边，有些并没有与第二幅地图中的边相交，根据刚才的分

析，这些（未受影响的）边所对应的半边记录，就可以继续沿用。换而言之，在 O(S1, S2)对应的双

向链接边表中，很多半边记录都可以直接从 S1 和 S2 中照搬过来；只有与两张地图之间的交点相关联

的那些半边，才不能这样直接获得。 

根据上述分析，可以得出如下算法。首先，将 S1 和 S2 所对应的两个双向链接边表复制到一个新

的双向链接边表中。当然，（目前的）这个新的双向链接边表并不是一个合法的双向链接边表⎯⎯

因为，它所表示的还不是某个合理的平面子区域划分。而这正是叠合算法所要完成的任务⎯⎯通过

计算两个边网络之间的交点，并适当地将两个双向链接边表中的相关部分链接起来，最终把这个新

的双向链接边表，转化为对应于 O(S1, S2)的一个合法的双向链接边表。 

至此尚未论及新的面记录。这些记录所对应的信息更难计算，因此我们押后讨论这一问题。我
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们先来更为详细地介绍一下，如何计算 O(S1, S2)所对应双向链接边表中的顶点记录和半边记录。 

 

这里采用的算法，将基于第 2.1 节中计算一组线段之间交点的平面扫描算法。如 图 2-26 所示，

首先，将来自两个子区域划分S1 和S2 的边合并成为一个集合，然后对这个线段集应用那个算法。在

这一步，我们将各边看成是闭的。请记住，这个算法需要两个数据结构的支持⎯⎯用来存放事件点

的事件队列Q，以及状态结构T。后一结构用一棵平衡二分查找树实现，其中自左向右地记录了与当

前扫描线相交的所有线段。 

 

图2-26 基于DECL结构，通过平面扫描解决地图叠合问题 

现在，我们也同样维护一个双向链接边表 D。刚开始时，D 不过是 S1 所对应双向链接边表的一

份拷贝，外加 S2 所对应双向链接边表的一份拷贝。在平面扫描的过程中，我们要逐步地将 D 转换为

对应于 O(S1, S2)的一个双向链接边表。也就是说，目前暂且只考虑各顶点记录与半边记录，至于面

的信息，将在随后计算出来。联接于状态结构 T 中各边与 D 中各半边记录之间的指针，将被保留下

来。这样，在遇到一个交点并因而需要对 D 中某些部分做相应改动的时候，我们就能够方便地访问

到这些部分。这个过程所具有的不变性就是：在平面扫描的任一时刻，位于扫描线上方叠合的部分，

已被正确地计算出来。 

现在来考虑一下，在触及一个事件点时，应该如何处理。首先，与线段求交算法一样，要对 T

和 Q 做更新。若与当前事件点有关的边全部来自同一个子区域划分，则不必再做其它处理⎯⎯此时，

这个事件点就是一个可以继续沿用的顶点。反之，若当前事件点同时涉及到分别来自不同子区域划

分的边，则需要通过对 D 的局部调整，在这个交点处将原先的两个子区域划分各自对应的双向链接

边表链接起来。这个过程虽然十分繁琐枯燥，但难度不大。 

我们只介绍其中一种可能情况的详细处理过程。如 图 2-27 所示，这种情况是：S1 的一条边e穿

过S2 的一个顶点。此时，应该将边e替换为两条边（分别记为e'和e''）。相应地，在双向链接边表中，

e所对应的两条半边就要变成四条。要生成两个都以v为起点的半边记录。如 图 2-27 所示，e原先对

应的两条半边依然保留，而且还是分别以e原先的端点为起点。然后，通过设置Twin()指针，将原先

的两条半边分别与新生成的两条半边配对。这样，无论是e'还是e''，都各自被表示为一条原先的半边

以及一条新生成的半边。 
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图2-27 来自某个子区域划分的一条边，在另一个子区域划分中穿过一个顶点：在对

交点进行处理之前各部分的相对几何位置（左），对应的两个双向链接边表（中），

以及在对交点进行处理之后的双向链接边表（右） 

 

图2-28 设置e两个端点处的链接 

 

图2-29 设置顶点处的链接 

现在，必须进一步设置好若干个Prev()和Next()指针。首先要处理的是e两个端点处的链接设置；

稍后，我们再去考虑顶点v处的链接设置。两条新的半边，将分别在原先的半边中找到不是自己孪生

兄弟的那条，然后将其Next()指针复制过来。同时还要修改这两个Next()指针所指向的半边，将其Prev()

指针指向各自对应的那条新的半边。只要对照 图 2-28，这一步的正确性就一目了然。 

接下来，需要对顶点v周围的（链接）设置做更新。在这一局部，某些半边的指针必须重新设置

⎯⎯其中，e'和e''所对应的半边总共有四条，而来自S2、与v关联的半边也有四条。如 图 2-29 所示，

只要通过测试以确定e'和e''在围绕顶点v的环形次序中所处的位置，就可以进一步找到来自S2 的那四

条半边。通过来自一个方向的Next()指针与来自另一个方向的Prev()指针，可以将这四对半边（两两）

链接起来。比如，要从e'起沿顺时针方向找到下一条以v为起点的半边，然后将它（通过其Prev()指针）

与e'所对应的、以v为终点的那条半边（通过其Next()指针）相互链接起来；要从e'起，沿逆时针方向

找到下一条以v为终点的半边，然后将它（通过其Next()指针）与e'所对应的、以v为起点的那条半边

（通过其Prev()指针）相互链接起来。e''的处理方法与此相仿。 
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以上绝大多数步骤只需常数时间，只有一处例外⎯⎯在围绕 v 的各边中确定 e'和 e''的位置。这

一步需要更长时间，其时间复杂度线性正比于 v 的度数。还有其它一些情况，比如，分别来自不同

地图的两条边相交，或者顶点重合。不过，这些情况并不比以上讨论的情况更难处理，它们也需要

O(m)时间，其中 m 为与事件点相关的边数。这就意味着，尽管需要再对 D 进行更新，但整个过程的

渐进复杂度仍然没有超过第一步的线段求交算法。请注意，计算出来的每个交点，在叠合之后都是

一个顶点。由此可得结论：可以在 O(nlogn + klogn)时间内，计算出 O(S1, S2)所对应双向链接边表中

的所有顶点记录和半边记录，其中 n 为 S1 和 S2的总体复杂度，而 k 为二者叠合结果的复杂度。 

在对涉及顶点和半边的记录设置完毕后，尚待完成的工作就是计算出 O(S1, S2)中各张面的信息。

更准确地说，针对 O(S1, S2)的每张面 f，都需要生成一个面记录；需要将 OuterComponent(f)指针指

向其外边界上的某一条边；需要生成一个指针列表 InnerComponents(f)，其中的指针分别指向 f 内部

所含的各个空洞（边界上的任一条边）。此外，还要设置好沿 f 边界各条半边的 IncidentFace()域，

使它们指向对应于 f 的面记录。最后，在每张新的面中还要做上标记，指明它在原来的两个子区域

划分中，分别属于哪一张面。 

 

图2-30 外边界与空洞边界的区分 

总共有多少张面呢？除无界的那张面外，其余的每张面都有唯一的一圈外边界。因此，需生成

的面记录的数目，必然等于所有外边界的数目再加一。根据目前所构造出来的双向链接边表，很容

易就可以找出所有的边界环。然而，一个环既可能是（某张面的）外边界，也可能是某张面内部一

个空洞的边界。如何区分呢？为此，如 图 2-30 所示，可先在环中找到最左端的顶点（若有多个，则

取其中的最低者）。你应该记得，在约定半边的方向时，已保证与之关联的面在（各半边的）局部

总是处于左侧。考察在环上与v相关联的那两条半边。既然与之关联的面总是处在左侧，就可以计算

出这两条半边朝这张面内部所张的角度。如果这个角度小于 180o，则该环就是一圈外边界；否则，

就是某个空洞的边界。在每个环上，只有最左端的顶点才具有这个性质，而其它的顶点则不见得。 

既然一张面可能有多条边界，如何判断究竟是哪些环围成了同一张面呢？为此，需要构造一张

图G。每一个环，无论是内部的还是外部的，都对应于G中的一个节点。我们假想无界面也有一条外

边界，并专门为之设置一个节点，对应于其假想的边界。两条环（各自对应的节点）之间联有一条

弧，当且仅当其中一个环为某个空洞的边界，而且另一个环上有一条半边从左侧直接紧邻于空洞边

界环上的最左端顶点。若某个环上最左端顶点的左侧根本就没有任何半边，则将该环所对应的节点
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联接到无界面所对应的节点。图 2-31 给出了这样的一个例子。 

 

图2-31 子区域划分及其对应的图G 

图中的虚线，表示空洞环与其它环之间的联接关系。这张图还给出了与该子区域划分对应的图。空

洞环用单线条圆圈表示，而外边界环则用双线条圆圈表示。可看到，C3 和C6 都属于C2 所在的连通子

块。这说明C3 和C6 是同一张面的空洞环，而且该面的外边界是C2。若面f只含一个空洞，则图G将该

空洞对应的边界环联接到f的外边界。正如可从 图 2-31 看出的，通常情况并非如此⎯⎯一个空洞也

可以联接到另一空洞。位于同一张面f中的这个空洞，既可以联接到f的外边界，也可以联接到另一空

洞。然而，正如下面这则引理所指出的，最终还是要把其中的某个空洞联接到外边界。 

〖引理 2.5〗 

图 G 中的每一连通子块，都恰好对应于与某张面相关联的所有（内、外）环。 

〖证明〗 

考虑对应于面 f 中某一空洞边界的一个环 C。既然在此局部 f 位于 C 上最左端顶点的左侧，

C 就必然联接到 f 的另一边界环。这样，G 中同一连通子块中的所有环，都是同一张面的边界。 

为最终完成证明，还需反过来说明：f 中每一空洞对应的边界环，都与 f 的外边界环属于

同一连通子块。假设有至少一个环不是这样。令 C 为其中（其左端点）最靠左的那个环。由定

义，在 C 与部分位于 C 中最左端顶点左侧的另一个环 C'之间，有一条弧相联。于是，C'必与 C

同属一个连通子块，而且该子块不是 f 的外边界所在的连通子块。这与 C 的定义矛盾。  
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图2-32 找出G的各条弧 

根据〖引理 2.5〗，只要有了图G，即可为每一连通子块相应地生成一张面。然后，可为每张面

f的各条半边设置好IncidentFace()指针，并构造出InnerComponents(f)列表，以及OuterComponent(f)集

合。那么，如何构造G呢？我们记得，在线段求交的平面扫描算法中，总是要找出直接紧邻于各事件

点左侧的线段（这种线段要和穿过该事件点的最左侧边进行测试，以确定它们是否相交）。这就是

说，为了构造G所需要的信息，早在平面扫描的阶段就已经获得了。因此，为构造G，首先要为每个

环指定一个节点。如 图 2-32 所示，为了确定G的各条弧，我们要从每个空洞的边界环上取出最左端

的顶点v。若
→e为紧邻于v左侧的那条半边，则需找出

→e所在的环所对应的节点，以及以v为其最左端

顶点的空洞环所对应的节点，然后在它们之间添加一条弧。为了能够在G中高效地找到这些节点，需

要为每条半边的记录配置一个指针，指向其所在的环在G中对应的节点。这样，在经过平面扫描之后，

只需再花上O(n+k)时间，就可以为双向链接边表中的各张面设置好相应的信息。 

 

图2-33 找出面f在原先两个子区域划分中所属的面 

最后一个问题：在叠合结果中，每一张面f都要做相应的标记，以指明在原先的两个子区域划分

中，它分别包含于哪张面中。为了找到这两张面，我们来考虑f的任一顶点v。如 图 2-33 所示，若v

是来自S1 的边e1 与来自S2 的边e2 之间的交点，则只要适当地找出e1 和e2 分别对应的半边，然后根据

这两条边各自的IncidentFace()指针，就可以确定，在S1 和S2 中f分别包含于哪张面之内。若v不是一

个交点，而是原先某个子区域划分（不妨设为S1）的一个顶点，则我们只知道在S1 中，f被包含在哪

张面的内部。为了在S2 中找出包含f的那张面，我们还需要做些工作⎯⎯必须在S2 中找到包含v的那

张面。也就是说，只要知道了S1 中的各顶点分别位于S2 的哪一张面之内，也知道了S2 中的各顶点分
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别位于S1 的哪一张面之内，我们就可以正确地给O(S1, S2)中的每张面做上标记。问题在于，如何计

算出这些信息呢？方法是，再一次采用本章所介绍的算法模式⎯⎯平面扫描。然而，对于最后的这

一步，我们将不再做更多的解释。这也是一次很好的练习，通过它可以检查一下，关于采用平面扫

描策略来设计算法，你自己的理解有多深。（实际上，根本不需要为此专门进行一次平面扫描，即

可计算出这些信息。在此前进行求交计算的那次平面扫描中，这项任务可以一并完成。） 

 

以上分析可归纳为如下算法： 

算法 MAPOVERLAY(S1, S2) 

输入：用双向链接边表形式存储的两个平面子区域划分 S1和 S2 

输出：S1与 S2的叠合，也存储为一个双向链接边表 D 

1.  生成一个新的双向链接边表 D， 
 将 S1和 S2对应的两个双向链接边表复制到 D 中 

2.  应用第 2.1 节介绍的平面扫描算法，计算出S1的各边与S2的各边之间的全部交点 
 在每个事件点处，除了对T和Q所必需的操作外，还要完成如下工作： 
 (i) 若该事件点同时涉及到S1和S2中的边，则按照上面介绍的方法对D做更新 
  （本节中所介绍的，只是S1的一条边穿过S2的一个顶点的情况） 
 (ii) 找到紧邻于该事件点左侧的那条半边，将它存在于D中对应于该点的顶点处 

3.  (* 现在，D 已经基本上可以称作是对应于 O(S1, S2)的双向链接边表 *) 
 (* 只是各张面的信息还有待计算出来 *) 

4.  通过对 D 的遍历，找出 O(S1, S2)中的所有边界环 

5.  构造一张图 G： 
  其中的每个节点，分别对应于一个边界环； 
  其中的每条弧，都联接了一个空洞环与紧邻于该环最左端顶点左侧的另一个环 
 找出 G 中所有的连通子块 
 （* 用以确定 G 中各条弧的信息，在上面第 2 行的第 2 项中已经计算出来了 *） 

6.  for (G 的每一连通子块) 

7.   do 令 C 为该连通子块（唯一）的外边界环；由此环围成的面，记作 f 
   生成对应于 f 的一个面记录 
   将 OuterComponent()指向 C 的某条半边 
   生成一个 InnerComponents()列表 
    (* 对应于该连通子块中的每一个孔洞环， *) 
    (* 在该列表中都有一个指针，指向对应的空洞环上的某条边 *) 
   将各（内、外）环上所有半边的 IncidentFace()指针，指向对应于 f 的面记录 

8.  按照上面介绍的方法， 
  给 O(S1, S2)中的每张面都做上标记， 
  指明各张面在 S1和 S2中分别被包含于哪张面中 
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〖定理 2.6〗 

给定任意两个平面子区域划分 S1 和 S2，其复杂度分别为 n1和 n2，令 n = n1 + n2。则可以在 O(nlogn + 

klogn)时间内计算出 S1 与 S2 的叠合，其中 k 为叠合结果的复杂度。 

〖证明〗 

（按照上面的算法，）第 1 行复制双向链接边表的计算只需O(n)时间。根据〖引理 2.3〗，

第 2 行的平面扫描需要O(nlogn + klogn)。第 4~7 行的工作是填写面记录，需要的时间线性正

比于O(S1, S2)的复杂度。（只需一次深度优先搜索，即可确定所有的连通子块。）最后一步，

是在得出的子区域划分中，给各张面做上标记，指明它在原先的两个子区域划分中分别包含于

哪张面中，这一步也可以在O(nlogn + klogn)时间内完成。  

2.4 布尔运算 

 

图2-34 两个多边形P1和P2的布尔运算（boolean operation）⎯⎯并（union）、交

（intersection）和差（difference） 

地图叠合算法是一个强有力的工具，在众多不同的应用中它都可以大显身手。其中特别有用的

一点，就是可以用以实现两个多边形P1 和P2 的布尔运算（boolean operation）⎯⎯并（union）、交

（intersection）和差（difference）。图 2-34 给出了这样一个例子。请注意，经过运算后，结果可能

已经不止是一个多边形。可以出现多个多边形子区域，其中甚至可能存在空洞。 

为了实现布尔运算，我们把多边形看作平面地图，其边界面分别标为 P1 和 P2。首先计算这两幅

地图的叠合，然后根据我们所要进行的布尔运算种类，从叠合的结果中抽取出一些做有相应标记的

面。比如，要是计算 P1 和 P2 的交（P1∩P2），则从叠合结果中抽取出来的，就是所有同时标有 P1

和 P2 标记的那些面。而要是计算 P1 和 P2 的并（P1∪P2），则从叠合结果中抽取出来的，就是所有标
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有 P1 或 P2 标记的那些面。再如，要是计算 P1 和 P2 的差（P1\P2），则从叠合结果中抽取出来的，就

是所有标有 P1 标记、却没有 P2 标记的那些面。 

任意给定 P1 的一条边与 P2 的一条边，若它们相交，则交点肯定是 P1∩P2 的一个顶点。因此，

（求交运算）算法的运行时间为 O(nlogn + klogn)，其中，n 为 P1 和 P2 中的顶点总数，而 k 为 P1∩P2

的复杂度。对于其它类型的布尔运算，这一点也是一样的⎯⎯无论进行的是何种运算，任何两条边

的交点，都是最终结果中的一个顶点。这样，就立即可以得出如下结论： 

〖推论 2.7〗 

任意给定两个多边形 P1 和 P2，设其顶点数分别为 n1、n2，令 n := n1 + n2。则可以在 O(nlogn + klogn)

时间内，计算出 P1∩P2、P1∪P2 或 P1\P2，其中 k 为最终输出的复杂度。 

2.5 注释及评论 

线段求交是计算几何（computational geometry）中的基本问题之一。本章介绍的O(nlogn + klogn)

算法，是由Bentley和Ottmann[47]在 1979 年提出的⎯⎯在此前的若干年，Shamos和Hoey [351]已经解

决了（线段交点的）检测问题，这个问题关心的是，（一组线段之间）是否存在至少一个交点，他

们的算法需要O(nlogn)时间。本章还介绍了一种方法，将空间复杂度从O(n+k)降低到O(n)，这个算法

是由Pach和Sharir[312]提出的。Brown[77]提出了另一种方法，也可以实现这样的改进。 

“报告各线段之间所有交点”这一问题的下界（lower bound）为Ω(nlogn + k)，因此，当k比较

大的时候，本章介绍的算法并不是最优的。在构造最优算法的过程中，第一步是由Chazelle[88]完成

的，他给出了一个算法，时间复杂度为O(nlog2n/loglogn + k)。1988 年，Chazelle和Edelsbrunner[99][100]

首次提出了一个O(nlogn + k)的算法。遗憾的是，他们的算法需要占用O(n+k)的存储空间。后来，

Clarkson和Shor[133]，以及Mulmuley[288]分别给出了各自的随机增量式算法，其期望运行时间

（expected running time）都是O(nlogn + k)。（关于随机算法，可以参见第 4 章的详细介绍。）这两

个随机算法（randomized algorithm)空间复杂度分别为O(n)和O(n+k)。与Chazelle和Edelsbrunner的算法

不同的是，这些随机算法还适用于计算一组曲线的交点。最近，Balaban[35]针对线段求交问题，给

出了一个确定性算法（deterministic algorithm）。这个算法的时间复杂度为O(nlogn + k)时间，空间复

杂度为O(n)。因此，这就成为了同时在时间、空间上都达到最优的第一个算法。而且，这个算法也

适用于曲线。 

与一般情况的线段求交问题相比，有些类型的线段求交问题更加容易。这样的一个例子就是：

所有线段被划分为红、蓝两个集合，在每个集合内部，线段互不相交。（实际上，这恰好正是本章

所讨论的网络叠合问题。然而在这里所介绍算法中，“同一集合内部的线段互不相交”这一条件并

未用到。）这种所谓的红-蓝线段求交问题（red-blue line segment intersection problem）,早在一般性
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线段求交问题的最优算法被提出之前，就已经由Mairson和Stolfi[262]解决了，他们的算法时间复杂

度为O(nlogn + k)，空间复杂度为O(n)。Chazelle等人 [101]，以及Palazzi和Snoeyink [315]，也针对红-

蓝线段求交问题，独立地提出了各自的最优算法。要是两个线段集各自构成一个连通的子区域划分，

情况就更好了⎯⎯正如Finke和Hinrichs[176]所证明的，在这种情况下，两个子区域划分的叠合可以

在O(n+k)时间内计算出来。这个结果，对此前Nievergelt和Preparata[293]、Guibas和Seidel[200]以及

Mairson和Stolfi[262]针对地图叠合问题所得出的成果，做了一般化推广与改进。 

 

图2-35 空间扫描算法 

平面扫描是几何算法设计中最有用的经典算法模式之一。在计算几何领域，Shamos和Hoey[351]、

Lee和Preparata[250]以及Bentley和Ottmann[47]各自独立地率先提出了基于这一模式的算法。平面扫

描算法尤其适用于对一组物体求交，此外，在求解许多其它问题时，也可采用这一模式。第 3 章将

利用平面扫描算法，解决多边形三角剖分问题的一部分；而在第 7 章我们将看到另一个平面扫描算

法，它可以计算出点集的Voronoi图。本章的算法使用了一条水平线自上而下扫过整个平面。而对另

一些问题，以其它的方式扫描平面将更加方便。例如，可以使用一条旋转的直线来扫描平面（第 15

章将给出这样的一个例子）；也可以使用一条伪直线⎯⎯虽然这条“直”线不见得是直的，其行为

却差不多相当于一条直线 [159]。在高维空间中，平面扫描技术也大有用武之地。当然，如 图 2-35

所示，此时我们是用超平面（hyperplane）扫过整个（多维）空间 [213][311][324]⎯⎯因此，这类算

法也称为空间扫描算法（space sweep algorithm）。 

本章介绍了一种用来存储子区域划分的数据结构⎯⎯双向链接边表。当然，可以用来存储子区

域划分的数据结构还有很多种，比如Baumgart[40]提出的有翼边结构（winged edge structure），以及

Guibas和Stolfi[202]提出的四叉边结构（quad edge structure）。种种此类数据结构，都大同小异。它

们所支持的功能大多雷同，只不过有些结构可以用更少的字节来存储每条边。 

2.6 习题 

习题 2.1 设S为由n条互不相交的线段构成的一个集合，其中每条线段的上端点都落在直线y = 

1 上，而下端点都落在直线y = 0 上。如图 2-36 所示，由于引入了这些线段，条带区
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域[-∞ : ∞] × [0 : 1]被分成了n + 1 个子区域。 

 

图2-36 横跨于水平条带之间的一组线段 

 试给出一个 O(nlogn)的算法，通过将 S 中的线段组织成一棵二分查找树，使得在任

意给定一个待查询点（query point）后，都能够在 O(logn)时间内，找到它所在的那

个子区域。此外，也请详细地给出相应的查找算法。  

习题 2.2 所谓的相交检测问题（intersection detection problem）指的是：对于由任意n条线段

构成的集合S，判断S中是否有两条线段相交 ①。试给出一个平面扫描算法，在O(nlogn)

时间内解答这类相交检测问题。 

习题 2.3 试修改算法 FINDINTERSECTIONS（及其调用的子函数）的代码，使其消耗的空间规模

从 O(n + k)降至 O(n)。 

习题 2.4 设 S 为由平面上 n 条线段构成的一个集合，其中的线段可能会（部分地）相互叠合。

比如，S 中可能同时包含线段(0, 0)(1, 0)和线段(-1, 0)(2, 0)。现在，我们希望计算出

S 中所有的交点。更准确地说，我们希望找出 S 中所有线段对之间的真交点（proper 

intersection，即两条不平行线段之间的交点），并且对每条线段的各个端点，找出经

过它的所有线段。为此，你可以借鉴算法 FINDINTERSECTIONS。 

习题 2.5 下列等式中，哪些是必然成立的？ 

  Twin(Twin(→e))   = →e 

  Next(Prev(→e))   = →e 

  Twin(Prev(Twin(→e))) = Next(→e) 

  IncidentFace(→e)  = IncidentFace(Next(→e)) 

习题 2.6 试给出一个双向链接边表的实例，对其中的一条边 e 而言，IncidentFace(→e)和

IncidentFace(Twin(→e))是同一张面。 

习题 2.7 试给出一个子区域划分的实例，在与之对应的双向链接边表中，对于每一条半边→e，

都有 Twin(→e) = Next(→e)成立。具有这一性质的子区域划分，最多可能包含多少张面？ 

习题 2.8 试以伪代码的形式给出一个算法，对任一顶点 v，在双向链接边表中找出与之相关联

的所有顶点。此外，也请以伪代码的形式给出另一个算法，在子区域划分中找出参与

围成某张面的所有边（注意，这里的子区域划分可以是不连通的）。 

                                                        

① 具体是哪两条线段，这里并不关心。⎯⎯译者 
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习题 2.9 假设给定了一个连通子区域划分所对应的双向链接边表结构。试以伪代码的形式给出

一个算法，找出至少有一个顶点落在外边界上的所有面。 

习题 2.10 设 S 是复杂度为 n 的一个子区域划分，而 P 为由 m 个点构成的一个集合。试给出一

个平面扫描算法，对于 P 中的每一个点，找出包含它的那张面。试证明，你的算法的

运行时间为 O((n+m)log(n+m))。 

习题 2.11 设 S 为由平面上 n 个圆环构成的一个集合。试给出一个平面扫描算法，计算出这些圆

环之间的所有交点。（这里处理的是圆环（circle）而不是圆盘（disc），因此若某个

圆环完全落在另一个圆环的内部，我们并不认为它们相交。）你给出的算法必须在

O((n+k)logn)时间内运行结束，其中 k 为实际的交点数目。 

习题 2.12 设 S 为由平面上 n 个三角形构成的一个集合。这些三角形的边界都是互不相交的，但

某个三角形有可能完全包含在另一个三角形的内部。给定由平面上 n 个点组成的一个

集合 P。试给出一个 O(nlogn)的算法，在 P 中找出不属于任何三角形内部的所有点。 

习题 2.13* 如图 2-37 所示，设S为由平面上n个互不相交的三角形构成的一个集合。我们希望找

出具有下列性质的一组共n - 1 条线段： 

 

图2-37 平面上一组互不相交的三角形 

 其中的任何一条线段，都联接于分别来自不同三角形边界的两个点之间； 

 任何两条线段的内部都不相交，而且各条线段的内部也不会与任何三角形相交； 

 这些线段共同将所有三角形都联接起来⎯⎯也就是说，沿着这些线段以及三角形的边

界，可以从任何一个三角形到达另一个三角形。 

 请设计一个平面扫描算法，在 O(nlogn)时间内解决这一问题。必须明确地说明你定义

了哪些事件，使用了哪些数据结构；而且，还要说明可能出现的所有情况，以及对应

的处理方法。此外，你还要指出在平面扫描过程中的不变量（或不变性）。 

习题 2.14 设 S 为由平面上 n 条互不相交的线段构成的一个集合，而 p 为一个不属于 S 中任何

线段的一个点。 
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图2-38 平面上一组互不相交的线段 

 我们的任务是，在 S 中找出所有与 p 可见的线段⎯⎯换而言之，在任何一条这样的线

段上，都存在某个点 q，使得开线段—pq不与 S 中的任何线段相交。试给出一个 O(nlogn)

的算法来解决这个问题（通过旋转以 p 为端点的一条射线）。 

 





33   
多边形三角剖分：画廊看守 

面对出自名家手笔的绘画作品，怦然心动的可不止是艺术爱好者，罪犯们也是如此。这类作品

价值不菲、易于运输，而且很显然，不愁出不了手。正因为此，艺术画廊都必须对其拥有的作品严

加看管。白天，可以由值班人员担负起看守的任务，然而到了晚上，这项任务就落到了摄像机的肩

上。通常，这些摄像机都被挂在天花板上，绕着某个垂直的轴旋转。由摄像机采集到的图像，将被

传送到守夜值班室的电视屏幕上。显然，眼睛同时要盯住的屏幕数量越少，守夜员就可以更轻松一

些，因此，总是希望能够尽可能地减少摄像机的数目。摄像机数目更少的另外一个好处还在于，相

应的保安系统可以成本更低。另一方面，摄像机的数目也不可能过少⎯⎯因为，画廊内的每一个角
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落，都必须被落在至少一台摄像机的视野之内。 

 

图3-1 艺术画廊 

因此，摄像机的安装位置很有讲究，我们的目标是：使每台摄像机都能在画廊中照应到更大的范围。

这样，就导出了通常所谓的艺术画廊问题（art gallery problem）：如 图 3-2 所示，给定一个画廊，

需要多少台摄像机？应该将它们分别安装在什么位置？ 

 

图3-2 监视画廊的一组摄像机 

3.1 看守与三角剖分 

为了更确切地对艺术画廊问题做一定义，必须首先将画廊的概念做形式化处理。自然地，每个

画廊都是一个三维空间，然而通过它的平面结构图，我们就可以获得足够的信息来确定摄像机的安

放位置。因此，可以利用平面多边形的模型来表示一个画廊。我们还进一步做出限制，要求画廊的

模型应是简单多边形（simple polygon）⎯⎯即由单个不自交的、封闭的多边形链所围出的区域 ①。

这样，就不允许出现空洞。一台摄像机在画廊中的位置，对应于多边形中的一个点。如 图 3-3 所示，

对于多边形内部的任何一点，只要联接于它与某台摄像机之间的开线段完全落在多边形的内部，它

就能被这台摄像机监视到。 

                                                        

① 更准确而简洁地，简单多边形的边界是一条约当曲线（Jordan curve）。⎯⎯译者 
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图3-3 单台摄像机所能看守的区域 

为了看守一个简单多边形，需要多少台摄像机呢？显然，这要取决于具体的多边形：多边形越

是复杂，需要的摄像机就越多。因此，我们将根据多边形的顶点数目n，来界定所需摄像机的数量。

然而，即使是顶点数目相等的两个多边形，其中的一个，也可能比另一个更容易看守。为了保险起

见，我们所考虑的将是最坏的情况⎯⎯也就是说，将要给出的只是一个上界（upper bound），该上

界适用于由n个顶点组成的所有简单多边形。（如果能够为特定的某个多边形，找到其所需摄像机的

最小数目，而不是一个笼统的最坏上限，那自然是再好不过的了。但不幸的是，“计算出特定多边

形所需摄像机的最小数目”这一问题，是NP-难的（NP-hard）①。） 

 

图3-4 一个简单多边形，及其可能的一个三角剖分 

设P为包含n个顶点的简单多边形。在确定为看守P所需摄像机的最小数目时，由于P的形状可能

极为复杂，所以我们似乎无从下手。首先将P分解为很多块，每一块都很容易看守⎯⎯具体而言，这

里的“块”就是三角形。为了完成这种分解，需要添加一些对角线（diagonal），将某些顶点对联接

起来。所谓对角线是一条开的线段，它联接于P的某两个顶点之间，而且完全落在P的内部 ②。通过

极大的 ③一组互不相交的对角线，可将一个多边形分解为多个三角形⎯⎯称作该多边形的三角剖分

（triangulation），参见 图 3-4。（由于这一互不相交的对角线集合必须满足最大化的条件，故可以

保证任何三角形各边的内部，都不包含多边形的任何顶点。如果多边形中存在三个共线的顶点，就

可能会出现这种情况。）通常，简单多边形的三角剖分不是唯一的。例如 图 3-4 所示的这个多边形，

就有多种不同的三角剖分方案。给定P的一个三角剖分TP，只要在（由此确定的）每个三角形中放置

一台摄像机，就可以实现对整个多边形的看守。然而，是否每个简单多边形总存在一个三角剖分呢？

                                                        

① 参见[246]。⎯⎯译者 

② 请注意：根据这一定义，多边形的边不是对角线，而且对角线不能通过任何顶点，更不能与任何边有局部重合。
⎯⎯译者 

③ 所谓“极大”，指的是再增加任何一条对角线，都会与其中原有的某条对角线相交。⎯⎯译者 
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如果存在，其中三角形的数目又是多少呢？下面这则定理回答了这些问题。 

〖定理 3.1〗 

任何简单多边形都存在（至少）一个三角剖分；若其顶点数目为 n，则它的每个三角剖分都恰好包

含 n - 2 个三角形。 

〖证明〗 

我们通过对 n 进行归纳来证明。若 n = 3，则多边形本身就是一个三角形，此时是定理的

平凡形式，显然成立。现假设 n > 3，而且该定理对所有 m < n 都成立。任取一个有 n 个顶点

的简单多边形 P。我们将首先证明，在 P 中存在（至少）一条对角线。 

 

图3-5 情况1：线段—uw完全落在P的内部 

令v为在P中最靠左的顶点（如果这种顶点有多个，只选用其中的最低者）。沿P的边界，

考虑与v相邻的那两个顶点，分别记为u和w。若开线段—uw完全落在P的内部（如图 3-5 所示），

则它就是一条对角线。 

 

图3-6 情况2：线段—uw不完全落在P的内部 

否则，如图 3-6 所示，在由u、v和w所确定的三角形内部，必然存在至少一个顶点（当然，

它也可能正好落在开线段 ①—uw上）。在这些顶点中，令v'为与—uw相距最远者。现在，联接v'和v

的那条（开）线段，不可能与P的任何边相交⎯⎯否则，这条边的两个端点中，必有其一会落在

                                                        

① 此处原文为“对角线”。与前面的定义不合。⎯⎯译者 
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这个三角形内部，而且该端点到—uw的距离要比v'更远。因此，—vv'就是一条对角线 ①。 

既然对角线必定存在，那么这样一条对角线就会将 P 切分为两个子多边形 P1和 P2。分别记

P1、P2的顶点数目为 m1、m2，则 m1和 m2都小于 n。这样，根据归纳假设，P1和 P2都能够被

三角化。于是，P 也能够被三角化。 

现在只需要再说明：P 的任何三角剖分都必然由 n - 2 个三角形构成。为此，任取 TP中的一

条对角线。这条对角线将 P 切分为两个子多边形，设它们各有 m1、m2个顶点。除了该对角线

的两个端点之外，其它的每个顶点只归属于这两个子多边形中的某一个。于是就有 m1 + m2 = 

n + 2。根据归纳假设，Pi的任何三角剖分都由 mi – 2 个三角形组成（i = 1 或 2），故 TP包含的

三角形数目为(m1 – 2) + (m2 – 2) = n – 2。  

由〖定理 3.1〗可得出推论：包含n个顶点的任一简单多边形，都可用n - 2 台摄像机来看守。然

而，为每个三角形配备一台摄像机，不免有些浪费。比如，只要将一台摄像机安装在任何一条对角

线上，就可以看守住（与该对角线关联的）两个三角形⎯⎯也就是说，如果精心挑选出若干对角线，

然后在那些位置安装摄像机，就可能将所需摄像机的总数减少到大约n/2。而似乎更好的策略是， 将

摄像机安装在（多边形的）顶点上⎯⎯毕竟，一个顶点可能同时与更多的三角形相关联，这样，只

需一台摄像机，就可以将与之相关联的所有三角形都看守住。这样，就导出了下面的方法。 

 

图3-7 根据三角剖分对顶点进行3-染色 

令TP为P的一个三角剖分。选出P的部分顶点组成一个子集，使得TP中的每个三角形，都有至少一

个顶点来自于该子集；然后，在被挑选出的每个顶点处，分别放置一台摄像机。为了找出这样一个

子集，可以使用白、灰和黑三种颜色，给P的所有顶点染色（如 图 3-7 所示）。我们的染色方案必须

满足：由任何边或者对角线联接的两个顶点，所染的颜色不能相同⎯⎯称作“对经过三角剖分后的

多边形的 3-染色（3-coloring）”。三角剖分后的多边形经过如此染色，其中每个三角形都有（且仅

有）一个白色、灰色和黑色的顶点。因此，只要在同色（比如灰色）的各顶点处分别放置一台摄像

机，就必然可以看守整个多边形。进一步地，若选用点数最少的那一类同色顶点，并为它们配备摄

像机，则只需不超过⎣
n
3⎦台摄像机，即可看守住P。 

                                                        

① 更严密地，还应该说明“开线段 vv' 完全落在多边形内部”。这可以反证⎯⎯否则， vv' 必然与 P 的某条边相

交。⎯⎯译者 
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图3-8 3-染色方案必然存在 

然而，3-染色方案是否总是存在？答案是肯定的。为了理解这一结论，让我们来看看所谓“TP

的对偶图”⎯⎯记之为 G(TP)。对应于 TP中的每个三角形，G(TP)都有一个顶点。将对应于顶点 v 的三角

形记作 t(v)。若 t(v)与 t(u)共用一条对角线，则在 v 和 u 之间就设置一条弧。这样，G(TP)中的各条弧

就分别对应于 TP中的各条对角线。任何一条对角线都会将 P 一分为二，故移去 G(TP)的任意一条弧，G(TP)

都会分裂成两个（各自连通的）部分。因此，G(TP)必然是一棵树⎯⎯当然，如果允许多边形内含有空

洞，这个结论就不一定成立）。这样，只要对该图进行一次（比如，深度优先）遍历（traverse），

就可以得到一种 3-染色的方案。以下介绍具体的做法。在深度优先遍历的过程中，始终都保证这样

一点：已经访问过的三角形的所有顶点，都已被染上了白色、灰色或黑色；而且，任何一对（通过

对角线或边）相互联接的顶点，颜色互异。由此可以保证：在访问完所有的三角形之后，可得到一

个 3-染色的方案。深度优先遍历可从 G(TP)的任一顶点开始；第一个被访问的三角形，其三个顶点将

分别被染上白色、灰色或黑色（次序无所谓）。现在，假设从 G 的一个顶点 u 到达另一个顶点 v。

既然如此，t(v)和 t(u)之间肯定存在一条公共对角线。由于 t(u)的三个顶点都已经被染上了互异的颜

色，所以 t(v)的三个顶点中只有一个顶点需要染色。而且，只有一种颜色可供它使用⎯⎯准确地，

就是 t(v)与 t(u)之间公共对角线所没有用到的那种颜色。G(TP)是一棵树，故在此时，与 v 相邻（除 u

之外）的其它顶点都尚未访问到，因此的确可以将剩下的这一颜色赋给这个顶点。 

总而言之，对于经过三角剖分的任意简单多边形，都能够（对其顶点）实施 3-染色。于是，只

需⎣
n
3⎦台摄像机，就可以看守住任何一个（包含n个顶点的） 简单多边形。不过，我们的成本还可能

更低。毕竟，放置在顶点处的一台摄像机，其能够看守的范围，可能不止是与之相关联的那些三角

形。然而不幸的是，对任何n ≥ 3，都存在一个（包含n个顶点的）简单多边形，它的确需要⎣
n
3⎦台摄

像机。这样的一个例子就是所谓的“梳状多边形”（comb-shaped polygon）：如图 3-9 所示，它有

一条长长的水平基边，以及⎣
n
3⎦个分别由两条边形成的“梳齿”。任何两个相邻的梳齿之间，由一条

水平边相联。只要适当地安排各顶点的位置，就总能够保证：单台摄像机无论放置在多边形内的什

么位置，都不可能同时看到两个梳齿。因此，我们不能指望能够依靠某种策略，每次都找到少于⎣
n
3⎦

台摄像机。换而言之，就最坏情况来而言，上述 3-染色的方法已经是最优的了。 
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图3-9 梳状n边形需要⎣
n
3⎦台摄像机 

以上就证明了组合几何学（combinatorial geometry）的一个经典结果： 

〖定理 3.2（艺术画廊定理）〗 

包含 n 个顶点的任何简单多边形，只需（放置在适当位置的）⎣
n
3⎦台摄像机就能保证：其中任何一点

都可见于至少一台摄像机。有的时候，的确需要这样多台摄像机。 

现在我们已经知道，⎣
n
3⎦台摄像机总是够用的。然而，我们还没有有效的算法，以计算出各台摄

像机的具体位置。为此，需要一个快速的算法，以实现对任何简单多边形的三角剖分。同时，通过

该算法，还应该能够导出一个合理的数据结构（比方说，双向链接边表），来表示三角剖分后的结

果⎯⎯这样，（在遍历时）只需常数时间，就可以从一个三角形转到它的一个邻居。一旦已经得到

了这种形式的结构表示，就可以在线性时间内，按照上述方法⎯⎯深度优先遍历对偶图，完成 3-染

色，按照颜色将所有顶点分为三类，取出数量最少的一类顶点，并在这类顶点处放置摄像机⎯⎯确

定总数不超过⎣
n
3⎦台摄像机的具体位置。接下来的一节，将介绍如何在 O(nlogn)时间内构造一个三角

剖分。提前借用这一结果，就可以得出下面有关多边形看守的最后结论： 

〖定理 3.3〗 

任给一个包含 n 个顶点的简单多边形 P。总可以在 O(nlogn)时间内，在 P 中确定⎣
n
3⎦台摄像机的位置，

使得 P 中的任何一点都可见于其中的至少一台摄像机。 

3.2 多边形的单调块划分 

任给一个包含n个顶点的简单多边形P。根据〖定理 3.1〗，P的三角剖分总是存在。那个定理的

证明本身就是构造式的，故马上就可以由此导出一个递归的三角剖分算法：找到一条对角线，将原

多边形切分为两个子多边形，然后递归地对两个子多边形实施三角剖分。为了找到这样一条对角线，

我们找出P中最靠左的顶点v，然后试着将与v相邻的两个顶点u和w联接起来；如果不能直接联接这两

个顶点，就在由u、v和w确定的三角形内，找出距离 uw 最远的那个顶点，然后将它与v联接起来。

按照这种方法，需要花费线性的时间才能找到一条对角线。而且，（在最坏情况下）这条对角线将P
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切分为一个三角形，以及一个含有n-1 个顶点的多边形。我们的确可能一直都是联接u和w⎯⎯这就

是最坏情况。在这种最坏情况下，上述三角剖分算法需要运行平方量级的时间。能否更快呢？对于

某些类型的多边形，的确可以更快。 

 

图3-10 凸多边形的三角剖分可以在线性时间内构造出来 

比如凸多边形（convex polygon）就很容易：如 图 3-10 所示，取出多边形的任何一个顶点，除了它

的两个邻居之外，在这个顶点与其它的所有顶点之间分别联接一条对角线。整个过程只需要线性的

时间。因此，对非凸多边形进行三角剖分的一种可能的方法就是：首先将P划分为多个凸块，然后分

别对每块做三角剖分。然而不幸的是，将多边形划分为凸块的难度，与对它做三角剖分是一样的 ①。

因此，我们将把P划分为所谓的“单调块”（monotone piece）⎯⎯这项工作要容易得多。 

一个简单多边形称作“关于某条直线 l 单调”（monotone with respect to a line l），如果对任何

一条垂直于 l 的直线 l'，l'与该多边形的交都是连通的。换而言之，它们的交或者是一条线段，或者

是一个点，也可能是空集。 

 

图3-11 单调多边形（monotone polygon） 

如果一个多边形关于y坐标轴单调（图 3-11），则称它是y-单调的（y-monotone）。下面这个性

质，是y-单调多边形（y monotone polygon）的一个特征：在沿着多边形的左（右）边界，从最高顶

点走向最低顶点的过程中，我们始终都是朝下方（或者水平）运动，而绝不会向上。 

我们对多边形P进行三角剖分的策略是：首先将P划分成若干个y-单调块，然后再对每块分别进

行三角剖分。可以按照下面的方法，将一个多边形划分成单调块。设想我们沿着P的左或右边界，从

其最高顶点走向最低顶点。在某些顶点处，我们的行进方向可能会从向下转成向上，或者从向上转

                                                        

① 比如前面所提到的梳状多边形，对它的任何凸分解，都需要划分出 ⎣
n
3⎦ = Ω(n) 个三角形。⎯⎯译者 
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成向下⎯⎯这些位置称作拐点（turn vertex）。为了将P划分成多个y-单调块，就必须消除这些拐点。

为此可以引入对角线。如 图 3-12 所示，若在某个拐点v处，与之关联的两条边都朝下 ①，而且在此

局部，多边形的内部位于v的上方，那么就必须构造一条从v出发、向上联接的对角线。 

 

图3-12 通过引入对角线消除拐点 

这条对角线将原多边形一分为二，而且在划分出来的两块中，顶点v都会出现。此外，在其中的任何

一块中，与v相关联的两条边，必然有一条朝下（具体讲，就是从原多边形中继承下来的那条边），

而另一条则朝上（也就是所引入的对角线）②。也就是说，在两个子块中，v都不再是一个拐点。如

果与v相关联的两条边都朝上，而且在此局部，多边形的内部位于v的下方 ③，那么就需要构造一条

从v出发、向下联接的对角线。显然，拐点有多种不同类型，故需要更加准确地加以区分。 

为了更加仔细地对不同类型的拐点做出定义，需要特别注意那些 y-坐标相同的顶点。为此，要

定义好“下方”和“上方”的概念：所谓“点 p 处于点 q 的下方”，是指 py < qy，或者 py = qy而 px 

> qx；而所谓“点 p 处于点 q 的上方”，是指 py > qy，或者 py = qy而 px < qx。（你可以想象着相对

于原来的坐标系，沿顺时针方向，将整个平面旋转“一丁点”⎯⎯这样，任何两个点都不会具有相

同的 y-坐标，而且上面所定义的上/下关系，在旋转后的平面上依然保持不变。） 

P的顶点可划分为五类（参见 图 3-13）。其中四类都是拐点：起始顶点、分裂顶点、终止顶点

以及汇合顶点。它们的定义如下。顶点v是一个起始顶点（start vertex），如果与它相邻的两个顶点

的高度都比它低，而且在v处的内角小于π；如果该内角大于π，v就是一个分裂顶点（split vertex）。

（注意，既然与v相邻的两个顶点都比v更低，此处的内角就不可能等于π。）顶点v是一个终止顶点

（end vertex），如果与它相邻的两个顶点的高度都比它高，而且在v处的内角小于π；如果该内角大

于π，v就是一个汇合顶点（merge vertex）。这四类拐点以外的所有顶点，都是普通顶点（regular vertex）。

也就是说，在每个普通顶点的两个相邻顶点中，必然有一个比它高，而另一个则比它低。之所以要

                                                        

① 由于边是没有方向的，故准确地讲，应该是“与 v 相邻的两个顶点，y-坐标均低于 v”。（后面的“朝上”也有
这个问题。）如果再加上“在此局部多边形的内部位于其上方”的条件，则这种顶点也被称作石笋（stalagmite）。
⎯⎯译者 

② 再次地，由于这里并没有定义边的方向，故准确的描述应该是：与 v 相邻的两个顶点中，必然有一个（的 y-坐
标）低于 v（该顶点与 v 之间的边，来自原多边形），而另一个要高于 v（该顶点与 v 是所引入对角线的两个端
点）。⎯⎯译者 

③ 这种顶点也别称作钟乳石（stalactite）。⎯⎯译者 
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给不同类型的顶点取这样的名字，是因为我们的算法要进行一次自上而下的平面扫描，在此过程中，

要维护扫描线与多边形的交集。当扫描线触及一个分裂顶点时，交集中的某个（连通的）部分就要

分裂；当扫描线触及一个汇合顶点时，则有两个（连通的）部分会汇合起来；诸如此类。 

 

图3-13 五种类型的顶点 

多边形中局部的非单调性，正来自于这些分裂顶点和汇合顶点。而且反过来，下面这个命题看

似更强，却也竟然是成立的： 

〖引理 3.4〗 

一个多边形若既不含分裂顶点，也不含汇合顶点，则必然是 y-单调的。  

〖证明〗 

假设 P 不是 y-单调的。我们来证明，P 中必然含有一个分裂顶点，或者一个汇合顶点。 

 

图3-14 〖引理3.4〗的证明中所涉及到的两种情况 

既然P不单调，则根据定义必然存在某条水平线l，它与P的交集含有（至少）两个（各自）

连通子集。只要选取得当，总能找到一条这样的l：l中最左边的那个（连通）子集是一条线段，

而不是一个点。分别令p和q为该线段的左、右端点。现在，从q开始，沿着P的边界行进⎯⎯行

进的方向要使得P（在任何局部都）居于左侧（也就是说，从q处出发向上而行）。在某一点（令
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其为r）处，边界必将与l再次相交。若r ≠ p（如图 3-14(a)所示），则在从q通往r的沿途上，我

们所遇到的位置最高的那个顶点必然是一个分裂顶点，此时引理成立。 

反之，若r = p（如图 3-14(b)所示），则我们再一次沿着P的边界，从q出发行进⎯⎯不同

的是，此次行进的方向与上次相反。与上面同理，我们将再次与l相交。令该交点为r'。我们断

言，不可能有r' = p⎯⎯否则，P的边界与l只相交两次，这与“l和P相交出多于一个连通子集”

的前提相矛盾。因此就有r' ≠ p，而这意味着，在从q通往r'的沿途中，所遇到的位置最低的那个

顶点，必然是一个汇合顶点。  

 

根据〖引理 3.4〗，只要将其中的分裂顶点和汇合顶点都消除掉，也就完成了将P划分为多个y-单

调块的任务。为此，需要在每个分裂顶点处增加一条向上的对角线，也要在每个汇合顶点处增加一

条向下的对角线 ①。当然，这些对角线必须互不相交。一旦这些工作完成，P也就已经被划分为多个

y-单调块了。 

 

首先来看看，在一个分裂顶点处应该如何引入一条对角线。这里采用平面扫描的方法。按照顺

时针的方向，令P的所有顶点排列为v1, v2, …, vn。再令P的各边为e1, e2, …, en，其中对任何的 1 ≤ i < n，

都有ei = vivi+1 ；另外，en = vnv1 。按照平面扫描算法，一条假想的水平扫描线l自上而下地扫过整

个平面。在一些被称为事件点（event point）的位置，扫描线会稍做停留。就目前这一问题而言，这

些事件点包括P的所有顶点；不过，在整个扫描的过程中，不会产生任何新的事件点。所有的事件点

被组织成一个事件队列（event queue）Q。该事件队列实际上是一个优先队列，各顶点的优先级就是

其各自的y-坐标 ②。如果两个顶点的y-坐标相同，则居于左边（x-坐标更小）的那个顶点具有更高的

优先级。这样，每次只需O(logn)时间，就可以找出下一待处理的顶点。（既然在扫描过程中不会出

现新的事件，不妨在扫描之前将所有顶点按照y-坐标排一次序⎯⎯经过这一预处理，每次只需O(1)

时间就可以确定下一事件点。） 

扫描的目的，是为了将每个分裂顶点，与位于其上方的某个顶点联接起来，从而引入一条对角

线。如图 3-15 所示，试考虑扫描线触及某个分裂顶点vi的时刻。此时，应该将vi与哪个顶点相联呢？

与vi相距较近的顶点，是一个不错的选择⎯⎯这样，在将它与vi联接起来之后，联线不与P的任何边

相交的可能性更大。让我们更准确地做一解释。沿着当前的扫描线，令居于vi的左侧、与之相邻的那

条边为ej；令居于vi的右侧、与之相邻的那条边为ek。 

                                                        

① 意为：将分裂顶点（汇合顶点）与位于其上（下）方的另一个顶点相联接，形成一条对角线。⎯⎯译者 

② y-坐标越大，优先级越高。⎯⎯译者 
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图3-15 分裂顶点的处理 

现在考虑介于ej和ek之间、位于vi上方的那些顶点，若这些顶点至少存在一个，则总可以将其中最低

的那个与vi联接起来（构成一条合法的对角线）。若这类顶点根本不存在，则可将vi与ej或ek的上端

点联接起来。无论如何，我们都将这个顶点称作“ej的助手”（helper of ej），记作helper(ej)。按照

正式的定义，helper(ej)应该是“在位于扫描线上方、通过一条完全落在P内部的水平线段 ①与ej相联的

那些顶点中，高度最低的那个顶点”。请注意，helper(ej)可能就是ej自己的上端点。 

 

图3-16 汇合顶点的消除：当扫描线扫过vm时，将输出一条对角线 

这样，我们就知道了消除分裂顶点的方法⎯⎯分别将它们与各自左侧那条相邻边的助手相联。

那么，汇合顶点呢？从表面上看，它们似乎更难以消除⎯⎯因为，对称地，它们各自需要借助一个

位置更低的顶点，才能引入一条对角线。然而，位于扫描线下面的那些部分尚未访问到，所以在遇

到一个汇合顶点时，并不能参照上面的方法构造出一条对角线。幸运的是，该问题并不像乍看起来

那样困难。试考虑扫描线刚刚触及某一汇合顶点vi的时刻。沿着扫描线的方向，令ej（ek）为居于vi

左（右）侧、与之相邻的边。请注意以下事实：在到达vi的时候，它也就成为了ej的新助手。这样，

就可以从介于ej和ek之间、位于当前扫描线下方的所有顶点中，选出其中的最高者，然后将vi与之相

联。这个过程，与处理分裂顶点的情况正好相反⎯⎯在那里，我们是在从介于ej和ek之间、位于当前

                                                        

① 其长度可能为零。⎯⎯译者 
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扫描线上方的所有顶点中，选出其中的最低者，然后将vi与之相联。这也不值得奇怪⎯⎯实际上，只

要将上和下颠倒过来，汇合顶点也就相当于分裂顶点。当然，在扫描线触及vi那一时刻，我们还不知

道哪个才是位于扫描线下方的最高顶点。然而我们马上就会看到，这并不难判断出来。如 图 3-16

所示，此后将遇到某个顶点vm，它将取代vi的地位，成为ej的新助手⎯⎯这时，vm就是我们所寻找的

顶点。因此，在每次更换某条边的助手时，都要通过检查以确认（被替换的）先前的助手是否为一

个汇合顶点。如果是，就在新、老助手之间引入一条对角线。若新助手是一个分裂顶点，则这条对

角线本来就需要被加入进来，以消除这一分裂顶点。若同时老助手是一个汇合顶点，则这条对角线

将把一个分裂顶点和一个汇合顶点同时消除掉。还有一种可能：在扫描线越过vi之后，ej的助手不再

会被更换⎯⎯在这种情况下，可以将vi与ej的下端点联接起来。 

 

按照上述方法，还需要找出居于每个顶点左侧、与之紧邻的那条边。为此，可使用一棵动态二

分查找树T，将P中与当前扫描线相交的所有边存放在该树的叶子中。T中所有叶子从左到右的次序，

对应于这些边从左到右的次序。既然我们只关心在左侧与各分裂顶点或汇合顶点紧邻的边，故在T中，

只需存放P的内部（在局部）位于其右侧的那些边 ①。对T中的每一条边，我们都记录其对应的助手。

树T以及所存储的各边的助手，构成了扫描线算法的状态（Status）。随着扫描线的推进，状态会相

应地变化：有些边可能开始与扫描线相交，原来与扫描线相交的一些边可能不再相交，同时某条边

原先的助手可能会被新助手替换掉。 

采用上述算法对 P 进行划分之后，得到的各个子多边形还必须经过后续的处理。为了能够方便

地访问到这些子多边形，需要将由 P 导出的子区域划分（subdividsion）存储起来，并且将所有的对

角线加入到双向链接边表 D 之中。我们假定，P 原本就是以双向链接边表（doubly-connected edge list）

形式给出的；否则⎯⎯比如，仅表示为所有顶点的一个逆时针列表⎯⎯就需要首先为 P 构造出一个

双向链接边表。随后，为每个分裂顶点和汇合顶点引入的对角线，都必须加入到这个双向链接边表

之中。为了访问该双向链接边表，需要将状态结构与双向链接边表中对应的各边通过指针链接起来。

借助于指针的操作，可以在常数时间内引入一条对角线。这样，就得到了如下的主算法： 

算法 MAKEMONOTONE(P) 

输入：表示为双向链接边表 D 的一个简单多边形 P 

输出：P 的单调子多边形划分，同样地存储在 D 中 

1.  以 y-坐标为优先级，将 P 的所有顶点组成一个优先队列 Q 
 若有多个顶点的 y-坐标相同，则 x-坐标小者优先级更高 

2.  初始化一棵空的二分查找树 T 

3.  while (Q 非空) 

                                                        

① 亦即所谓的“左边”。⎯⎯译者 
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4.   do 从 Q 中取出优先级最高的顶点 vi 

5.    根据该顶点的类型，选用适当的子程序加以处理 

 

接下来，详细介绍不同事件点的处理方法。刚开始阅读这些算法时，你可以暂不考虑任何退化

情况；以后可以反过来验证，它们也能够正确处理各种退化情况。（当然，对在HANDLESPLITVERTEX

第一行和HANDLEMERGEVERTEX第二行中出现的“在左侧紧邻”的概念，你必须给出恰当的定义。）

在处理任何一个顶点的时候，我们都需要完成两项任务。首先，必须通过检查确定，是否需要引入

一条对角线。若是分裂顶点，或者某条边的助手被替换了，而前任助手本身是一个汇合顶点，则需

要引入对角线。其次，还要对状态结构T所存储的信息进行更新。处理各类事件的详细算法将在下面

给出。你可以参照如 图 3-17 所示的例子来体会一下，在不同情况下将发生什么变化。 

 

图3-17 单调剖分实例 

算法 HANDLESTARTVERTEX(vi) 

1.  将 ei插入 T 中，将 helper(ei)设为 vi 

例如，在如图实例中 v5处，要将 e5插入到树 T 之中。 

算法 HANDLEENDVERTEX(vi) 

1.  if (helper(ei-1)为一个汇合顶点) 

2.   then 在 vi和 helper(ei-1)之间生成一条对角线，并将该对角线插入到 D 中 

3.  在 T 中删除 ei-1 

在上述运行实例中，当到达终止顶点 v15 时，虽然 e14 的助手为 v14，但因为 v14 不是一个汇合顶

点，所以并不需要在此引入一条对角线。 

算法 HANDLESPLITVERTEX(vi) 

1.  对 T 进行搜索，查找在左侧与 vi紧邻的那条边 ej 
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2.  在 vi和 helper(ej)之间生成一条对角线，并将该对角线插入到 D 中 

3.  helper(ej) ← vi 

4.  将 ei插入到 T 中，将 helper(ei)设置为 vi 

对图例中的顶点v14 而言，在其左侧与之紧邻的边为e9。该边的助手为v8，故要在v14 与v8 之间引

入一条对角线 ①。 

算法 HANDLEMERGEVERTEX(vi) 

1.  if (helper(ei-1)为一个汇合顶点) 

2.   then 在 vi和 helper(ei-1)之间生成一条对角线，并将该对角线插入到 D 中 

3.  在 T 中删除 ei-1 

4.  对 T 进行搜索，查找在左侧与 vi紧邻的那条边 ej 

5.  if (helper(ej)为一个汇合顶点) 

6.   then 在 vi和 helper(ej)之间生成一条对角线，并将该对角线插入到 D 中 

7.  helper(ej) ← vi 

在图例中的顶点 v8 处，边 e7 的助手为 v2，它是一个汇合顶点，故需要在 v8与 v2之间引入一条

对角线。 

最后需要介绍的，只剩下处理普通顶点的子程序。对一个普通顶点的处理方法，取决于在其邻

域 P 到底是处于它的左侧还是右侧。 

算法 HANDLEREGULARVERTEX(vi) 

1.  if (P 的内部处于 vi的右侧) 

2.   then if (helper(ei-1)是一个汇合顶点) 

3.      then 生成一条对角线，联接 vi和 helper(ei-1)，并 
       将该对角线插入到 D 中 

4.     在 T 中删除 ei-1 

5.     将 ei插入到 T 中，将 helper(ei)设置为 vi 

6.   else 对 T 进行搜索，查找在左侧与 vi紧邻的那条边 ej 

7.     if (helper(ej)是一个汇合顶点) 

8.      then 在 vi和 helper(ej)之间生成一条对角线，并将该对角线插入到 D 中 

9.     helper(ej) ← vi 

比如在图例中的普通顶点 v6 处，需要在 v6与 v4之间引入一条对角线。 

 

                                                        

① 还要将 e14插入到 T 中，并将 e9和 e14的助手都设置为 v14。⎯⎯译者 
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现在只需证明：算法 MAKEMONOTONE 的确能够正确地将 P 划分为多个单调块。 

〖引理 3.5〗 

通过引入一系列互不相交的对角线，算法 MAKEMONOTONE 能够将 P 划分为多个单调子多边形。 

〖证明〗 

不难看出：对P划分之后，每一子块都不再含有分裂顶点或汇合顶点。故由〖引理 3.4〗，

每一子块都是单调的。于是只需证明：引入的每一条线段，都是合法的对角线（换而言之，它

们不会与P的任何边相交）；此外，这些对角线之间也不会相交。为此，我们需要证明：每一条

新引入的线段，都不会与P的任何边相交，也不会与此前引入的任何线段相交。我们只对由子程

序HANDLESPLITVERTEX所引入的线段给出证明。至于由其它子程序（HANDLEENDVERTEX、

HANDLEREGULARVERTEX以及HANDLEMERGEVERTEX）引入的线段，证明的过程都是类似的。我们还

假定，各顶点的y-坐标互异⎯⎯将这一结果推广至一般情况，是相当简单的。 

试考察在到达 vi的高度时，由 HANDLESPLITVERTEX所引入的对角线——vmvi。令在 vi左侧与其

紧邻的那条边为 ej，而在 vi右侧与其近邻的那条边为 ek。于是，在触及 vi时，helper(ej) = vm。 

 

图3-18 介于vm和vi之间水平梯形Q内部必空 

首先说明：——vmvi不会与P的任何一条边相交。为此，可考察图 3-18 中由ej、ek以及分别通

过vm和vi的两条水平线所确定的那个四边形Q。我们断言：Q的内部不含P的任何顶点。否则，

vm就不可能成为ej的助手。现在假设：
——vmvi与P的某条边相交。既然这条边的端点都不可能落在

Q中，而且多边形的边互不相交，故这条边要么跨越联接于vm与ej之间的水平线段，要么跨越联

接于vi与ej之间的水平线段。然而，这两种情况都不可能出现⎯⎯因为，无论是对vm还是vi而言，

在其左侧与之紧邻的边都是ej。因此，
——vmvi不会与P的任何边相交。 

最后，再来考虑此前所引入的那些对角线。既然 Q 的内部不含 P 的任何顶点，而且此前所

引入的每一条对角线的两个端点都要高于 vi，故它们都不可能与
——vmvi相交。  
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下面对该算法的运行时间做一分析。构造优先队列Q需要线性的时间 ①，而树T的初始化只需常

数时间。在扫描过程中，每次处理一个事件点，都只需要对Q执行一次操作；对于树T，最多只分别

做一次查找、一次插入和一次删除；对于D，最多插入两条对角线。无论是优先队列，还是平衡查找

树，都可以在O(logn)时间内完成一次查找或一次更新；而将一条对角线插入到D中，只需O(1)时间。

因此，只需O(logn)时间，就可以处理完一次事件，于是整个算法所需的时间就是O(nlogn)。显然，该

算法只需线性的空间⎯⎯在Q中，每个顶点至多被存储一次；在T中，每条边至多存储一次。这样，

结合 〖引理 3.5〗，就可以得出如下定理： 

〖定理 3.6〗 

使用 O(n)的存储空间，可以在 O(nlogn)时间内将包含 n 个顶点的任何简单多边形分解为多个 y-单调

的子块。 

3.3 单调多边形的三角剖分 

在上面我们已经看到，如何在 O(nlogn)时间内，将任一简单多边形划分成多个 y-单调的子块。

这个结果本身并没有什么价值。本节将说明：可以在线性的时间内，完成对单调多边形的三角剖分。

只有将这一结果与前一节的结果联系起来，才能得出结论：对任何简单多边形的三角剖分，都可以

在 O(nlogn)时间内完成⎯⎯前一节的开头曾描述过一个需要平方量级时间的算法，现在的这个结果

无疑是一个很大的改进。 

给定一个包含 n 个顶点的 y-单调多边形 P。暂且假定，P 是严格 y-单调的（strictly y-monotone）

⎯⎯也就是说，它不仅是 y-单调的，而且不含任何水平边。这样，在从最高的顶点出发，沿着 P 的

左边界或右边界走向最低顶点的沿途，我们的高度一直都在下降。正是由于这一性质，单调多边形

的三角剖分才变得很容易⎯⎯可以从最高顶点开始，同时沿着 P 的（左、右）两条边界链，走向最

低的顶点；在此过程中，只要有可能，就引入对角线。接下来，就详细介绍三角剖分这一的贪婪算

法（greedy algorithm）。 

 

该算法按照y-坐标递减的次序，依次处理各个顶点。若有两个顶点的y-坐标相等，则其中靠左

的顶点将被优先处理。该算法需要利用一个栈S做为辅助的数据结构。一开始，该栈为空；在算法过

程中，它存放了在P中已经被发现、却仍然可以生出更多对角线的那些顶点。在处理每个顶点的时候，

我们将尽可能地在这个顶点与栈中的各顶点之间引入对角线。这些对角线会从P中分离出若干三角

                                                        

① 比如，采用 Robert-Floyd 算法。⎯⎯译者 
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形。已经做过一些处理，但尚未从原多边形中分离出来的那些顶点（亦即仍滞留在栈中的顶点）都

散落在P中尚未被三角剖分的部分（与已处理过的部分之间）的边界上。这些顶点中位置最低的那个

（亦即最后开始接受处理的那个顶点），就位于栈顶的位置；高度次低的那个顶点，则位于次栈顶

的位置；依此类推。如 图 3-19 所示，在已经被发现的那些顶点之上，P中还有一些部分尚待剖分，

这些部分具有特定的形状⎯⎯犹如一个倒置的漏斗。这个漏斗（左或右）一侧的边界，由P的某条边

独立地界定；而沿着它在另一侧的边界，所有的顶点都是凹顶点（reflex vertex）⎯⎯亦即，这些顶

点各自对应的内角都不小于 180o（其中最高的那个顶点除外，它是凸的）。在我们处理完接下来的

一个顶点之后，这个性质依然保持⎯⎯也就是说，这是该算法所具有的一个不变性。 

 

图3-19 已经三角剖分的部分与尚未三角剖分的部分 

现在来看看，在处理下一个顶点的时候，可以引入哪些对角线。分两种情况处理：接受处理的

下一顶点vj，与栈中的那些凹顶点处于（漏斗的）同一侧；或者，处于对面的另一侧。若是后一种情

况（图 3-20），则vj必然就是独自界定该漏斗一侧边界的那条边e的下端点。鉴于其漏斗的形状，我

们可以从vj出发，与当前栈中除最后一个（即居于栈底的那个）顶点之外的每个顶点，分别联接一条

对角线。而实际上，此时栈中的最后一个顶点，就是e的上端点⎯⎯也就是说，该顶点实际上已经与

vj联接了。所有这些顶点都将从栈中弹出。此后，在vj之上，原多边形中尚待三角剖分的部分，将由

此前生成的、联接vj与栈顶顶点的那条对角线界定；而该部分的范围，将在该顶点处向下方延伸⎯⎯

因此，这部分仍然是（倒立的）漏斗状，故上述不变性依然保持。该顶点以及vj仍然属于多边形中尚

待三角剖分的那部分，因此，需要将它们（再次）压入栈中。 
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图3-20 接受处理的下一顶点vj处于对面的另一侧 

 

图3-21 当下一顶点与栈中各凹顶点处于（漏斗的）同一侧时，可能出现的两种情况 

在另一种情况中，vj与栈中的那些凹顶点同属于漏斗的一侧。此时，从vj出发，就不见得能够与

栈中的每一个顶点都联接一条（合法的）对角线。尽管如此，vj还是能够与其中的某些顶点联接⎯⎯

这些顶点必然是依次相邻的，而且在栈中都位于顶部。因此可按如下方法处理：首先，从栈中弹出

一个顶点（该顶点已经通过P的一条边，与vj联接）；然后，依次从栈中弹出各顶点，并将其与vj联

接。不断重复这一过程，直到不能如此联接的某个顶点。为确定能否在vj与栈中的某个顶点vk之间联

接一条对角线，只需检查vj、vk以及此前刚刚被弹出的那个顶点 ①。一旦遇到一个不能与vj相联的顶

点，就将被弹出的前一顶点重新压入栈中。若此前确实联接出过至少一条对角线，则该顶点就是最

后那条对角线的端点 ②；若根本就没有生成过任何对角线，则沿着P的边界该顶点必然与vj相邻（参

见 图 3-21）。完成上述操作之后，将vj再次压入栈中。此时，无论是哪种情况，不变性又重新恢复

了⎯⎯漏斗的一侧边界由多边形的一条边独立界定，而另一侧边界则由一串（依次相邻的）凹顶点

确定。由此可以得出如下算法（实际上，该算法与第 1 章中的凸包算法很相似）： 

算法  TRIANGULATEMONOTONEPOLYGON(P) 

输入：表示为双向链接边表 D 的一个严格 y-单调的多边形 P 

输出：P 的三角剖分，同样存储在 D 中 

                                                        

① 若此前最后弹出的顶点为 vt，则只需检查在 vt处，vj、vt和 vk是否定义了一个“左拐”（left-turn）。⎯⎯译者 

② 另一个端点是 vj。⎯⎯译者 
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1.  将 P 左、右侧边界上的所有顶点合并起来，按照 y-坐标排成一个递减的序列 
 若有多个顶点的 y-坐标相等，则 x-坐标小者在前 
 (* 令排序后的序列为 u1, …, un *) 

2.  初始化一个空栈 S，然后将 u1和 u2压入其中 

3.  for (j ← 3 to n-1) 

4.   do if (uj处于与 S 栈顶顶点对面的一侧) 

5.     then 弹出 S 中的所有顶点 

6.       对于弹出的（除最后一个外的）每个顶点 
       在 uj与该顶点之间生成一条对角线 

7.       将 uj-1和 uj压入 S 

8.     else 弹出 S 的栈顶 

9.       不断检查当前栈顶处的顶点： 
       只要它与 uj的联线完全落在 P 的内部，就弹出该顶点 
      把这些联线当作对角线，插入到 D 中 
      将最后弹出的那个顶点，重新压入 S 中 

10.      将 uj压入 S 中 

11. 将 un与栈中（除第一个和最后一个外的）每个顶点相联构成对角线 

 

这个算法需要运行多长的时间呢？第 1 步需要线性的时间，第 2 步需要常数时间。for-循环共有

n-3 轮，每一轮最多可能需要线性的时间。然而，在每一轮for-循环中，需要压入S的顶点不会超过两

个。因此，加上第 2 步中的两次压栈操作，压栈操作的总数不会超过 2n – 4①。自然地，退栈操作的

次数不可能超过压栈，故for-循环总共的运行时间为O(n)。算法最后一步所需的时间，也不会超过线

性的量级。总而言之，该算法的运行时间为O(n)。 

〖定理 3.7〗 

由 n 个顶点组成的任一严格 y-单调多边形，都可以在线性时间内被三角剖分。  

我们希望把单调多边形的三角剖分算法，做为对任意简单多边形进行三角剖分的一个子程序。 

按照这一构思，首先要将多边形划分为若干单调子块，然后分别对各单调子块进行三角剖分。看起

来，似乎所有必需的条件都已具备。然而，还有一个问题⎯⎯本节一直假定：输入都是严格 y-单调

的多边形；然而按照前一节所介绍的算法，生成的单调子块中有可能含有水平边。你应该记得，在

前一节中，对于 y-坐标相等的顶点，我们是按照自左向右的次序进行处理的。其效果等同于沿顺时

                                                        

① 这被称为分摊分析（amortized analysis）。独立地看，每一轮循环最多都可能进行线性次栈操作；然而总体统
计，所有循环总共需要进行的栈操作也不过是线性次。⎯⎯译者 
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针方向，将整个平面做一足够小角度的旋转，从而使得任何两个顶点都不会处于同一水平高度上。

于是，在这个经过小角度旋转之后的平面上，由上节的算法划分出来的单调子多边形，必然都是严

格单调的。这样，只要我们依然按照自左向右的次序处理那些 y-坐标相同的顶点（这等同于在旋转

后的平面上进行计算），本节的三角剖分算法就能正常地工作。因此，我们可以将这两个算法结合

起来，得出一个适用于任何简单多边形的三角剖分算法。 

这个三角剖分算法的运行时间有多长？由〖定理 3.6〗，可在O(nlogn)时间内将一个多边形分解

为多个单调子块。第二个阶段可采用本节的算法，在线性时间内对各单调子块分别进行三角剖分。

由于所有子块包含的顶点总数为O(n)，故第二个阶段总共需要O(n)时间。由此可以归纳出如下结论： 

〖定理 3.8〗 

使用 O(n)的存储空间，可以在 O(nlogn)时间内对由 n 个顶点组成的任一简单多边形进行三角剖分。 

 

图3-22 带洞多边形的三角剖分 

我们已经知道了应该如何对简单多边形进行三角剖分。但是，对那些内部含有空洞的多边形（图

3-22）呢？它们也能够如此轻易地被三角剖分吗？答案是肯定的。实际上，我们所介绍的算法同样

适用于内部存在空洞的多边形⎯⎯在将一个多边形分解为多个单调子块的过程中，我们本来就没有

要求多边形是简单的。该算法甚至还适用于另外一种更具一般性的情况⎯⎯给定一个平面子区域划

分S，要求对S进行三角剖分。对这一问题更准确的描述是：如果S的所有边都落在某一包围框（bounding 

box）B的内部，我们希望构造出由互不相交的对角线⎯⎯也就是联接于S和B的顶点之间、与S的边不

相交的线段⎯⎯组成的一个极大集合，这些对角线将B划分为多个三角形。 

 

图3-23 经三角剖分后的一个子区域划分 
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图 3-23 所显示的，就是一个子区域划分的三角剖分。图中，用粗线条来表示原子区域划分的边以及

包围框的边。可以采用本章所介绍的算法，来构造这样一个三角剖分⎯⎯首先，将该子区域划分分

解为多个单调子块；然后，分别对各子块做三角剖分。由此可以得出如下定理： 

〖定理 3.9〗 

使用 O(n)存储空间，可以在 O(nlogn)时间内对包含 n 个顶点的任一平面子区域划分进行三角剖分。 

3.4 注释及评论 

艺术画廊问题是由Klee在 1973 年与Vasek Chvatal的一次交谈中提出的。1975 年，Chvatal[128]

第一次证明：⎣
n
3⎦台摄像机总是足够的，而且有时是必需的。这一结论被称为艺术画廊定理，或者看

守者定理（watchman Theorem）。Chvatal的证明十分繁琐。本章引述的证明更加简明，它是由Fisk[178]

给出的。该证明建立在Meisters的双耳定理（Two Ears theorem）之上，由此可以轻松地导出“任意

简单多边形经三角剖分后，所对应的图均可 3-染色”这一结论。“求任一简单多边形所需看守的最

少数目”这一算法问题，已分别由Aggarwal[10]以及Lee和Lin[246]证明是NP-难的。O'Rourke的专著

[298]以及Shermer的综述 [355]，都对艺术画廊问题及其形形色色的变种做了详尽的讨论。 

 

将一个多边形（或者其它类型的区域）分解为简单子块的策略，在很多的问题中都十分有用。

这种简单的子块往往就是三角形⎯⎯此时，相应的分解结果称作一个三角剖分。然而在另一些时候，

也可能采用其它的形状，比如四边形（quadrilateral）或者梯形（trapezoid）⎯⎯参见第 6、9 和 14

章。在此仅讨论与多边形三角剖分有关的结果。本章所介绍的单调多边形三角剖分的线性时间算法，

是由Garey等人提出的 [188]；而将多边形分解为单调子块的平面扫描算法，则是由Lee和Preparata[250]

提出的。Avis和Toussaint[32]以及Chazelle[85]也分别给出了可以在O(nlogn)时间内对简单多边形进行

三角剖分的不同算法。  

能否在o(nlogn)时间 ①内对简单多边形进行三角剖分？在计算几何（computational geometry）界，

这个问题许久都没有答案。（对于内部存在空洞的子区域划分，Ω(nlogn)的确是一个下界。）在本

章中我们已经看到，对于单调多边形而言，的确可以如此。此外，对于很多其它类型的多边形，都

找到了线性时间的三角剖分算法 [108][109][170][184][214]；然而，就一般的简单多边形而言，这个

                                                        

① 用大 O 记号（Big-O Notation）表示的复杂度，可能是渐进紧的（asmpototically tight），也可能不是。比如 2nlogn 
∈ O(nlogn)和 2n ∈ O(nlogn)都成立，但前者是紧的，而后者却不是。为了加以区分，可以通过小 o 记号（small-O 
notation）来表示非紧的复杂度上界。比如，2n ∈ o(nlogn)，但 2nlogn ∉ o(nlogn)。因此，原文此处所提的问
题是：能否在严格少于 nlogn 的时间（比如 nloglogn 或线性的时间）内，对简单多边形进行三角剖分。⎯⎯译
者 
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问题在许多年内一直悬而未决。1988 年，Tarjan和Van Wyk[368]突破了O(nlogn)的限制，他们提出了

一个O(nloglogn)的算法。后来，Kirkpatrick等人 [237]对他们的算法进行了简化。在设计更快速的（三

角剖分）算法时，随机化（randomization）技术⎯⎯将在本书的第 4、6 以及 9 章中用到⎯⎯被证明

是一种有力的手段。借助于这一技术，Clarkson等人 [134]、Devillers[141]以及Seidel[345]都陆续提出

了各自的O(nlog*n)运行时间的算法（这里的log*n是反复地对n取对数，直到结果小于 1 之前所需取对

数的次数）。这些算法不仅比O(nloglogn)的算法稍快一些，而且更为简单。第 6 章将介绍一个算法，

构造平面子区域划分的梯形分解（trapezoidal decomposition），Seidel所提出的算法与这一算法密切

相关。然而，“能否在线性时间内完成简单多边形的三角剖分”这一问题，依然没有答案。1990 年，

这一个问题终于被Chazelle[92][94]圆满解决，他给出了一个线性时间的确定性算法（尽管十分晦涩

难懂）。 

 

在三维空间中，与多边形三角剖分相对应的问题可以表述如下：给定一个多胞体（polytope），

要求将它分解为互不相交的四面体（tetrahedron），其中各四面体的所有顶点，都必须是原多胞体的

顶点。多胞体的这种分解被称为四面体剖分（tetrahedralization）。与其对应的二维问题相比，这一

问题要难得多。事实上，若只允许使用原多胞体的顶点，则对于有些多胞体来说，根本就不存在这

种剖分方案。Chazelle[86]证明：（对于任何足够大的n，都）存在某个包含n个顶点的简单多胞体（simple 

polytope），需要用到θ(n2)个额外的顶点 ①（才能对其做四面体剖分）；反过来，只要允许使用这样

多个额外顶点，对任一简单多胞体我们都必然能够做四面体剖分。后来，Chazelle与Palios[110]一道

将这一界限改进到θ(n + r2)，其中r为多胞体中包含的凹边（reflex edge）数目。计算这种剖分的算法，

运行时间为O(nr + r2logr)。“判断任一给定简单多胞体，能否在不引入额外顶点的情况下被四面体剖

分”这一问题，是NP-完全的（NP-complete）[330]。 

3.5 习题 

习题 3.1 试证明：任何（即使是有空洞的）多边形都存在一个三角剖分。关于其三角剖分中所

含三角形的数目，你能给出什么结论？ 

习题 3.2 在一个所谓的“矩形多边形”（rectilinear polygon）中，所有边的方向不是水平的就

是垂直的。考察包含 n 个顶点的矩形多边形 P。试举例说明：为了看守这种多边形，

有时至少需要⎣
n
4⎦台摄像机。 

习题 3.3 试证明或证伪：单调多边形的三角剖分的对偶图，必然是一条链（chain）⎯⎯亦即，

                                                        

① 这类起辅助作用的点，称作 Steiner 点（Steiner point）。⎯⎯译者 
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该图中每个顶点的度数均不超过 2①。 

习题 3.4 给定由任意n个顶点组成的一个简单多边形P，已经通过一组对角线将其分解为多个凸

四边形。此时，只需多少台摄像机就足以看守P？这一结论为什么不会与艺术画廊定

理相矛盾？② 

习题 3.5 试以伪代码的形式给出一个算法，对经过三角剖分之后的任一简单多边形进行 3-染

色。该算法的时间复杂度必须是线性的。 

习题 3.6 试给出一个算法，在 O(nlogn)时间内，在一个简单多边形中找到一条对角线，这条对

角线不仅将该多边形划分为两个子简单多边形，而且每个子多边形所包含的顶点数目

均不超过⎣
2n
3 ⎦ + 2。提示：利用多边形三角剖分的对偶图。 

习题 3.7 给定由任意 n 个顶点组成的一个简单多边形 P，而且已经将它分解为多个单调子块。

试证明：所有子块中所含顶点数的总和仍然是 O(n)。 

习题 3.8 本章所介绍的将简单多边形分解为单调子块的算法，需要为经过分解后的多边形建立

一个双向链接边表结构。在算法运行过程中，不断会有新的边（具体讲，就是为了消

除分裂顶点和汇合顶点而引入的那些对角线）加入到 DCEL 中。一般而言，在 DCEL

结构中加入一条边，并不能够在常数时间内完成。试分析，加入一条边为什么可能要

花费超过常数的时间。然后再说明，尽管如此，我们的多边形分解算法依然能够在

O(1)时间内加入一条新边。 

习题 3.9 试证明：若多边形只含 O(1)个拐点，则可以使本章所介绍算法的时间复杂度降至 O(n)。 

习题 3.10 能否应用本章所介绍的算法，对含有 n 个点的任一点集进行三角剖分？如果可以，试

说明应该如何使这一三角剖分算法更为有效。 

习题 3.11 试给出一个有效的算法，判断包含n个顶点的任一多边形P是否关于（不一定是水平的

或垂直的）某条直线单调。③ 

                                                        

① 对“链”更准确的定义是：只有两个节点的度数为 1，所有其它节点的度数均为 2。⎯⎯译者 

② 可参考[298]第二章。⎯⎯译者 

③ 参见：F. P. Preparata and K. Supowit, Testing a Simple Polygon for Monotonicity. Information Processing Letters 
12, 161-164 (1981)。⎯⎯译者 
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图3-24 简单多边形的口袋  

习题 3.12 所谓简单多边形的“口袋”（pocket），指的是虽然在多边形之外，却在多边形凸包

之内的那些区域。设 P1为由 m 个顶点组成的一个简单多边形，而且不仅给出了 P1的

三角剖分，还给出了其中所有口袋的信息。设 P2为由 n 个顶点组成的另一个凸多边

形。试说明：可以在 O(m + n)时间内，计算出两个多边形的交 P1 ∩ P2。 

习题 3.13 给定多边形 P 的一个三角剖分。完全落在 P 内部的任一线段，与其中各对角线之间可

能的最大交点数目，被称为 P 的这一三角剖分的“穿刺数”（stabbing number）。

试给出一个算法，构造任一凸多边形的三角剖分，并保证所生成三角剖分的穿刺数不

超过 O(logn)。 

习题 3.14 给定由 n 个顶点组成的任一简单多边形 P，以及其内部的一点 p。试说明，如何在 P

的内部计算出与 p 可见的区域。 

 





44   
线性规划：铸模制造 

今天我们所能看到的大多数物体⎯⎯从轿车车厢到塑料杯和餐具⎯⎯都是通过某种自动制造工

艺制造出来的。在这个过程中，无论是设计阶段还是实际的制造阶段，计算机都扮演了一个重要的

角色；而对于现代的工厂来说，CAD/CAM 工具已经成为了其中至关重要的一个组成部分。具体应

该采用什么方法来制造某种物体，取决于一些因素，比如用来制造该物体的材料、物体的外形以及

是否需要大规模生产等。在生产塑料或金属物体的时候，一种常用的方法就是利用铸模（mold），

本章将研究这一过程中的一些几何问题。对于金属物体而言，这一过程也常常被称作铸造（casting）。 
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图4-1 铸造的过程 

铸造过程如 图 4-1 所示：液态金属被倒入铸模中，待凝固之后再将成形的物体从中抽取出来。

然而，最后一步并不总是想乍看起来那么轻而易举⎯⎯有时，成形后的物体可能会被卡在铸模当中，

为把物体抽取出来，将不得不把铸模打破。为解决这一问题，有时需要尝试使用别的铸模。然而对

某些物体而言，根本就设计不出任何好的铸模⎯⎯球体就是这样的一个例子。这正是本章将要探讨

的问题⎯⎯给定一个物体，能否设计出一种铸模，使成形后的物体能够顺利地从中抽取出来？ 

我们将做如下限定。首先，假设需要制造的物体都是多面体形状的。其次，我们只考虑连通为

一体的铸模，而排除掉由有两块或更多块组成的铸模。（若铸模可以由多块组成，则有可能制做出

诸如球体之类的物体；反之，若要求铸模本身必须是完整的一块，这类物体就不可能铸造出来。）

我们最后还要求，只通过一次平移运动，即可将物体从铸模中抽取出来。幸运的是，对于许多物体

来说，平移运动已经足够了。 

4.1 铸造中的几何 

 

图4-2 朝向的不同选择 

给定某一物体，能否通过某种铸造工艺制造出该物体呢？为回答这类问题，必须设计出一种适

当的铸模。铸模内部空洞的形状，取决于物体的外形；即使是同一物体，按照摆放方向的不同，也

将对应于不同的铸模。问题的关键在于摆放朝向的选择⎯⎯如 图 4-2 所示，沿某些方向摆放物体，

物体成形后将无法从对应的铸模中抽取出来；反之，若沿着另外一些方向放置，则可顺利地抽取出

来。关于物体摆放的朝向，一个显而易见的必要条件是：物体必须具有一张水平的顶面（top facet）；

另外，物体与铸模不相接触的面仅限于这一张。因此，物体有多少张面，相应地就有多少种可能的

摆放朝向⎯⎯相应地，也就有多少种可能的铸模。给定一个物体，在对应于这些方向的各个铸模中，

若至少有一个可以使成形后的物体从中顺利取出，则称之为可铸造的（castable）。下面将着重讨论
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的问题是：给定一个铸模，如何确定成形于其中的物体能否通过一次平移运动从中抽取出来。这样，

为了确定物体的可铸造性（castability），我们只要对所有可能的方向逐一尝试。 

 

图4-3 多面体的顶面 

设P为一个三维的多面体⎯⎯亦即由多张二维小平面（facet）围成的一个三维形体⎯⎯且其中有

一个小平面被指定为顶面（图 4-3）。（关于多面体，我们不打算给出准确而形式化的定义。这类定

义过于复杂且没有必要。）我们假定，铸模的外轮廓呈立方体形状，而其内部的空洞则与P完全一致。

如果将这个多面体放入到铸模中，其顶面将与铸模的顶面共面平齐⎯⎯我们假设这张平面与xy-平面

平行。也就是说，若试图将P抽取出来，则在铸模的上方不会受到任何不必要部分的阻挡。 

除了顶面之外，P 的其它小平面都被称作普通面（ordinary facet）。P 的任何一张普通面 f，都

与铸模的某张小平面相对应，我们记之为
^
f。 

 

只做一次平移运动，能否将 P 从铸模中抽取出来？我们希望对此做出判断。换而言之，我们所

要判断的是：是否存在某一方向
→
d，使得在沿该方向将 P 平移至无穷远的过程中，P 与铸模体的任何

部分都不相交。需要注意的是，这里允许 P 紧贴铸模的边界运动。既然在 P 的各张小平面中，只有

顶面不与铸模接触，故移出的方向必然朝上⎯⎯也就是说，其在 z-方向上的分量必须为正。当然，

这只是移出方向应具备的必要条件之一；关于合法的移出方向，还需要确定更多的限制条件。 

 

图4-4 空间中向量的夹角 

任取P的一张普通面f。相对于铸模上与之对应的小平面
^
f，f可能的移出方式不外乎两种：要么

与
^
f逐渐远离，要么紧贴

^
f滑动。为了更准确地表述这一限制条件，我们需要对三维空间中任意两个

向量所构成的角度作出定义。我们的定义如下。如 图 4-4 所示，考虑由这两个向量所生成的那张平
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面（这里假定两个向量都起自于坐标原点）；在该平面上，这两个向量可以确定出两个角度（其和

为 2π），其中较小的那个，被定义为这两个向量所成的角度。现在，若将f的外法矢（outward normal）

记作
→
η (f)，则沿着与

→
η (f)的夹角小于 90o的任何方向的平移运动，都会受到

^
f的阻挡。因此，

→
d所应该

具备的一个必要条件就是，相对于P的任何一张普通面的外法矢，
→
d与之所成的角度都必须至少是 90o。

反过来，以下引理指出，这一条件也是充分的。 

〖引理 4.1〗 

沿着某个方向
→
d通过一次平移，多面体 P 能够从其铸模中抽取出来，当且仅当相对于 P 的每一张普通

面的外法矢，
→
d与之所成的角度都至少为 90o。 

〖证明〗 

“仅当”的方向很容易：无论
→
d与哪一条外法矢

→
η (f)所成的角度小于 90o，则在沿着

→
d方向

试图进行平移运动时，f 内部的任何一个点 q 都将与铸模发生碰撞。 

 

图4-5 点p与铸模小平面
^
f发生碰撞的时刻 

为了证明“当”的方向，我们反过来假设，在沿着
→
d方向进行平移过程中的某一时刻，P与

铸模发生碰撞。我们可以证明：必然存在某条外法矢，它与
→
d所成的角度小于 90o。为此，我们

进一步假设：P上的一个点p与铸模的某张小平面
^
f发生碰撞。这也就是说，p正试图进入铸模的

内部。于是如图 4-5 所示，
^
f的外法矢

→
η (

^
f )必然与

→
d形成一个大于 90o的夹角。现考察P上与

^
f对

应的那张普通面f。此时，
→
d与f的外法矢所成的夹角必然小于 90o。  

 

根据〖引理 4.1〗，可以得出一个有趣的推论：若可以通过多次小幅度的平移将P抽取出来，则

必然可以仅通过一次平移就将它抽取出来。因此，对于将（铸造的）物体从铸模中抽取出来这一任

务而言，纵然允许进行多次平移，也不会有任何帮助。 
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图4-6 z-分量为正的每一个方向，都对应于平面z = 1上的一个点 

这样，我们的任务只不过是要找出一个特定的方向
→
d，使之相对于P上任何一张普通面的外法矢

所成的夹角至少为 90o。三维空间中的任何一个方向，都可以表示为起始于原点的某一向量。前面的

分析告诉我们：只需将注意力放在z-分量为正的那些方向上。如 图 4-6 所示，每一个这样的方向，

都可以表示为平面z = 1 上的一个点⎯⎯也就是说，点(x, y, 1)表示与向量(x, y, 1)所对应的那个方向。

这样，平面z = 1 上的每一个点，都唯一地确定了一个方向；反过来，每一个z-分量为正的方向，都

可以由该平面上的某个点唯一确定。 

〖引理 4.1〗给出了合法移出方向
→
d的充要条件。那么，应如何将这些条件转换到我们用以表示

方向的这张平面上呢？任取一张普通面的外法矢
→
η  = (

→
ηx, 

→
ηy, 

→
ηz)。方向

→
d = (dx, dy, 1)与

→
η所成夹角

不小于 90o，当且仅当
→
d与

→
η的点积非正。这样，由每一张普通面都可导出如下形式的一个限制条件： 

→
ηxdx + 

→
ηydy + 

→
ηz  ≤  0 

 

图4-7 可行的方向，对应于一组半平面的公共交集 

在平面z = 1 上，这样一个不等式所描述的正好是一张半平面⎯⎯也就是在平面上位于某条直线

左（或右）侧的部分 ①。（当然，对于水平的小平面，由于
→
ηx = 

→
ηy = 0，故这句话不成立。在这种

情况下，对应的限制条件要么绝不可能满足，要么总是满足⎯⎯具体是哪种情况，很容易检测出来。）

于是如 图 4-7 所示，P上每一张非水平小平面，都在平面z = 1 上定义了一张闭的半平面；若所有这

些半平面的公共交集非空，则其中的任何一个点，都对应于一个可以将P顺利抽取出来的方向。当然，

若这些半平面的公共交集为空，则意味着不可能将P从铸模中抽取出来。 

 

如此，上述制造问题即转化为一个纯粹的平面几何问题：给定一组半平面，若其公共交集非空，

                                                        

① 此处不等式含等号，故对应的半平面是闭集。亦即，除直线左（或右）侧的部分还包含直线上各点。⎯⎯译者 
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则从中找出一点；否则，应能判断为空。若待制造多面体有n张小平面，则其对应的问题最多要考虑

n-1 张半平面（由顶面导出的那张不必考虑）。以下各节将说明，如上定义的平面几何问题可在线性

的期望时间（expected time）内解决⎯⎯第 4.4 节也对“期望”一词的含义做了明确定义。 

不要忘了，该几何问题的原问题是：判断物体 P 能否从某个给定的铸模中抽取出来。虽然某一

次判断的结果可能是否定的，但是对于同一个物体，由于其选取顶面的不同，还会有多种其它的铸

模，使得 P 可以从其中的某些之中抽取出来。总之，为了判断某个物体 P 是不是可铸造的，只需分

别将它的各张小平面当作顶面，逐一进行尝试。由此可以得出如下结论： 

〖定理 4.2〗 

任给由 n 张小平面围成的多面体 P。使用 O(n)空间，可在 O(n2)时间内判断 P 是否可铸造的。果真如

此，还可在同样长的时间内，计算出一个可行的铸模，以及将 P 从中抽取出来的具体方向。 

4.2 半平面求交 

任给双变量线性约束条件（linear constraint）集 H = {h1, h2, … hn}，其中约束条件形式如下： 

aix + biy  ≤  ci 

其中 ai、bi和 ci 都是常数，且 ai 与 bi 不同为零。从几何角度看，每个约束条件都可以被理解为

R2 空间中的一张闭的半平面，其边界为直线 aix + biy = ci。本节所要讨论的问题是：找出同时满足全

部 n 个约束条件的所有点(x, y) ∈ R2。亦即，我们希望找出落在 H 中所有半平面公共交集内部的所有

点。（前一节已将铸造问题归结为“在一组半平面的公共交集中找出某个点”。相对于那个问题，

此问题更具一般性。） 

 

图4-8 半平面相交的几种可能情况 

一组半平面公共交集的外形，不难确定⎯⎯既然每张半平面都是凸的，且多个凸集的交依然是
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凸的，故任何一组半平面的交仍然是平面上的一个凸集。位于该公共交集（若非空）边界上的任何

点，必然来自某张半平面的边界。因此，该交集的边界由若干条边组成，它们分别是某张半平面边

界线上的一段。这个交是凸集，故每条边界线只能为交集的边界至多贡献一条边。由此可知：n张半

平面的公共交集是一个凸的多边形区域，其边界由至多n条边围成。图 4-8 给出了半平面相交的几种

可能情况。该图中，各张半平面究竟位于其边界线的哪一侧，由深色阴影指示；而浅色阴影部分则

为其公共交集。由 图 4-8 的(ii)和(iii)可见，其公共交集并不见得一定有界。另外，正如实例(iv)所说

明的，其公共交集也可能退化为一条线段、一个点，或者象实例(v)那样根本就是空的。 

 

下面就直截了当地给出一个分治式算法，计算任意 n 张半平面的公共交集。该算法利用了

INTERSECTCONVEXREGIONS 子程序，来计算两个凸多边形区域的交集。首先介绍该算法的全局结构。 

算法 INTERSECTHALFPLANES(H) 

输入：由平面上 n 张半平面组成的一个集合 H 

输出：凸多边形区域 C := ∩
h∈H

h  

1.  if (card(H) == 1) 

2.   then C ← H 中唯一的那张半平面 h 

3.   else 将 H 分成两个子集 H1和 H2，大小分别为⎡
n
2⎤和⎣

n
2⎦ 

4.     C1 ← INTERSECTHALFPLANES(H1) 

5.     C2 ← INTERSECTHALFPLANES(H2) 

6.     C ← IntersectConvexRegions(C1, C2) 

这样，似乎需要对IntersectConvexRegions子程序做进一步描述。不过且慢⎯⎯在此之前的第 2

章中，难道不是已经遇到过这一问题吗？的确，〖推论 2.7〗曾经指出：可以在O(nlogn + klogn)时间

内，计算出任意两个多边形的交（其中，n为两个多边形所含顶点的总数）。然而，在将这一结果应

用于当前这个问题的时候，还是需要格外小心⎯⎯因为，此处所处理的区域可能是无界的，也可能

会退化为一条线段或一个点。也就是说，这些区域并不见得是（严格意义上的）多边形。不过，只

需稍做修改，第 2 章的那个算法就可以应用于当前的场合，而且这些改动并不困难。 

 

图4-9 C1和C2边界的交点数目 
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以下对这一方法做一分析。假设通过递归调用，我们已经计算出了两个区域C1 和C2。既然二者

分别都是由不超过(
n
2+1)张半平面确定的，故它们各自都由至多(

n
2+1)条边围成。利用第 2 章所介绍的

算法，可以在O((n+k)logn)时间内计算出它们之间的叠合部分（其中k为C1 各边与C2 各边之间的交点

数目）。那么，k又是多少呢？考察分别来自C1 和C2 的两条边e1和e2，假定它们相交于点v（图 4-9）。

无论e1 和e2 是以何种方式相交，其交点v必然会成为C1∩C2 的一个顶点。反过来，既然C1∩C2 是n张

半平面的公共交集，其边界上至多含有n条边、n个顶点。由此可以看出，必然有k ≤ n。于是，为了

计算出C1 和C2 之间的交，需要花费的时间量为O(nlogn)。 

这样，就得出了如下关于运行时间的递推关系： 

T(n) = 
⎩
⎨
⎧O(1) 如果n = 1

O(nlogn) + 2T(n2) 如果n > 1   

其解为 T(n) = O(nlog2n)。 

 

为得出上述结果，我们所使用的实际上是一个更加通用的子程序⎯⎯它可以计算出任意两个多

边形的交集。然而 INTERSECTHALFPLANES 算法所处理的每一个多边形区域都是凸的。既然如此，能

否利用这一特点，得出一个更加高效的算法呢？正如马上就可看到的，这一问题的答案是肯定的。

我们将假定，参与求交计算的区域都是二维的；其它的一些退化情况（比如其中之一是射线、线段

或点，甚至二者都是如此），实际上更容易处理，这将做为一道习题留给读者。 

 

图4-10 C的边界可以由两组半平面共同描述 

应该如何表示一个凸多边形（convex polygon）区域C呢？首先需要对此做出更为准确的定义。

我们将C的边界划分为左、右两部分，将为它们贡献边的半平面相应地划分为两组，分别存储为一个

有序表。如 图 4-10 所示，各半平面在各自列表中的存放次序，与自上而下遍历（左、右）边界时，

各半平面边界线出现的次序一致。对应于左、右边界的列表分别记作Lleft(C)和Lright(C)。边界上的顶点

并不需要显式地记录下来⎯⎯倘若需要，只要对相邻的边界线求交，即可得出对应的顶点。 
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为了简化对算法的描述，假定其中没有水平边。（为了能够处理水平边，可以这样约定：若某

条水平边是从上方围住 C，则将它划归左边界；若它是从下方围住 C，则将其划归右边界。只要采

取这种约定，就只需对下面将要介绍的算法做少量的调整。） 

 

图4-11 扫描线算法维护（四条）边 

与第 2 章中的那个算法一样，这里采用的也是一个平面扫描算法。我们将使用一条扫描线，自

上而下地扫过整个平面，在此过程中，要动态维护C1 和C2 上与当前扫描线相交的那些边。既然C1

和C2 都是凸的，这样的边（在任何时刻都）不会超过 4 条。因此，不必采用复杂的数据结构来存储

这些边；相反地，只需保留 4 个指针left_edge_C1、right_edge_C1、left_edge_C2 和right_edge_C2，

分别指向它们。如果扫描线与某个区域的左边界或右边界不相交，那么对应的指针就被赋为nil。图

4-11 对各指针的定义做了说明。 

应该如何对这些指针做初始化呢？令 C1 的最高顶点的 y-坐标为 y1；如果 C1有一条延伸到无穷

远的无界边，就令 y1 = ∞。类似地，也可以对 C2定义 y2，并且令 ystart = min(y1, y2)。为了计算出 C1

与 C2 的交集，我们可以将注意力限制在平面上 y-坐标不高于 ystart 的部分。这样，就将从 ystart 的高度

启动扫描线⎯⎯此时，指针 left_edge_C1、right_edge_C1、left_edge_C2 和 right_edge_C2 分别被赋为

与直线 y = ystart 相交的某条边。 

 

在平面扫描算法中，通常还需要使用一个队列结构来存放事件。对当前这个问题来说，所谓的

事件就是 C1 和 C2 的各边开始或者不再与扫描线相交的位置。这就意味着，应该检查与当前扫描线

相交的所有边，从它们的下端点中挑出位置最高的那个，做为下一个事件点（event point）⎯⎯而这

一事件点又确定了将要处理的下一条边。（若这个 y-坐标高度上有多个端点，将按照从左到右的次

序进行处理。若有两条边在这个端点处重合，则左边的那条优先处理。）因此，并不需要维护一个

事件队列（event queue）⎯⎯根据指针 left_edge_C1、right_edge_C1、left_edge_C2 和 right_edge_C2，

完全可以在常数时间内确定下一个事件。 

在每个事件点处，会有某条新的边 e 在边界上出现。为了处理边 e，首先要确定，e 到底是来自

C1 还是 C2；其次，还要确定它究竟是属于左边界，还是右边界。然后，才可以调用相应的子函数。
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在此仅介绍其中的一种情况⎯⎯e 属于 C1 的左边界。其它的子程序都是类似的。 

 

设 e 的上端点为 p。处理 e 的子程序，将找出 C 上可能存在的三种边：以 p 为上端点的边、以

e∩left_edge_C2 为上端点的边和以 e∩right_edge_C2 为上端点的边。具体的处理步骤是： 

 首先，检查 p 是否位于 left_edge_C2 和 right_edge_C2 之间。若是，则 e 必然为 C 贡献一

条边，且该边起点为 p。于是，将以 e 所在直线为边界的那张半平面，加入到 Lleft(C)中。 

 接下来，检查e是否与right_edge_C2 相交。若是，则其交点必然是C的一个顶点，而这两条

边都各自为C贡献一条边。此时，有两种可能：若p位于right_edge_C2 的右侧，则p必然是

它们所贡献的这两条边的起点（如图 4-12(a)所示）；反之，若p位于right_edge_C2 的左侧，

则p必然是其终点（如 图 4-12(b)所示）。 

若这两条边所贡献的边均起始于其交点，则必须将 e 所对应的那张半平面加入 Lleft(C)中，

而将 right_edge_C2 所对应的半平面加入 Lright(C)中。反之，若它们贡献的这两条边终止于

其交点处，就什么都不需要做⎯⎯因为，它们在早前必然已经以某种方式被发现过了。 

 

图4-12 e与right_edge_C2相交时的两种可能情况 

 

图4-13 e与left_edge_C2相交的情况 

 最后，要检查e是否与left_edge_C2 相交。若相交（如 图 4-13 所示），则其交点必然是C

的一个顶点。在C上起始于该顶点的那条边，要么是e上的一段，要么是left_edge_C2 上的

一段。究竟是哪种情况，可在常数时间内判断出来⎯⎯若p位于left_edge_C2 左侧，则该边

必是来自e上的一段；反之，必是来自left_edge_C2 上的一段。在确定了为C贡献这条边的
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究竟是e还是left_edge_C2 之后，就可以将对应的那张半平面加入L;eft(C)中。 

 

需要注意的是，我们可能会将两张半平面加入到 Lleft(C)中⎯⎯它们分别以 e 和 left_edge_C2（所

在的直线）为边界线。这种情况下，应该按照什么次序引入这两张半平面呢？只有当 left_edge_C2

在 C 上确定了起始于 left_edge_C2 与 e 交点的一条边时，才会加入 left_edge_C2。若与此同时也需要

加入 e 所对应的那张半平面，则不外乎两种可能⎯⎯e 在 C 上确定的那条边，要么起始于自己的上

端点，要么起始于它与 right_edge_C2 的交点。无论是哪种情况，我们都必须首先加入 e 所对应的半

平面⎯⎯唯此才能确保上面给出的检查次序。 

 

总而言之，可以在常数时间内处理每一条边，因此，也就可以 O(n)时间内计算出任意两个凸多

边形的交集。为了说明算法的正确性，我们需要证明：该算法可以按照正确的次序，引入对应于 C

上各边的半平面。试考察 C 上的任一条边，令其上端点为 p。于是，p 要么是来自 C1或者 C2 上某条

边的上端点，要么是分别来自 C1 和 C2 的两条边 e 和 e'的交点。若是前一种情况，则在（扫描线）遇

到 p 时，该算法必然会找出 C 上的这条边；若是后一种情况，则在（扫描线）遇到 e 和 e'的交点时，

该算法也将找出这条边。因此，确定 C 上各边的所有半平面，都将被引入到边表中。而且，它们的

加入次序必然是正确的⎯⎯这一点不难证明。 

可以将此归纳为下述结论： 

〖定理 4.3〗 

平面上任意两个凸多边形区域的交集，都可以在 O(n)时间内计算出来。 

这个定理意味着，INTERSECTHALFPLANES 算法的合并阶段只需花费线性的时间。于是，该算法

运行时间的递推关系就是： 

T(n) = 
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 如果n = 1

O(n) + 2T(
n
2) 如果n > 1

  

由此可以得出如下结论： 

〖推论 4.4〗 

给定平面上的一组共 n 张半平面，可以使用线性的空间，在 O(nlogn)时间内计算出其公共的交集。 

计算一组半平面公共交集的问题，与计算凸包的问题紧密相关，因此还可以给出另一个算法。

与第 1 章所介绍的CONVEXHULL算法相比，这个算法几乎是一样的。第 8.2 节和第 11.4 节还将对半
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平面的交集与凸包之间的关系做详细的讨论。相对本书后面的各章，这两节是独立的，因此如果读

者对这方面感兴趣，完全可以直接阅读。 

4.3 递增式线性规划 

前一节介绍了一种方法，计算任意 n 张半平面的公共交集。也就是说，给定一组共 n 个线性约

束条件，可以计算出同时满足它们的所有解。该算法的运行时间为 O(nlogn)。可以证明，这已经是

最优的了⎯⎯与排序算法一样，任何可以对一组半平面进行求交的算法，在最坏情况下必须花费

Ω(nlogn)时间。然而，铸造问题的要求与此不同⎯⎯给定一组线性约束条件，我们并不需要得到整

个解集；实际上，只要得到一个可行解即可。这样，就有可能设计出更快的算法。 

找出满足一组线性约束条件的一个解，与运筹学（operations research）中的一个著名问题密切

相关，这就是所谓的线性优化（linear optimization）问题，或者称作线性规划（Linear Programming）

问题。（这里的“linear programming”一词很早就造出来了，而后来的“programming”一词却有特

定的含义⎯⎯为计算机编制指令。）这两个问题的区别在于：线性规划的目标，是要在一组约束条

件的可行解域中，找出一个特定的解⎯⎯具体地讲，这个解将使一个定义在有关变量上的函数极大

化。更准确地，每个线性优化问题都可以表述为如下形式： 

在满足约束条件： 

  a1,1x1 + … + a1,dxd  ≤  b1 

  a2,1x1 + … + a2,dxd  ≤  b2 

     ⋮ 

  an,1x1 + … + an,dxd  ≤  bn 

的前提下，使函数：c1x1 + c2x2 + … + cdxd极大化 

在这里，实数ci、ai,j和bi共同构成了问题的输入。待极大化的那个函数称作目标函数（objective 

function），而约束条件集与目标函数合在一起，就是一个线性规划问题（linear program）。其中所

含变量的个数d，称作线性规划问题的维数（dimension of the linear program）。我们已知，每个线性

约束条件都可看作Rd中一个半空间。所有同时满足这些约束条件的点，构成了这些半空间的交集，

称作线性规划问题的可行解域（feasible region）。落在其中的点（解）称作是可行的（feasible），

而落在其外的点则称作是不可行的（infeasible）。回顾 图 4-8 我们还记得，可行解域有可能无界，

甚至可能为空。若是后一情形，对应的线性规划问题也称作是不可行的（infeasible）。至于目标函
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数，则可以视作Rd空间中的某个方向⎯⎯所谓“使函数c1x1 + c2x2 + … + cdxd极大化”，即沿方向
→
c = 

(c1, …, cd) 找到一个极点。这样，如 图 4-14 所示，所谓一个线性规划问题的解，就是在可行解域

中沿着方向
→
c的那个极值点（若存在的话）。对应于方向

→
c的那个目标函数，记作f→

c。 

 

图4-14 线性规划问题的解就是可行解域中沿特定方向极值点 

许多运筹学问题都可描述为线性规划的形式，因此运筹学也就此做了大量研究，并得出了许多

线性规划算法，它们在实际应用中也的确行之有效⎯⎯如著名的单纯形法（simplex algorithm）。 

还是回到我们的问题。我们面对的是一组双变量的约束条件，而目标则是找出满足这组约束条

件的一个解。为此，可以任取一个目标函数，然后以这个目标函数以及给定的线性约束条件做为输

入，求解一个线性规划问题。为完成这一任务，可采用单纯形法，或运筹学所给出的任一线性规划

算法。然而，此处的问题与通常的一般性问题很不一样⎯⎯在运筹学中，无论是约束条件还是其中

的变量，数目都很大；而当前的问题中，变量只有两个。在求解这类低维线性规划（low-dimensional 

linear programming）问题时，传统的线性规划方法反而效率不高；而在计算几何（computational 

geometry）中发展起来的一些方法，却更加行之有效⎯⎯下面将要介绍的算法，就是一例。 

 

图4-15 线性规划的解有四种可能的情况 

针对这里的二维线性规划问题，我们将其中的n个线性约束条件合起来，记作集合H。对应于目

标函数的矢量记作
→
c = (cx, cy)；这样，目标函数就是f→

c(p) = cxpx + cypy。我们的目标就是找出一个点p 

∈ R2，满足p ∈ ∩H并且使f→

c(p)达到最大。我们将该线性规划记作(H, 
→
c)，并且用C来表示其对应的可

行解域。一个线性规划(H, 
→
c)的解，有四种可能的情况。图 4-15 画出了这四种情况。在这些例子中，

对应于目标函数的矢量，都是垂直朝下的。 

(i) 待解的线性规划问题是不可行的，亦即，对应的约束条件集是空的。 
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(ii) 沿着方向
→
c，可行解域是无界的。此时，存在某条射线ρ完全落在可行解域 C 中⎯⎯沿该射

线，函数 f→

c的取值可以任意增长。果真如此，我们就要求算法描述出这样的一条射线。 

(iii) 可行解域的边界上有一条边 e，其外法矢的方向与
→
c相同。在这种情况下，虽然该线性规划

问题是有解的，却不唯一⎯⎯实际上，在 e 上的任一点处，函数 f→

c(p)都达到了最大。 

(iv) 只要不是前面的那三种情况，就肯定有解，而且解是唯一的⎯⎯这个解是 C 的某个顶点，

而且这个顶点是沿着方向
→
c的极点。 

我们的二维线性规划算法，是一个递增式算法。它逐一引入各个约束条件，始终维护当前的最

优解。不过，对于每一当前最优解，该算法不仅要求它是定义明确的，而且还应是唯一的。也就是

说，该算法假定：每一步迭代所对应的可行解域，都属于上述第 (iv)种情况⎯⎯存在唯一的最优顶

点。 

为满足这一要求，可以在待解的线性规划问题中引入两个附加的约束条件，以确保其有界性。

比如，若 cx > 0 且 cy > 0，就增加约束条件 px ≤ M 和 py ≤ M，其中 M ∈ R 是一个很大的数。我们的

想法是，若原来的线性规划问题有界，则只要 M 选得足够大，就不致于对最优解有任何影响。 

在线性规划的很多实际应用中，这类附加条件本来就是某种自然的限制。以铸造问题为例，受

机械上的限制，沿任何接近水平的方向，都不可能移出多面体。比如说，无法沿着与 xy-平面夹角小

于 1 度的方向，将多面体取出。根据这类限制条件，可以立即得出 px和 py绝对值的上限。 

那么，如何才能正确地判别出无界线性规划问题（unbounded linear program）呢？此外，能否

不对解设置人为的强制约束条件，即对有界的问题进行求解呢？第 4.5 节将讨论这些问题。 

为了精确起见，需要明确地对这两个新引入的约束条件做出定义： 

m1  :=  
⎩⎪
⎨
⎪⎧px ≤ M 若cx > 0
-px ≤ M 否则   

m2  :=  
⎩⎪
⎨
⎪⎧py ≤ M 若cy > 0
-py ≤ M 否则   

请注意，m1 和 m2 只是做为
→
c的一个函数，它们都与 H 中具体的半平面无关。可行解域 C0 = m1 ∩ m2

是一个正交的楔形区域。 
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图4-16 按照字典序消除退化情况的歧义性 

情况(iii)的解也可以认为是唯一的。如 图 4-16 所示，为此，需要做另一个简单的约定：如果同

时有多个最优解，我们就按照字典序取其中的最小者。这一约定的效果，就相当于（假想着）对
→
c做

了极小角度的旋转，从而使之不再与任何半平面（的边界）垂直。 

不过，在做如此处理时需要格外小心⎯⎯因为，即便是有界线性规划问题（bounded linear 

program），按照字典序也不见得必定存在一个最小的解（参见 习题 4.11）。只有在强加了m1 和m2

这两个约束条件，才能保证这种情况不致发生。 

只要采用了上述两个约定，就可以保证每个线性规划问题都是可行的，解也是唯一的，而且这

个解必然是可行解域的某个顶点。这个顶点称作最优解顶点（optimal vertex）。 

 

任取一个线性规划问题(H, 
→
c)。我们将其中的半平面依次编号为：h1, h2, …, hn。其中的前 i 个

约束条件，加上专门附加的两个约束条件，就构成了集合 Hi；令 Hi 所对应的可行解域为 Ci： 

Hi  :=  {m1, m2, h1, h2. …, hi} 

Ci  :=  m1 ∩ m2 ∩ h1 ∩ h2 ∩ … ∩ hi 

这样，只要对某个 i 有 Ci = ∅，则对任何 j ≥ i，都有 Cj = ∅⎯⎯也就是说，该线性规划问题是不可行

的。因此，某个线性规划问题一旦成为不可行的，我们就可以立即终止算法。 

 

在引入下一张半平面 hi时，最优解顶点将会如何变化？下面的这则引理回答的正是这个问题。

该引理建立在我们的算法之上。 

〖引理 4.5〗 

设 1 ≤ i ≤ n，而且 Ci 和 vi的定义如上。则有 

(i) 若 vi-1 ∈ hi，则 vi = vi-1； 

(ii) 若 vi-1 ∉ hi，则要么 Ci = ∅，要么 vi ∈ li（其中 li 就是 hi 的边界线）。 

〖证明〗 
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(i) 设vi-1 ∈ hi。因为Ci = Ci-1 ∩ hi，而且vi-1 ∈ Ci-1，所以必有vi-1 ∈ Ci。此外，既然Ci ⊆ Ci-1，

故与原先Ci-1的最优解顶点相比，Ci的最优解顶点不可能更优 ①。因此，vi-1必然还是Ci的最优解

顶点。 

(ii) 设 vi-1 ∉ hi。假设引理不成立，也就是说，Ci不为空，同时 vi也不落在 li上。 

 

图4-17 vi-1 ∉ hi的情况 

如图 4-17 所示，考察线段
——
vi-1vi。首先，我们已知vi-1 ∈ Ci-1；既然Ci ⊆ Ci-1，故必有vi ∈ Ci-1。

考虑到Ci-1的凸性，线段
——
vi-1vi必然整体包含于Ci-1之中。因为vi-1是Ci-1的最优解顶点，而且目标

函数 f→c是线性的，所以在沿着
——
vi-1vi从vi到vi-1的运动过程中，f→c(p)必然是单调递增的。再考虑

——
vi-1vi

与li的交点q。既然vi-1 ∉ hi而vi ∈ Ci，故这个交点必然存在。根据前面的分析，线段
——
vi-1vi包含于

Ci-1之中，因此点q必然属于Ci。由于目标函数沿着
——
vi-1vi是单调递增的，所以f→c(q) > f→c(vi)⎯⎯这

与vi的定义不合。  

 

图4-18 引入下一张半平面 

在引入新的半平面时，有两种可能的情况，图 4-18 画出了这两种情况。如 图 4-18(a)所示，在

已经引入了前四张半平面之后，对应的最优解顶点为v4；继续加入下一张半平面h5，将发现v4 落在h5

之中。这种情况下，最优解顶点保持不变。然而接下来再加入h6 后，发现它不再包含此前的最优解

顶点。在这种情况下，就需要计算出一个新的最优解顶点。根据 〖引理 4.5〗，新的最优解顶点v6

必然落在h6的边界线上（如 图 4-18(b)所示）。那么，具体地如何才能找出这个新的最优解顶点呢？

〖引理 4.5〗并没有回答这个问题。所幸的是，正如马上就要说明的，这个问题并不困难。 

                                                        

① 随着各半平面的不断引入，目标函数必然单调非增。⎯⎯译者 
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现假设当前的最优解顶点 vi-1 没有落在下一张半平面中。此时，可以如此表述待求解的问题： 

在满足约束条件“对任何 h ∈ Hi-1都有 p ∈ h”的前提下，在直线 li上找出一点 p，使

函数 f→c(p)取最大值。 

为了简化这些术语，假设 li 是非垂直的⎯⎯这样，就可以通过 x-坐标来对其做参数化描述。于

是，可以定义出一个函数： 

—
 f→c : R ↦ R 

对于任何点p ∈ li，这个函数都满足f→

c(p) = 
—
 f→

c(px)。对任意一张半平面h，将h的边界线与li之间交

点的x-坐标记作σ(h, li)。（若这个交点不存在，则要么li上的任何点都满足约束条件h，要么li上的任

何点都不满足约束条件h。若是前一种情况，则这个约束条件可以忽略不计；若是后一种情况，则可

以立即报告“这个线性规划问题是不可行的”。如 图 4-19 所示，关于解的x-坐标，我们可以得出一

个约束条件，其形式或者是x ≥ σ(h, li)，或者是x ≤ σ(h, li)。具体为哪种形式，取决于li∩h在左侧有界，

还是在右侧有界。 

 

图4-19 x-坐标的约束条件 

这样，我们就可以将问题重新表述为如下形式： 

在满足 

  x  ≥  σ(h, li) （当 h ∈ Hi-1而且 li∩h 的左侧有界时），或者 

  x  ≤  σ(h, li) （当 h ∈ Hi-1而且 li∩h 的右侧有界时） 

的前提下，使函数
—
 f→c极大化 

这是个一维线性规划问题，可以很快解答。令 

xleft  =  
 

max
 h ∈ Hi-1

 {σ(h, li) : li ∩ h 在左侧有界} 

以及 
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xright  =  
 

min
 h ∈ Hi-1

 {σ(h, li) : li ∩ h 在右侧有界} 

则区间[xleft : xright]就是该一维线性规划问题的可行解域。因此，如果 xleft > xright，对应的线性规划问

题就是不可行的；否则，最优解顶点必然存在于 li 上，而且它或者对应于 xleft，或者对应于 xright⎯⎯

具体是哪个点，取决于具体的目标函数。 

需要指出的是，由于约束条件 m1 和 m2 的引入，这种一维线性规划问题将不可能是无界的。 

这样，我们就得出了如下引理。 

〖引理 4.6〗 

每个一维线性规划问题都可在线性时间内求解。因此，若出现 〖引理 4.5〗中的情况(ii)，则在O(i)

时间内，要么可以计算出更新后的最优解顶点vi，要么可以判断出这个线性规划问题是不可行的。 

 

接下来更具体地介绍线性规划问题的算法。与此前一样，依然用 li 表示半平面 hi的边界线。 

算法 2DBOUNDEDLP(H, 
→
c, m1, m2) 

输入：一个线性规划问题(H∪{m1, m2}, 
→
c)，其中 H 为 n 张半平面所组成的一个集合 

  
→
c ∈ R2 

 m1和 m2为解设定了边界 

输出：若(H∪{m1, m2}, 
→
c)是不可行的，则报告这一情况 

 否则，报告出使 f→c(p)达到最大的（依字典序的）最小点 

1.  令 v0为 C0的角点 

2.  令 h1, h2, …, hn为 H 中的各张半平面 

3.  for i ← 1 to n 

4.   do if (vi-1 ∈ hi) 

5.     then vi ← vi-1 

6.     else vi ← 点 p 
      (* p 来自 li上，它满足 Hi-1中的所有约束条件，而且使 f→c(p)达到最大 *) 

7.       if (点 p 不存在) 

8.        then 报告“该线性规划问题不可行”，然后退出 

9.  return vn 

 

以下分析该算法的性能。 
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〖引理 4.7〗 

算法 2DBoundedLinearLP 可以使用线性的空间，在 O(n2)时间内，求解任何一个含有 n 个约束条件的

双变量有界线性规划问题。 

〖证明〗 

为证明该算法能够正确地得出解答，需要证明，在经过每次迭代⎯⎯也就是每引入一张新

的半平面hi⎯⎯之后，点vi总是Ci的最优解顶点。根据〖引理 4.5〗，可以立即证明这一点。倘

若在li上的一维线性规划问题是不可行的，则Ci必是空集，于是C = Cn ⊆ Ci也必是空集⎯⎯这说

明，该线性规划问题是不可行的。 

至于该算法只需要线性的空间这一点，可以很容易证明。我们逐一引入各张半平面，总共

迭代 n 轮。其中第 i 轮所消耗的时间，主要花在算法的第 6 行上。因为这项工作是求解一个一

维线性规划问题，所以需要的时间量为 O(i)。这样，总共需要的时间量不会超过 

∑
i=1

n
 O(i) = O(n2) 

这正是本引理的结论。  

 

图4-20 最坏情况 

尽管我们的线性规划算法简单得很，但是其运行时间却令人失望⎯⎯即使是与此前所介绍的那

个计算整个可行解域的算法相比，它的速度也要慢很多。那么，我们对时间性能的分析是否过于粗

糙呢？每一轮迭代所需的时间，我们都是用O(i)来估计。毕竟，这个上界（upper bound）并不总是紧

的⎯⎯只有在vi-1 ∈ hi的时候，第i轮迭代才需要θ(i)时间；而要是vi-1 ∈ hi，则只需常数时间。因此，

只要能够界定最优解顶点发生变化的次数，或许能够得出一个更好的运行时间复杂度。然而不幸的

是，（在最坏情况下）最优解顶点的确可能需要改变n次⎯⎯对于某些半平面集，的确存在某些次序，

按照这种次序每引入一张新的半平面，都会使此前的最优解顶点不再是最优的。图 4-20 就是一个例

子。此时该算法确实需要运行Θ(n2)时间。那么，如何才能避开这类讨厌的情况呢？ 
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4.4 随机线性规划 

以上所举的例子中，最优解顶点需要改变 n 次。重新审视这一例子后我们可能会意识到，问题

的关键并不在于做为输入的半平面集。若按照另一次序（比如 hn, hn-1, …, h3）引入各张半平面，则

尽管在加入 hn 时最优解顶点的确需要改变，但此后再也不会改变。读者可能会猜测：对任一半平面

集 H，都存在某种“好”的处理次序。这个猜想正确与否？答案是肯定的。然而，这依然于事无补。

即使这样的次序的确存在，要想具体地找出这样一个次序也绝非易事。毕竟，这样的一个次序必须

在算法的一开始就找出⎯⎯然而此时，我们对各半平面之间相交的情况还一无所知。 

这样，就出现了一个绕有趣味的现象。我们的确找不到任何方法，可以（在事先）确定 H 的一

个次序，以保证运行的时间性能足够好。尽管如此，只要通过一种非常简单的方法，就可以让我们

走出困境。这个方法就是，直接采用 H 的一种随机次序（random ordering）。自然地，按照这种策

略，我们的运气还是有可能会很糟，以至于采用的次序依然会导致平方量级的运行时间。然而要是

运气好的话，我们选用的次序也会使算法运行得更快。事实上，下面马上就将证明，大多数的次序

都会导致一个快速的计算过程。为了保持完整性，首先将该算法“复述”一遍： 

算法 2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP(H, 
→
c, m1, m2) 

输入：一个线性规划问题(H∪{m1, m2}, 
→
c) 

 (* 其中 H 为由 n 张半平面组成的一个集合，
→
c ∈ R2，m1和 m2为解设定了边界 *) 

输出：若(H∪{m1, m2}, 
→
c)是不可行的，则报告这一情况 

 否则，报告出使 f→c(p)达到最大的（依字典序的）最小点 

1.  令 v0为 C0的角点 

2.  调用 RANDOMPERMUTATION(H[1…n])，生成这些半平面的一个随机排列：h1, h2, …, hn 

3.  for i ← 1 to n 

4.   do if (vi-1 ∈ hi) 

5.     then vi ← vi-1 

6.     else vi ← 点 p 
      (* p 来自 li上，它满足 Hi-1中的所有约束条件，而且使 f→c(p)达到最大 *) 

7.       if (点 p 不存在) 

8.        then 报告“该线性规划问题不可行”，然后退出 

9.  return vn 

与前面的那个算法相比，只有第 2 行不同⎯⎯这里，在开始逐一引入各张半平面之前，首先随

机地打乱它们的次序。为此需要假设：我们可以使用某个现成的随机数发生器（random number 

generator）。对于任一整数k，这个发生器都能够在常数时间内，给出介于 1 到k之间的一个随机整
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数Random(k)。这样，采用如下算法，就可以在线性时间内生成一个随机排列次序 ①。 

算法 RANDOMPERMUTATION(A) 

输入：数组 A[1…n] 

输出：由输入数组中各元素组成的另一个数组 A[1…n]，其中各元素的次序已经随机打乱 

1.  for k ← n downto 2 

2.   do rndindex ← Random(k) 

3.    Exchange(A[k], A[rndindex]) 

这个新的算法，称为随机算法（randomized algorithm）。也就是说，其运行时间具体是多少，

取决于它所做出的一系列随机选择。（就目前的线性规划算法而言，其中的随机选择是在子程序

RANDOMPERMUTATION 中进行的。） 

 

在将我们的递增式线性规划算法改写成随机式版本之后，算法的执行时间将是多少呢？这一问

题不易回答。运行时间具体多少，完全取决于第 2 行所计算出来的次序。考察由 h 张半平面组成的

一个固定的集合 H。第 2 行确定了哪种次序，2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP 就会按照该次序来处理其

中各张半平面。既然 n 个对象可能的排列共有 n!种，算法也就相应地有 n!种执行的方式，而每一种

方式也各有其不同的运行时间。排列是随机选取的，故各种运行时间出现的可能性也相同。因此，

需要分析该算法的期望运行时间（expected running time）⎯⎯也就是全部共 n!种可能排列次序的平

均运行时间（average running time）。以下引理指出，我们的随机线性规划算法的期望运行时间为

O(n)。这里对算法的输入并没有做任何假设，认识到这一点很重要。这里所说的“期望”，是相对

于对各半平面进行处理的随机次序而言；而且，这个结论对任何半平面集都成立。 

〖引理 4.8〗 

任一包含 n 个约束条件的二维线性规划问题，都可以在 O(n)的期望运行时间内得到解答；而且，所

需要的空间在最坏情况下也不会超过线性规模。 

〖证明〗 

正如此前已经看到的，该算法所需要的空间必是线性的。 

调用子函数 RANDOMPERMUTATION的时间总共为 O(n)，因此下面只需要对引入半平面 h1, …, 

hn所花费的时间进行估计。每加入一张半平面，若最优解顶点无需改变，则只需常数的时间。

                                                        

① 这一结论在理论上的确成立，但在实践中却值得商榷。通常的随机数生成算法，本质都是一样的：取 rand(x) = 
(a + b × x) mod p，其中 a 为随机种子，b 为固定的步长，p 为足够大的素数。因此，按照这种方式生成的“随
机”排列序列，将完全取决于随机种子 a 的选取。然而实际上，只要元素的数目 n > 20，可能的排列次序就将
多达 n! > 264种。也就是说，即使采用 64 位无符号的整数，也无法覆盖所有可能的序列。⎯⎯译者 
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要是最优解顶点有所变化，我们就需要去求解一个一维线性规划问题。那么，求解所有这类一

维线性规划问题所需的时间，总共是多少呢？现在，我们就来对此做一界定。 

取随机变量 Xi，若 vi-1 ∉ hi，其取值就为 1，否则为 0。你应该记得，包含 i个约束条件的

一维线性规划问题的求解需要 O(i)时间。因此，所有半平面总共消耗在第 6 行上的时间就是 

∑
i=1

n
 O(i) · Xi 

为了界定上述和式的期望值，需要利用期望的线性律（linearity of expectation）⎯⎯一组

随机变量总和的期望值，等于这些随机变量各自期望值的总和。即便其中的随机变量不是相互

独立的，该性质也依然满足。这样，为求解这些一维线性规划问题，总体运行时间的期望值为 

E [∑
i=1

n
 O(i) · Xi] = ∑

i=1

n
 O(i) · E[Xi] 

那么，E[Xi]又是多少呢？它正好等于 vi-1 ∉ hi的概率。以下就来分析这个概率。 

 

图4-21 由Cn到Cn-1的后向分析 

这里将采用一种称作“后向分析”（backward analysis）的技术⎯⎯也就是说，“倒过来”

考察这个算法。如 图 4-21 所示，假设算法已经运行结束，并计算出了最优解顶点vn。既然vn

是Cn的一个顶点，它肯定是由至少两张半平面（的边界线）确定的。现在，将时间倒退一步，

反过来考察Cn-1。我们注意到，可以认为Cn-1是从Cn得到的⎯⎯为此，只需将hn删去。在这一过

程中，最优解顶点会发生什么变化呢？这个点如果发生变化，只有一种可能⎯⎯vn不是Cn-1 沿

着
→
c方向的那个极大顶点。也就是说，hn必然是参与确定vn的半平面之一。然而，所有半平面都

是按照随机次序引入的，因此，hn只是{h1, h2, …, hn}中随机的一员。这样，hn是确定vn的半平

面之一的概率，至多为
2
n。  



第 4 章 线性规划：铸模制造 4.5 无界线性规划问题 

105 

 

图4-22 多张半平面的边界同时穿过vn 

为什么说是“至多“呢？首先，如 图 4-22 所示，可能有多于两张半平面的边界同时穿过vn。

其中，有两张半平面包含了与vn相关联的两条边。在这种情况下，无论删除这两张半平面中的

那一张，都不会对vn有任何影响。此外，vn也有可能是由m1和m2定义的，而它们都不是hn的n

个随机候选。在这两种情况中，上述概率都严格地小于
2
n。 

以上分析过程，适用于算法的每一步⎯⎯为了界定 E[Xi]，我们可以固定前 i 张半平面。这

样，就确定了 Ci。而为了对此前最后一步（亦即加入 hn时）的情况进行分析，我们可以再次地

反过来思考。在引入 hi后，需要重新计算一个新的最优解顶点的概率是多少呢？这个概率，正

好等于在将某张半平面从 Ci中删除之后，最优解顶点发生改变的概率。后一事件的发生，只有

一种可能⎯⎯被删除的半平面，是来自于已经被固定了的集合{h1, …, hn}的至多两张特定半平

面之一。这些半平面都是按照随机次序引入的，故 hi是这种特定半平面之一的可能性至多为
2
i。

当然，得出这一概率值的前提是，前 i 张半平面构成 H 的某个固定的子集。不过反过来，只要

是一个固定的子集，就必然可以得出这一上界⎯⎯亦即，该上界是无条件成立的。于是，就有

E[Xi] ≤ 
2
i。现在，对于一维线性规划问题求解的期望运行时间，我们可以给出如下上界： 

∑
i=1

n

 O(i) · 
2
i  = O(n) 

至于算法其余部分所消耗的时间，根据我们在此前的分析，也是 O(n)。  

 

需要再次强调的是，这里所指的“期望”，只是相对于算法可能做出的各种随机选择而言。我

们并不是对所有可能的各种输入情况进行平均。总而言之，对于由 n 张半平面组成的任何一个输入

集，该算法的期望运行时间都是 O(n)⎯⎯也就是说，没有哪个输入集是“坏”的。 

4.5 无界线性规划问题 

在前几节中，为了回避无界线性规划问题，我们人为地引入了两个附加约束条件。这种方法并
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不总是能够奏效。就算待解的线性规划问题是有界的，我们也可能不知道多大的 M 才足以使之有界。

此外，在实际应用中，无界线性规划问题的确会出现，对于这类问题，我们也必须能够正确地解答。 

首先来看看，如何才能判别某一线性规划问题(H, 
→
c)是否无界。正如此前已知，这意味着存在

某条射线ρ，它完全包含在该问题的可行解域当中⎯⎯于是沿着该射线，函数 f→

c的取值可以任意增长。 

若将该射线的起点记作 p，其方向记作矢量
→
d，则可以得出ρ的参数化描述如下： 

ρ  =  { p + λ
→
d : λ > 0 } 

函数 f→

c的取值可任意增长，当且仅当
→
d·

→
c > 0。另一方面，任一 h ∈ H 都对应于两条法矢，它们

以边界线为基准，分别指向两侧；若将其中指向可行解域一侧的那条法矢记作
→
η，则还有

→
d·

→
η(h) ≥ 0。

以下引理将指出：在判断一个线性规划问题是否无界时，这两个条件不仅必要，而且也充分。 

〖引理 4.9〗 

一个线性规划问题是无界的，当且仅当存在某个矢量
→
d满足

→
d·

→
c > 0 的，同时使得对于任何 h ∈ H，

不仅有
→
d·

→
η(h) ≥ 0，而且若令 H' = {h∈H : 

→
η(h)·

→
d = 0}，则线性规划问题(H', 

→
c)总是可行的。 

〖证明〗 

根据上面的分析，“仅当”的方向可以直接得证。因此，只需证明“当”的方向。 

我们来考察任意一个线性规划问题(H, 
→
c)以及满足本引理条件的一个矢量

→
d。既然(H', 

→
c)

是可行的，则其中必然存在一个点 p0 ∈ ∩h∈H'h。现在取射线ρ0 := {p0 + λ
→
d : λ > 0}。因为对

任何 h∈H'都有
→
d·

→
η(h) = 0，所以射线ρ0必然完全被包含在每张 h∈H'之内。此外，由于

→
d·

→
c > 0，

故沿着射线ρ0，函数 f→c的取值必然可以任意地增长。 

对任一 h ∈ H\H'，都有
→
d·

→
η(h) > 0。这就说明，必然存在某个参数λh，使得对任何的λ ≥ λh，

都满足 p0 + λ
→
d ∈ h。现在，令λ' := max h∈H\H' λh，令 p := p0 + λ'

→
d。于是，我们就知道射线 

ρ = { p + λ
→
d : λ > 0} 

必然完全落在每张半平面 h ∈ H 之内，这就意味着，(H, 
→
c)是无界的。  

 

这样，我们就可以仿照第 4.1 节的处理方法，判断出任意给定的二维线性规划问题(H, 
→
c)是否无

界，并进而求解一个一维线性规划问题。 

首先，对坐标系进行旋转，以使
→
c垂直向下⎯⎯即

→
c = (0, 1)。满足

→
d·

→
c > 0的任一方向矢量

→
d = (dx, 
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dy)，都可以规范化为
→
d = (dx, 1)的形式，并进而表示为直线 y = 1 上的一个点 dx。给定一个单位矢量

→
η(h) = (ηx, ηy)，不等式 

→
d·

→
η(h)  =  dxηx + ηy  ≥  0 

可以转化为另一个不等式：dxηx ≥ -ηy。于是就得到了一组共 n 个线性不等式⎯⎯或换而言之，一个

一维线性规划问题
⎯
H。（实际上，这的确有滥用术语之嫌⎯⎯因为做为一个线性规划问题，除了一

组约束条件之外，还应该有一个目标函数。不过，鉴于我们在这里并不在乎其可行性，暂时忽略目

标函数反而会更为方便。） 

若
⎯
H有一个可行解 d*

x，则定义一个子集 H'⊆H，对于其中的每张半平面 h，这个解都是紧的⎯⎯

亦即，必须满足 d*
xηx + ηy = 0。我们仍然需要确认，不等式组 H'是可行的。如此一来，岂不是又回到

了二维线性规划问题吗？的确如此，不过，这是一个很特别的问题⎯⎯对于每一张 h ∈ H'，其法矢
→
η

(h)都与 d = (d*
x, 1)垂直。这就意味着，h 的边界线必然与

→
d平行。换而言之，H'中所有半平面的边界

线都相互平行，因此在用 x-坐标轴对它们求交之后，将再次得到一个一维线性规划问题
⎯
H'。若

⎯
H'是

可行的，则最初的线性规划问题必是无界的，而且正如在上述引理（的证明）中那样，可以在 O(n)

时间内，构造出一条可行的射线ρ。反之，若
⎯
H'是不可行的，则 H'也不可行，因而 H 也不可行。 

如果
⎯
H没有一个可行解，那么根据上述引理，最初的那个线性规划问题(H, 

→
c)必然是有界的。

此外，在这种情况下，我们是否还可以得出更多的信息呢？你应该还记得一维线性规划问题的解（的

判断准则）⎯⎯H 是不可行的，当且仅当那些左侧有界的射线中边界的最大值，要大于那些右侧有

界的射线中边界的最小值。如果将这两条射线分别记作
⎯
h1和

⎯
h2，这个充要条件就等价于“

⎯
h1和

⎯
h2的

交集为空”。若将对应于这两个约束条件的那两张原始的半平面分别设为 h1和 h2，则该充要条件可

以进一步等价于“({h1, h2}, 
→
c)是有界的”。因此，我们可以将 h1 和 h2 称作“凭证”⎯⎯因为，它们

“证明”了(H, 
→
c)的确是有界的。 

这种凭证有多大作用？若能够注意到下面这个事实，你就应该对其作用看得很清楚了：只要找

到这样的两个凭证 h1和 h2，就可以象在 2DRANDOMIZEDBOUNDEDLP 中使用 m1和 m2 那样对它们加

以利用。这意味着，我们不再需要人为地去设置条件，以对解的允许范围进行强制性限定。 

同样地，在此也必须格外细心。有一种特殊情况是：虽然线性规划问题({h1, h2}, 
→
c)是有界的，

但是按照字典序，却不存在一个最小的解。当这里的一维线性规划问题因为单一的某个约束条件 h1

而不可行时（具体地，也就是当
→
η(h1) = -

→
c = (0, -1)时），就会发生这种情况。如果遇到这种情况，

可以对半平面列表的其余部分进行扫描，试图找出满足 ηx(h2) > 0 的某张半平面 h2。如果能够找到这
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样的一张半平面，h1 和 h2 就可以做为凭证，它们确保了一个唯一的字典序最小解的存在性。反过来，

要是这样的 h2 不存在，那么这个线性规划问题要么不可行，要么不存在一个字典序最小的解。可以

将所有满足
→
ηx(h) = 0 的半平面构成一个一维线性规划问题，通过求解这个一维线性规划问题，就可

以解决原来的问题。如果这个问题是可行的，就可以返回方向为(-1, 0)的一条射线ρ，该射线上的每

个点都是可行的最优解。 

至此，已经可以给出一个求解二维线性规划问题的通用算法如下： 

算法 2DRANDOMIZEDLP(H, 
→
c) 

输入：线性规划问题(H, 
→
c)，其中 H 为由 n 张半平面组成的一个集合，

→
c ∈ R2。 

输出：若(H, 
→
c)是无界的，则返回一条射线 

 若不可行，则返回两到三张作为凭证的半平面 
 否则，在使函数 f→c达到最大的那些点中，返回字典序最小者。 

1.  判断是否存在某个方向矢量
→
d，满足

→
d·

→
c > 0，并且对所有的 h ∈ H 都有

→
d·

→
η(h) ≥ 0 

2.  if (这样的 
→
d存在) 

3.   then 计算出 H'，并判断 H'是否可行 

4.     if (H'是可行的) 

5.      then 报告一条可以证明(H, 
→
c)无界的射线，然后退出算法 

6.      else 报告“(H, 
→
c)是不可行的”，然后退出算法 

7.  令 h1, h2 ∈ H 为所谓的“凭证”半平面 

  (* 它们确保了(H, 
→
c)的有界性，同时说明按照字典序，该问题存在唯一的最小解 *) 

8.  令 v2为 l1和 l2的交点 

9.  设 h3, h4, …, hn为 H 中其余半平面的一个随机排列 

10. for i ← 3 to n 

11.  do if (vi-1 ∈ hi) 

12.    then vi ← vi-1 

13.    else vi ← p 
      (* p 来自 li上，它满足 Hi-1中所有约束条件，并使函数 f→c达到最大 *) 

14.      if (p 不存在) 

15.       then 令 hj和 hk为满足 hj ∩ hk ∩ li = ∅的两张凭证半平面 
 (* j, k < i，但是有可能 hj = hk *) 

16.         报告“该线性规划问题是不可行的” 
 提供凭证半平面 hi、hj和 hk 
 退出算法 

17. return vn 
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以上分析，可以归纳为如下定理： 

〖定理 4.10〗 

即使是在最坏情况下，使用不超过线性规模的空间，也可以在 O(n)的随机期望运行时间内，对包含

n 个约束条件的任何二维线性规划问题进行求解。 

4.6 *高维空间中的线性规划 

前面几节中所介绍的线性规划算法，可以推广至高维空间。当空间的维度不是很高时，与诸如

单纯形法等传统的方法相比，我们更加倾向于采用这里介绍的算法。 

 

在 Rd 中任取 n 张闭的半平面，组成集合 H。对于任意矢量
→
c = (c1, …, cd)，我们都找出一个点 p 

= (p1, …, pd) ∈ Rd，使得对于任一 h∈H，p 都在 h 之内，而且 p 使线性函数 f→

c(p) := c1p1 + … + cdpd 达

到最大。在该问题时有界的时候，为了保证解的唯一性，可以在所有使 f→

c(p)达到最大的那些点中，

按照字典序找出最小者，作为最优解顶点。 

与平面的情况一样，我们也是递增式地逐一引入对应于各约束条件的半空间，并在此过程中不

断对最优解进行更新。为了使之可行，在其中的每一步我们都同样需要确认，最优解存在而且唯一。

为此，可以沿用上一节的做法⎯⎯先判断该线性规划问题是否有界。如果有界，就可以找出一组共

d 个凭证半空间 h1, …, hd ∈ H，它们确保了解的有界性，同时也确保了一个字典序最小解的存在性和

唯一性。找出这些凭证半空间的具体方法将在稍后讨论，目前还是让我们将注意力放在主算法上。 

在确认该线性规划问题的有界性之后，可以得到 d 个凭证半空间，令它们分别为 h1, …, hd；至

于 H 中其余的（n-d 个）半空间，则将它们随机打乱次序，并分别记作 hd+1, hd+2, …, hn。另外，我们

将在引入前 i 个半空间后对应的可行解域记作 Ci，d ≤ i ≤ n。亦即 

Ci := h1 ∩ h2 ∩ … ∩ hi 

将Ci中的最优解顶点（也就是使f→

c达到最大的那个顶点）记作vi。根据 〖引理 4.5〗，可以得到一种

在二维情况下维护和更新最优解顶点的简单方法⎯⎯新的最优解顶点要么与此前的一样，要么必然

落在最新引入的半平面hi的边界线上。下面的这则引理，将这一结果推广到更高维的情况；其实，只

要将 〖引理 4.5〗的证明方法直接进行推广，就可以证明该引理。 
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〖引理 4.11〗 

设 1 ≤ i ≤ n，而且 Ci 和 vi的定义如上。则有： 

(i) 若 vi-1 ∈ hi，则 vi = vi-1； 

(ii) 若 vi-1 ∉ hi，则要么 Ci = ∅，要么 vi ∈ gi，其中 gi为 hi 的边界超平面。 

如果将 hi 的边界超平面记作 gi，那么只要找出交集 gi ∩ Ci-1中的最优解顶点，就可以找到 Ci 的

最优解顶点 vi。 

然而，如何才能在 gi ∩ Ci-1 中找出最优解顶点呢？在二维情况中，这可以在线性时间内轻而易

举地办到⎯⎯因为，这个问题的范围仅限于一条直线上。我们再来考察三维的情况。在三维空间中，

gi为一张平面，故 gi ∩ Ci-1 是一个二维的凸多边形区域。又该如何找到 gi ∩ Ci-1 的最优解顶点呢？我

们必须求解一个二维线性规划问题！原来定义于 R3 中的线性函数 f→

c，将在 gi中导出另一个线性函数；

而我们的任务，就是在 gi ∩ Ci-1 中找出一个点，使得这个新的函数达到最大。当然，要是
→
c碰巧与 gi

垂直，则 gi 上的所有点都是一样“好”的（对该函数的取值相同）⎯⎯在这种情况下，根据约定，

应该取其中字典序的最小者。为此，可以选取一个适当的目标函数⎯⎯例如，只要 gi 与 x1-坐标轴不

垂直，就可以通过将矢量(-1, 0, 0)到 gi 的投影当作矢量
→
c。 

因此，在三维情况中，可以按照如下方法来找出 gi ∩ Ci-1中的最优解顶点：首先计算出所有这

i-1 个半空间与 gi 的交集，然后将下面四个矢量 

→
c, 

⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞-1

0
0

, 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞0

-1
0

, 
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞0

0
-1

 

依次投影到 gi 上，直到某一个的投影非零。这样，就得到了一个二维空间中的线性规划问题，我们

可以利用 2DRANDOMIEDLP 算法来解答它。 

 

读到此处，读者或许会琢磨一个问题：如何才能处理 d-维空间中的一般性情况呢？在 d-维空间

中，gi 是一张超平面，即一个(d-1)-维子空间（subspace），而我们的任务，是要在交集 Ci-1 ∩ gi 中找

出一个点，使得函数 f→

c达到最大。这是一个(d-1)-维的线性规划问题，因此，可以递归地调用我们的

算法⎯⎯当然，这是该算法针对(d-1)-维的一个版本。这种递归将一直进行下去，直到待解决的问题

变成一个一维线性规划问题⎯⎯这个问题可以在线性时间内直接求解。 

我们依然需要判断，该线性规划问题是否有界；如果的确有界，还必须进一步找出合适的凭证。

〖引理 4.9〗对任何维度都是成立的，我们首先要对此做一验证。实际上，该引理及其证明都不需做

任何改动。根据这则引理，d-维的线性规划问题(H, 
→
c)是有界的，当且仅当某个(d-1)-维的线性规划

问题是不可行的。我们将通过递归调用，来解决这个(d-1)-维的线性规划问题。 
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如果这个(d-1)-维的线性规划问题是可行的，就可以得到一个方向矢量
→
d。而原先的那个d-维线

性规划问题，要么沿着方向
→
d是无界的，要么就是不可行的。究竟是哪种情况呢？只要按照 〖引理

4.9〗中的定义找出H'，并检查(H', 
→
c)是否可行，就可以判断出来。那么，这又应该如何判断呢？既

然H'中每一个半空间的边界都与
→
d平行，这实质上就是另一个(d-1)-维的线性规划问题，因此只需再

次进行递归调用，就可以解决这个问题。 

反之，如果这个(d-1)-维的线性规划问题是不可行的，通过对它进行“求解”，就可以得到 k 个

凭证半空间 h1, h2, …, hk ∈ H，其中 k < d⎯⎯根据这些半空间，可以说明(H, 
→
c)是有界的。若 k < d，

则({h1, …, hk}, 
→
c)的最优解集必然是无界的。此时，这些最优解构成了一个(d-k)-维的子空间。我们

将判断一下，限制于该子空间中的这个线性规划问题，关于字典序是否有界。如果不是，我们就返

回这个解；否则，将不断重复这一过程，直到得到一组共 d 个凭证⎯⎯此时，解必然是唯一存在的。 

算法的主体框架如下。这里还是用 gi 来表示半空间 hi 的边界超平面。 

算法 RANDOMIZEDLP(H, 
→
c) 

输入：线性规划问题(H, 
→
c)，其中 H 为 Rd中的一组共 n 个半空间，

→
c ∈ Rd 

输出：若(H, 
→
c)无界，则返回一条射线 

 若该问题是不可行的，则返回不超过(d+1)个凭证半空间 
 否则，返回使函数 f→c(p)达到最大的一个字典序最小点 p 

1.  检查是否存在某个矢量
→
d，满足

→
d·

→
c > 0，而且对所有 h∈H 都有

→
d·

→
η(h) ≥ 0 

2.  if (
→
d存在) 

3.   then 计算 H'，并且检查 H'是否可行 

4.     if (H'是可行的) 

5.      then 报告一条射线 (* 该射线的存在，说明(H, 
→
c)是无界的 *) 

       退出算法 

6.      else 报告“(H, 
→
c)不可行”，同时还要提供凭证 

       退出算法 

7.  令{h1, h2, …, hd}为证明“(H, 
→
c)有界”的一组凭证 

8.  令 vd为{g1, g2, …, gd}的公共交点 

9.  生成 H 中其余各半空间{hd+1, hd+2, …, hn}的一个随机排列 

10. for i ← d+1 to n 

11.  do if (vi-1 ∈ hi) 

12.    then vi ← vi-1 

13.    else vi ← gi上的一个点 p 



第 4 章 线性规划：铸模制造 4.6 *高维空间中的线性规划 

112 

      (* p 同时满足约束条件{h1, …, hi-1}，并使函数 f→c(p)达到最大 *) 

14.      if (p 不存在) 

15.       then 找出不超过 d 个凭证半空间，组成集合 H* 
         (* H*的存在，证明该(d-1)-维线性规划问题是不可行的 *) 

16.         报告“该线性规划问题”是不可行的，并 
         提供凭证集H* ∪ {hi}①； 
         退出算法 

17. return vn 

 

RANDOMIZEDLP 算法的性能如何？下面的定理回答了这一问题。只要将 d 看作一个常数，就可

以得出关于时间的一个 O(n)上界。尽管如此，不妨还是应该更加精细地分析一下 d 对运行时间的影

响⎯⎯参见下面这则定理证明的后面部分。 

〖定理 4.12〗 

对于每一固定的维数 d，任何含有 n 个约束条件的 d-维线性规划问题，都可以在 O(n)的期望运行时

间内得到解答。 

〖证明〗 

我们必须证明的是：存在某个常数Cd，使得算法的期望运行时间不会超过Cdn。为此，可

以对维数d进行归纳。首先，在二维空间中，根据〖定理 4.10〗可以直接得出这个结论，因此

现在假定d > 2。这里的归纳过程，与 2-维情况的证明基本相同。 

我们一开始所做的工作，是求解不超过 d 个(d-1)-维的线性规划问题。根据归纳假设，这

需要花费 O(dn) + dCd-1n 的时间。 

接下来，我们的算法还要花费 O(d)时间，以计算出 vd。检查 vi-1∈hi 是否成立，也要消耗

O(d)时间。因此，若暂时不计入第 13 行消耗的时间，则运行时间就是 O(dn)。 

在第 13 行，需要将
→
c投影到 gi上（这需要 O(d)时间）；然后，分别将 i 个半空间与 gi求交

（这需要 O(di)时间）。最后，还要递归地求解一个包含(i-1)个半空间的(d-1)-维线性规划问题。 

定义一个随机变量 Xi如下：如果 vi-1∉hi，它就取值为 1，否则为 0。这样，该算法的总体

期望运行时间就不会超过 

O(dn) + dCd-1n + ∑
i=d+1

n
 (O(di) + Cd-1(i-1)) · E[Xi] 

                                                        

① 原书此处误作 H* ∪ hi。⎯⎯译者 
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为了界定 E[Xi]，我们将再次采用后向分析的方法。考虑已经加入了 h1, …, hi之后的状态。

既然此时的最优解顶点是 Ci的一个顶点，它必然是由其中的 d 个半空间（通过相交）确定的。

现在，将时间倒退一步。这样里所说的“倒退”，也可以理解为将这 i 个半空间之一删除。若

删除之后最优解顶点会发生变化，则这个半空间必然是确定vi的那d个半空间之一。因为hd+1, …, 

hi是随机排列的，所以这种情况发生的概率不会超过
d
i-d。 

由此，关于该算法的期望运行时间，我们可以得出如下上界： 

O(dn) + dCd-1n + ∑
i=d+1

n

 (O(di) + Cd-1(i-1)) · 
d
i-d 

这个上界可以进一步放大至 Cdn，其中 Cd = O(Cd-1d)⎯⎯也就是说，可以取一个与维数无

关的常数 c，使得 Cd = O(cd · d!)。  

 

若 d 的确是常数，则称“该算法在线性时间内运行结束”倒也无可厚非。但此结论极易被误解。

因为随着 d 的提高“常”系数 Cd 将急速增长，故只有在维数不高的情况下，该算法才是有用的。 

4.7 *最小包围圆 

上面所介绍的随机技术，其实际的威力之大令人吃惊。除了常规的线性规划问题之外，这种方

法还可以应用于其它各种各样的优化问题。以下就讨论这样的一个问题。 

 

图4-23 机械手 

如 图 4-23 所示，考察固定在工作平台上的一只机械手（robot arm）。其任务是：捡起散落在不

同位置的多个零件，并移送到别的地方。那么，这只机械手的底座应该选在哪里呢？根据直觉，应

选在机械手需够着的那些位置的“中心”。准确地讲，也就是包围这些点的那个最小圆的圆心⎯⎯

该位置的好处是，可使机械手的底座到它需要够着的那些点的最大距离最小化。于是可得如下问题：

给定由平面上n个点所组成的一个集合P（对应于机械手需要够着的工作平台上的那些位置），试找

出P的最小包围圆（smallest enclosing disc）⎯⎯亦即，包含P中所有点、半径最小的那个圆。这个最

小包围圆必然是唯一的⎯⎯参见下面的 〖引理 4.14〗，该引理将给出一个更具一般性的结论。 
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与此前各节的做法一样，这里也将为该问题设计一个随机增量式算法（randomized incremental 

algorithm）。首先，将 P 中各点打乱成一个随机排列 p1, …, pn。令 Pi := {p1, …, pi}。我们将逐一引入

这些点，并在此过程中动态维护和更新 Di⎯⎯相对于 Pi 的最小包围圆。 

线性规划问题中之所以能够方便地动态维护最优解顶点，是因为有一个很好的条件：每加入一

张半平面，只要此前的最优解顶点包含于其中，就不必对其进行修改；否则，新的最优解顶点必然

位于这个新半空间的边界上。那么，最小包围圆问题是否也具有类似性质呢？答案是肯定的。 

 

图4-24 若pi ∈ Di-1，则Di = Di-1 

〖引理 4.13〗 

设 2 < i < n，Pi和Di的定义如上。则有： 

(i) 若pi ∈ Di-1，则Di = Di-1（如 图 4-24 所示）； 

(ii) 若pi ∉ Di-1，则pi必然落在Di的边界上。 

这个引理的证明将在稍后给出⎯⎯因为我们首先想知道，应该如何利用这个性质，设计出一个

类似于线性规划算法的随机增量式算法。 

算法 MINIDISC(P) 

输入：由平面上 n 个点组成的一个集合 P 

输出：P 的最小包围圆 

1.  将 P 中各点随机排列成 p1, …, pn 

2.  令 D2为对应于{p1, p2}的最小包围圆 

3.  for i ← 3 to n 

4.   do if pi ∈ Di-1 

5.     then Di ← Di-1 

6.     else Di ← MINIDISCWITHPOINT({p1, …, pi-1}, pi) 

7.  return Dn 

其中关键的一步，就是 pi ∉ Di-1 时的处理。我们需要另一个子程序，它能在“pi 必须位于圆的

边界上”这一限制性前提下，找到 Pi 的最小包围圆。那么，应该如何实现这个子程序呢？令 q := pi。

我们将再次采用几乎相同的算法结构⎯⎯按照随机次序逐一引入 Pi-1 中的各点，在此过程中，还要
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动态地维护和更新 Pi-1∪{q}的最小包围圆。不同的是，这里多了一个附加的约束条件：这个最小包

围圆的边界必须穿过 q。点 pj的引入，可以利用这样一个性质：若 pj包含于当前的最小包围圆中，

则该最小包围圆无需改动；否则，pj 必然落在新的最小包围圆的边界上。因此在后一种情况中，最

小包围圆的边界必然同时穿过 q 和 pj。我们可以得出如下的子程序： 

算法 MINIDISCWITHPOINT(P, q) 

输入：由平面上 n 个点构成的一个集合 P，以及另一个点 q 
 (* 存在 P 的某个包围圆，其边界穿过 q *) 

输出：在满足“边界穿过点 q”的前提下，P 的最小包围圆 

1.  将 P 中各点打乱成一个随机排列：p1, …, pn 

2.  令D1为边界同时穿过q和p1的最小圆 ① 

3.  for j ← 2 to n 

4.   do if (pj ∈ Dj-1) 

5.     then Dj ← Dj-1 

6.     else Dj ← MINIDISCWith2Points({p1, …, pj-1}, pj, q) 

7.  return Dn 

 

那么，应该如何在“其边界必须同时穿过 q1和 q2”的前提下，找到一个给定集合的最小包围圆

呢？我们依然可以“故伎重演”。也就是说，按照随机的次序逐一引入其中各点，在此过程中动态

维护最优的圆。在引入点 pk 时，倘若它落在当前的最小包围圆内，则什么也不必做；反之，要是 pk

落在圆外，则新最小包围圆的边界必然穿过该点。如果是后一种情况，这个圆就必须同时穿过三个

点：q1、q2和 pk。也就是说，只可能是唯一的一个圆⎯⎯其边界由 q1、q2 和 pk 确定。其详细过程可

以描述为如下子程序： 

算法 MINIDISCWith2Points(P, q1, q2) 

输入：由平面上 n 个点构成的一个集合 P，以及另外的两个点 q1和 q2 
 (* 存在 P 的某个包围圆，其边界同时穿过 q1和 q2 *) 

输出：在满足“边界同时穿过点 q1和 q2”的前提下，P 的最小包围圆 

1.  令 D0为边界同时穿过点 q1和 q2的最小圆 

2.  for k ← 1 to n 

3.   do if (pk ∈ Dk-1) 

4.     then Dk ← Dk-1 

5.     else Dk ← 边界同时穿过点 q1、q2和 pk的圆 

6.  return Dn 

                                                        

① 即以 p1q 为直径的圆。⎯⎯译者 
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这样，就得出了计算给定点集最小包围圆的一套完整算法。在分析其性能之前，必须首先证明

其正确性⎯⎯为此，需要对该算法所利用到的那些性质给出证明。例如，我们曾经利用到这样一个

性质：在引入新的一个点时，若它位于当前最优圆的外部，则新的最优圆的边界必然会穿过该点。 

〖引理 4.14〗 

设 P 为平面上的一个点集；设 R 为另一个（允许为空的）点集，而且 P∩R = ∅；设点 p∈P。则有下

列命题成立： 

(i) 如果存在某个圆覆盖了 P，而且其边界穿过 R 中的所有点，那么这样的圆中必然存在唯一的最

小者，记作 md(P, R)。 

(ii) 如果 p ∈ md(P\{p}, R)，那么 md(P, R) = md(P\{p}, R)。 

(iii) 如果 p ∉ md(P\{p}, R)，那么 md(P, R) = md(P\{p}, R∪{p})。 

〖证明〗 

(i) 如 图 4-25 所示，假设存在半径相同的两个不同的包围圆D0和D1，其圆心分别在x0和

x1。显然，P中所有的点必然落在交集D0∩D1中。我们将按照下面的方法，构造出一系列连续的

圆{D(λ) | 0 ≤ λ ≤ 1}。取D0和D1边界（即∂D0和∂D1）的一个交点z。D(λ)的圆心是点x(λ) := (1-λ)x0 

+ λx1，其半径为r(λ) := d(x(λ), z)。对于任何满足 0 ≤ λ ≤ 1 的λ，我们都有D0∩D1 ⊂ D(λ)，因

此作为一个特例，λ = 
1
2时也成立。于是，鉴于D0 和D1 都分别覆盖了P中的所有点，故D(

1
2)也

必然如此。此外，∂D(
1
2)也必然经过∂D0和∂D1的每个交点。由于R ⊂ ∂D0 ∩ ∂D1，故有R ⊂ ∂D(

1
2)。

也就是说，D(
1
2)不仅是P的一个包围圆，而且其边界同样会穿过R中的所有点。然而，就半径而

言，D(
1
2)要严格小于D0和D1。因此，一旦出现半径相等的两个圆，而且它们的边界都各自穿过

R中的所有点，就说明肯定存在另外一个（半径）更小的包围圆，而且这个圆的边界同样会穿

过R中的所有点。于是，最小包围圆md(P, R)必然是唯一的。 

 

图4-25 覆盖P、其边界穿过R中所有点的圆必然唯一 

 (ii) 令 D := md(P\{p}, R)。若 p ∈ D，则 D 必然包含 P，而且其边界穿过 R 中的所有点。

不可能有任何更小的圆可以覆盖 P，而且其边界穿过 R 中的所有点⎯⎯否则，这样的一个圆必
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然是 P\{p}的一个包围圆，同时其边界穿过 R 中的所有点，这与 D 的定义矛盾。因此可以得出

结论：D = md(P, R)。 

(iii) 令 D0 := md(P\{p}, R)，取 D1 := md(P, R)。再次考虑前面所定义的一系列 D(λ)。我

们注意到，D(0) = D0，D(1) = D1⎯⎯实际上，由这一系列的圆，定义了从 D0到 D1的一个连

续变形过程。根据假设，有 p ∉ D0；另外，还有 p ∈ D1。因此，由其连续性，必然存在某个 0 

< λ* ≤ 1，使得 p 正好落在 D(λ *)的边界上。与(i)的证明同理，可以得到 P ⊂ D(λ *)和 R ⊂ ∂D(λ 

*)。对任何 0 < λ < 1，D(λ)的半径必然会严格地小于 D1的半径。然而根据其定义，D1是 P 的

最小包围圆，因此我们只有一种选择⎯⎯λ* = 1。也就是说，D1的边界必然穿过 p。  

 

由 〖引理 4.14〗可以得出一个推论：MINIDISC能够正确地计算出任何给定点集的最小包围圆。

至于该算法的运行时间性能，在下面这则定理的证明中也给出了分析结果。 

〖定理 4.15〗 

平面上任意一组共 n 个点的最小包围圆，可以在 O(n)的期望运行时间内计算出来，而且为此需要的

空间在最坏情况下不会超过线性规模。 

〖证明〗 

算法 MINIDISCWith2Points 中的每一轮迭代循环只需要常数时间，因此其运行时间为 O(n)；

另外，它只需要线性的空间。至于算法 MINIDISCWITHPOINT和 MINIDISC，它们也同样只需要线

性的存储空间；因此，只需要对它们的期望运行时间做一分析。 

对于算法 MINIDISCWITHPOINT，只要不计入其调用 MINIDISCWith2Point 的时间，其余计算

所需时间为 O(n)。那么，需要进行这种调用的概率是多大呢？这里将再次采用后向分析的方法，

来界定这一概率值。将子集{p1, …, pi}固定，令 Di为覆盖{p1, …, pi}、边界穿过 q 的最小圆。

然后，假想着删去{p1, …, pi}中的某个点。在哪些情况下，最小包围圆会发生变化呢？ 

 

图4-26 除q外，至多还有两个点的删除会导致最小包围圆的缩小 

只有当被删去的是原先落在圆周上的那三个点之一时，最小包围圆才有可能改变。因为 q 也是
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落在该圆周上的诸点之一，所以能够导致最小包围圆缩小的最多只有两个点。pi 是这样一个点

的概率为
2
i（如果该圆周同时穿过多于三个点，那么最小包围圆发生变化的可能性只会更小）。

这样，就可以给出算法 MINIDISCWITHPOINT期望运行时间的上界： 

O(n) + ∑
i=2

n

O(i)·
2
i   =  O(n) 

接下来，同理可证，算法 MINIDISC的期望运行时间也是 O(n)。  

 

算法MINIDISC的改进余地很大。首先，在调用子函数MINIDISCWITHPOINT时，并不需要每次都

生成一次随机排列。事实上，只须在算法MINIDISC的开头部分计算出一个这样的排列即可；此后对

子函数MINIDISCWITHPOINT的每次调用，都可以沿用这一排列。此外，也不见得一定要分别写出三

个独立的函数。事实上，完全可以写出一个统一的算法，来计算 〖引理 4.14〗所定义的md(P, R)。 

4.8 注释及评论 

计算机辅助制造（computer-aided manufacturing）与几何计算密切相关，直到最近，计算几何界

才开始加强对这类计算问题的研究。制造方法是个极为复杂的领域，这里仅仅是浅尝即止；Bose和

Toussaint[72]就此做过详实的讨论。 

“计算多张半平面公共交集”是一个古老的问题，人们对此做过充分的研究。正如我们将要在

第 11 章中看到那样，从对偶的角度来看，这个问题等价于计算平面点集的凸包。这两个问题的研究

历史都可以追溯到很早，Preparata和Shamos[323]已经为了我们列举了一些有关的解决方法。关于二

维凸包的计算，本书第 1 章的“注释及评论”部分已做过更多的介绍。 

“计算多个半空间公共交集”这一问题，在平面上以及三维空间中，都可以在O(nlogn)时间内解

决。然而，随着维度的提高，这一问题的计算复杂度也会迅速提高。这是因为，在公共交集所对应

的凸多胞体（convex polytope）中，（维数更低的）面的数目，可以多达θ(n⎣d/2⎦)[158]。因此，如果

我们的目的只是找出一个可行点，就不应当去显式地计算出整个公共交集⎯⎯因为，（随着维度的

升高）这种方法将很快变得令人生厌。 

线性规划是数值分析（numerical analysis）和组合优化（combinatorial optimization）领域的基本

问题之一。要对这方面的文献做一综述，已经超出了本章所讨论的范围，因此我们只能将注意力集

中于单纯形法及其变型 [139]、Khachiyan[234]以及Karmarkar[227]的多项式时间的解法。有关线性规

划的更多介绍，可以参阅Chvatal[129]和Schrijver[339]等人的专著。 
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把线性规划作为计算几何领域的一个问题加以研究，始自Megiddo[273]。他通过分析证明：判

断多个半空间的公共交集是否为空，要严格地比完整计算出这个交集更为容易。他给出了一个确定

的线性规划算法，其运行时间可以表示为O(Cdn)的形式，其中Cd是一个只取决于维度的常数因子⎯⎯

这是第一个此类算法。在任何固定的维度中，该算法的复杂度均线性正比于n。然而，该算法的系数

Cd却高达 2
2d
。后来，这一结果被改进为 3

d2 [130][153]。最近，又出现了若干随机算法 [132][346][354]，

它们不仅更加简单而且更加实用。还有一些随机算法 [222][267]，其运行时间虽然是低于指数的，但

关于维度仍不是多项式的。找出线性规划的一个强多项式算法（strongly polynomial algorithm）⎯⎯

也就是说，具有多项式级组合复杂度（combinatorial polynomial complexity）的算法⎯⎯仍然是该领

域中一个尚待解决的问题。 

这里所介绍的随机增量式算法，是由Seidel[346]提出的，该算法非常简单，可以处理二维或更

高维的问题。在对无界线性规划问题的处理上，本书介绍的方法有所不同，原算法采用的方法，是

将参数M做符号式处理。或许，就其简洁性和效率而言，原算法的确要优于此处介绍的算法。之所

以还是选择了这种介绍方式，目的在于说明d-维无界线性规划问题与(d-1)-维可行问题之间的联系。

关于Seidel的那个版本，可以证明其复杂度因子Cd为O(d!)。 

将这一算法推广到对最小包围圆问题的求解，要归功于Welzl[385]，他同时也说明了在高维空间

中计算任何给定点集的最小包围球（smallest enclosing ball）、最小包围椭圆（smallest enclosing ellipse）

以及最小包围椭球（smallest enclosing ellipsoid）的方法。Sharir和Welzl对这一方法做了进一步的推

广，并提出了LP-类问题（LP-type problem）的概念⎯⎯使用类似于这里所介绍的一种算法 [354][189]，

这类问题都可以有效地得到解决。对于某些优化问题，在增加新的约束条件之后，问题的解要么不

变，要么新的解必然部分地由这个新的约束条件定义，以至于问题的维度可以降低。一般而言，凡

是具有这种性质的优化问题，都可以通过这种方法得到解决。也有人证明，LP-类问题的这些特殊性

质，将会导出所谓的Helly-类定理（Helly-type theorem）。 

 

借助于随机化（randomization）这一技术，往往能够得出简单而高效的算法。后面的各章还将

陆续介绍更多这方面的例子。我们所需付出的代价是，算法的运行时间仅仅是一个期望的上界，而

且正如我们已经看到的，在某些情况下算法的运行时间可能会更长。有些人揪住这一点不放，并据

此说明，随机算法是不可靠的，因而不能采用。这种观点不无道理⎯⎯试想，要是某家医院的特护

中心或者某个核电站中的计算机正在使用一个随机算法，恐怕……。 

然而反过来，确定性算法（deterministic algorithm）的完美性仅限于理论的意义。任何非平凡的

算法都可能存在一些纰漏，纵然可以（从理论上）忽略这一点，但是在实践中，这类问题毕竟都有

可能引起硬件的功能紊乱或所谓的“软错误”（soft error）⎯⎯比如，由于环境中的α-辐射，核心内

存中的某几个比特位发生了翻转。而随机算法通常更为简单，因而用更短的代码即可实现，这样，

发生上述不测事故的概率也会更小。因此，随机算法不能及时给出正确答案的概率，未见得一定比
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确定性算法出错的概率更高。另外，尽管随机算法某次具体运行的时间有可能超过我们估计的期望

运行时间，但是只要选用一个足够大的常数因子，就可以将这种情况发生的概率降至任意低。 

4.9 习题 

习题 4.1 本章所讨论的铸模铸造问题，仅考虑了铸模只由一块组成的情况。这样，即使是球体

这样简单的形状，也无法制造出来；当然，只要允许将铸模分为两块，就可行了。还

有一些其它形状的物体，即使允许铸模由两块组成，依然不能制造出来；而使用某种

由三块组成的铸模，则可以。你能举出这样的一个例子吗？ 

习题 4.2 试考虑平面上的如下铸造问题：给定一个多边形 P 以及相应的一个二维铸模，是否可

以只通过单次平移运动，即将 P 从铸模中抽取出来呢？试给出一个线性时间的算法，

对此做出判断。 

习题 4.3 在三维的铸造问题里，假设在移出物体的过程中，我们不希望它紧贴着铸模的任何小

平面滑动。做了这样的限制之后，我们原先导出的几何问题（即在一组半平面的公共

交集中找出一个点），将会有何变化？ 

习题 4.4 任意给定一个可铸造的简单多面体（simple polyhedron）P，设 f 为其顶面，
→
d为它的

一个移出方向。试证明：与
→
d平行的任何直线与 P 相交，当且仅当与 f 相交。另外还

请证明：与
→
d平行的任何直线 l 若与 P 相交，其交集 l∩P 必然是连通的。 

习题 4.5 任意给定包含 n 个顶点的一个简单多面体 P。如果以 f 为顶面时 P 是可铸造的，那么

一个必要的条件就是：与 f 毗邻的每一张小平面都完全处于 hf（即 f 所在的那张平面）

的同一侧。（当然，反过来并不一定成立⎯⎯如果所有相邻的小平面都完全处于 hf

的同一侧，那么即使以 f 为顶面，P 也并不见得一定是可铸造的。）试给出一个算法，

在线性时间内，找出 P 所有满足这一条件的小平面。 

习题 4.6* 试考虑增加如下限制条件之后的铸造问题：要求在将物体移出铸模时，只能沿着竖直

（即与其顶面垂直的）方向平移。 

a. 试证明：在这种情况下，可能作为顶面的候选只有常数个； 

b. 试给出一个线性时间的算法，对任意给定的一个物体，判断是否存在符合上述限

制条件的一个铸模。 

习题 4.7 在将物体从铸模中取出时，可以不是要求通过单次平移，而是单次旋转（图 4-27）。

为简单起见，我们只考虑铸造问题的平面版本，而且只限于顺时针方向的旋转。 
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图4-27 通过旋转取出铸模 

a. 试给出这样一个简单多边形（simple polygon）P 的实例：如果其顶面为 f，那么

在只允许单次平移时，P 不是可铸造的；而在只允许围绕一个点旋转时，却是可铸造

的。再举出另一个相反的例子：在只允许单次旋转时，P 不是可铸造的；而在只允许

单次平移时，P 却是可铸造的。 

b. 试证明：“找到一个点，使得通过围绕该点的单次旋转，可以将 P 从铸模中取出”

这一问题，也可以归约为“在一组半平面的公共交集中找出一个点”的问题。 

习题 4.8 通过平面 z = 1，可以表示三维空间中任何 z-分量为正的矢量。那么，对于三维空间

中 z-分量非负的那些矢量，又该如何表示呢？进而，我们又该如何来表示三维空间中

的所有矢量呢？ 

习题 4.9 给定针对 n 个约束条件的任一三维线性规划问题，假设我们的目标是找出所有的最优

解。试证明：解决该问题的任何一个算法，在最坏情况下的复杂度下界（lower bound）

都是Ω(nlogn)。 

习题 4.10 设 H 为一组半平面，其中至少包含三张半平面，所有半平面的公共交集非空，而且它

们的边界线不会全部平行。。如果某张半平面 h ∈ H 没有为∩H 贡献任何边，我们就

称之为“冗余的”（redundant）。试证明：对任何冗余的半平面 h ∈ H，必然存在

另外的两张半平面 h', h'' ∈ H，使得 h' ∩ h'' ⊂ h。试给出一个 O(nlogn)的算法，找出

所有的冗余半平面。 

习题 4.11 试给出满足如下要求的一个二维线性规划问题的实例：虽然该问题是有界的，却不存

在字典序最小的解。 

习题 4.12 试证明 RANDOMPERMUTATION(A)算法的正确性（亦即证明：A 的任何一种可能的排列，

都有均等的机会成为该算法的输出）。另请证明：如果将其中第 2 行的 k 换作 n，该

算法就不再正确了（亦即，这样将不能按照均等的概率生成各个排列）。 

习题 4.13 本章给出了一个生成随机排列的线性时间算法。该算法需要借助于一个随机数发生

器，从而在常数时间内生成一个介于 1 到 n 之间的随机整数。现在，假设我们能够使

用的只是一个受限的随机数发生器，它能够在常数时间内给出一个随机的比特位（0

或者 1）。基于这样一个受限的随机数发生器，又该如何来生成一个随机排列呢？你
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所给出的算法的时间复杂度是多少？ 

习题 4.14 下面这个假想式的算法，试图从包含 n 个实数的集合 A 中找出最大元素。 

算法 PARANOIDMAXIMUM(A) 

1.  if (card(A) = 1) 

2.   then return A 中唯一的那个元素 x 

3.   else 随机地从 A 中找出一个元素 x 

4.     x' ← PARANOIDMAXIMUM(A\{x}) 

5.     if (x ≤ x') 

6.      then return x' 

7.      else (* 此时我们猜想 x 是最大元素 *) 
 不过为了万无一失，还得 
 将 x 与 A 中其它的card(A)-1 个元素逐一比较 

8.        return x 

在最坏情况下，这个算法的运行时间是多少？（就第 3 行的随机选择而言，）其期望

运行时间又是多少？ 

习题 4.15 简单多边形 P 被称作星形多边形（star-shaped polygon），如果其中存在某个点 q，

使得对于该多边形内的任何点 p，线段
—
pq完全落在 P 内。给出一个算法，判断任何给

定的简单多边形是否为一个星形多边形。该算法的期望运行时间必须是线性的。 

习题 4.16 在 n 条平行的轨道上，n 列火车正在匀速行驶，其速度分别 v1, v2, …, vn。在 t = 0 时

刻，各列火车的位置分别处于 k1, k2, …, kn。试给出一个 O(nlogn)的算法，找出可能

在某一时刻处于领先位置的所有火车。（为此，你可能需要用到我们用以计算一组半

平面公共交集的算法。） 

习题 4.17* 只需借助于一个计算（如 〖引理 4.14〗所定义的）md(P, R)的子程序

MINIDISCWITHPOINTs(P, R)，即可实现MINIDISC算法。试描述具体的实现方法。在你的

算法中，只允许在所有计算开始之初生成一次随机排列，而其它时候都不允许再次生

成随机排列。 

 



55   
正交区域查找：数据库查询 

乍看起来，数据库与几何风马牛不相及。然而实际上，针对数据库中数据的许多类型的分析⎯⎯

从此我们称之为查询（query）⎯⎯都可以从几何的角度来加以理解。为此，我们将数据库中的每条

记录对应到多维空间中的一个点，从而将针对记录的查询转换为针对点集的查询。以下通过一个例

子来加以说明。 

试考察一个人事管理的数据库。这样一个数据库所存储的信息，包括每位员工的姓名、住址、

生日和工资等等。对该数据库的一次典型的查询，可能是要求报告出所有出生于 1950 年至 1955 年
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之间、月收入在$3,000 至$4,000 之间的所有员工。为将此描述为一个几何问题，我们将每位员工表

示为平面上的一个点：点的第一个坐标是出生日期，比如可以表示为一个整数，其值为 10,000 × 年 

+ 100 × 月 + 日；第二个坐标是月收入。在每个点处，我们还可以同时存储该员工的其它信息，比

如姓名与住址。这样，对数据库中“出生于 1950 年至 1955 年之间、月收入在$3,000 至$4,000 之间

的所有员工”的查询，就转化为一个几何查询：报告出第一个坐标介于 19,500,00 和 19,550,000 之间、

第二个坐标介于 3,000 到 4,000 之间的所有点。换而言之，给定一个与坐标轴平行的查询矩形，我们

希望找出落在其中的所有点（参见 图 5-1）。 

 

图5-1 从几何的角度来理解对数据库的查询 

要是我们同时还掌握每位员工家中孩子的数目，并希望能够进行类似“报告出生于 1950 年至

1955 年之间、月收入在$3,000 至$4,000 之间并且有两到四个孩子的所有员工”的查询，情况又将如

何？在这种情况下，我们可以将每位员工表示为三维空间中的一个点：点的第一个坐标是出生日期；

第二个坐标是月收入；而第三个坐标则是孩子的数目。 

 

图5-2 将数据库查询转化为空间的区域查找 

于是如 图 5-2 所示，为了回答上述查询，要做的就是在给定一个与坐标轴平行的长方体

[19,500,000 : 19,550,000] × [3,000 : 4,000] × [2 : 4]之后，报告出落在其中的所有点。一般而言，如果

数据库中的每个记录包含d个数据域，那么为回答此类查询，可以将所有记录转化为d维空间中的一
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组点。这样，查询各数据域分别介于特定范围内的记录，就转化为“报告出落在某个与坐标轴平行

的d维（超）长方体内的所有点”的问题。在计算几何（computational geometry）中，这类查询被称

为矩形区域查询（rectangular range query），或者正交区域查找（orthogonal range query）。本章将

研究支持这类查找的数据结构。 

5.1 一维区域查找 

在着手处理二维或更高维矩形区域查找问题（range searching problem）之前，让我们首先来看

看一维的情形。给我们的输入数据是一维空间中⎯⎯即一条直线上⎯⎯的一个点集。需要查询的，

是该点集中落在某个一维矩形⎯⎯即某个区间[x : x']⎯⎯内的所有点。 

设直线上给定的这一点集为 P := { p1, …, pn }。这个一维的区域查找问题可以有效的解决，为此

可以利用某种众所周知的数据结构⎯⎯平衡二分查找树 T。（当然，直接使用数组也可以圆满地解决

这一问题。然而，这种方法既不能推广到更高维的空间，也不能有效地支持对 P 的动态更新。）T

的叶子分别存储了 P 中的各点，而 T 的内部节点则记录了划分的数值，用来引导查找。将（内部）

节点 v 所对应的划分值记为 xv。我们假设：v 的左子树中存储了（坐标）不超过 xv的所有点，而其

右子树中则存储了（坐标）严格大于 xv 的所有点。 

 

图5-3 在二分查找树上的一维区域查找 

为了报告出落在待查询区域[x : x']内的所有点，可以如下进行。在T中分别查找x和x'，设两次查

找分别终止于叶子μ和μ'。于是，位于区间[x : x']之内的点，就对应于介于μ和μ'之间的那些叶子（可

能还要加上μ或μ'本身）。以如 图 5-3 所示的树为例，如果查询的区间是[18 : 77]，需要报告的就是

深灰色的那些叶子，再加上叶子μ自己。那么，如何才能找出介于μ与μ'之间的那些叶子呢？由 图 5-3

可以看出：在对应于μ和μ'的两条查找路径之间，存在一些子树；而需要找出的那些叶子，都分别来

自于其中的某棵子树。（在 图 5-3 中，这些子树已被标为深灰色，而分布于这两条查找路径上的各

个顶点都是淡灰色的。）更准确地讲，我们所选出的每一棵子树，都以介于这两条查找路径之间的

某个节点v为根，而且v的父亲节点位于某条查找路径之上。为了找到这类节点，首先要确定与x和x'

对应的两条查找路径开始分叉的位置，记这个节点为vsplit。这可以由下面的子程序来完成。分别将节
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点v的左、右孩子记为lc(v)和rc(v)。 

算法 FINDSPLITNODE(T, x, x') 

输入：树 T，以及两个数值 x 和 x'，x ≤ x' 

输出：从树根出发、分别通往 x 和 x'的两条路径的分叉点 v 
 (* 若这两条路径完全重合，则返回它们共同的终点 *) 

1.  v ← root(T) 

2.  while (v 还不是叶子) 且 (x' ≤ xv 或 x > xv) 

3.   do if (x' ≤ xv) 

4.     then v ← lc(v) 

5.     else v ← rc(v) 

6.  return v 

 

图5-4 从vsplit出发分两路前进 

现在，从vsplit出发，沿着x对应的查找路径前进。如 图 5-4 所示，每向左前进一步，就枚举出该

处右子树中的所有叶子⎯⎯因为，这棵子树必然介于上述两条查找路径之间。类似地，再从vsplit出发

沿着x'对应的查找路径前进，并且每向右前进一步，都枚举出该处左子树中的所有叶子。最后，别忘

了还要分别检查一下两条查找路径终点处的叶子，因为它们对应的点可能位于区间[x : x']之内，也可

能位于其外。 

下面对查找算法做一详细描述。这里使用一个名为 REPORTSUBTREE 的子程序：给定以某个节点

为根的一棵子树，该子程序通过遍历（traversal），报告出所有叶子对应的点。鉴于任何二叉树中的

内部节点都少于其中的叶子，故该子程序的运行时间将线性正比于被报告出来的点数。 

算法 1DRANGEQUERY (T, [x : x']) 

输入：二分查找树 T，待查询区域[x : x'] 

输出：存储于 T 中、落在[x : x']内的所有点 

1.   vsplit ← FINDSPLITNODE(T, x, x') 

2.   if (vsplit是叶子) 
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3.    then 检查 vsplit对应的点是否应该被报告 

4.    else (* 沿着通往 x 的路径，报告路径右侧每一子树内的所有点 *) 

5.      v ← lc(vsplit) 

6.      while (v 还不是叶子) 

7.       do if (x ≤ xv) 

8.         then REPORTSUBTREE(rc(v)) 

9.           v ← lc(v) 

10.       else v ← rc(v) 

11.    检查叶子 v 对应的点是否应该被报告 

12.    类似地， 沿着通往 x'的路径，报告路径左侧每一子树内的所有点 
       检查该路径终点（叶子）对应的点是否应该被报告 

下面首先证明该算法的正确性。 

〖引理 5.1〗 

算法 1DRANGEQUERY 所报告出来的，恰好就是落在查找区间内的所有点。 

〖证明〗 

首先证明，被报告出来的每个点p都落在查找区间之内。如果p对应的叶子是x或x'所对应路

径的终点，那么p将经过明确的测试，被确定是否位于查找区间之内。否则，p必然是在对

REPORTSUBTREE的某次调用中被报告出来的。（不失一般性地）假设这次调用发生在沿着通往x

的路径前进的过程中。设v为该路径上的一个节点，而且p就是通过调用REPORTSUBTREE(rc(v))

被报告出来的。因为v属于vsplit的左子树（当然，rc(v)亦是如此），所以必有p ≤ xvsplit。通往x'

的查找路径在vsplit处朝右方前进，故有p < x'①。另一方面，通往x的查找路径在v处朝左方前进，

而p却位于v的右子树内，因此有x < p。于是，就有 p ∈ [x : x']②。另一种情况（即p是在通往

x'的途中被报告出来的），也可以完全对称地得到证明。 

接下来需要证明：位于该区间之内的每一个点 p 都会被报告出来。设μ为点 p 所对应的叶

子；在μ的所有祖先中，设 v 为被查询算法访问过的最低者。我们声称：v = μ ⎯⎯ 也就是说，

p 必然会被报告出来。若非如此，即 v ≠ μ。注意到 v 不可能通过调用 REPORTSUBTREE而被报告

出来⎯⎯否则，该节点的所有后代都会被访问到。因此，v 或者位于通往 x 的查找路径之上，

或者位于通往 x'的查找路径之上，或者同时位于这两条路径之上。这三种情况大同小异，故只

考虑最后一种。首先假设μ位于 v 的左子树中。于是通往 x 的查找路径在 v 处向右方前进（否

则，v 就不可能是μ的祖先中被访问过的最低者）。然而这却意味着 p < x。类似地，如果μ位

                                                        

① p ≤ xsplit < x'。⎯⎯译者 

② 更准确地，应该是 p ∈ (x : x')。⎯⎯译者 
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于 v 的右子树中，那么通往 x'的查找路径也将在 v 处向左方前进，于是有 x' < p。无论是那种

情况，都与“p 位于区间内”相悖。  

 

现在来考察数据结构的效率。这里采用的是平衡二分查找树，占用O(n)空间，并且可以在O(nlogn)

时间内构造出来。查询时间呢？在最坏的情况下，所有的点都位于区间内。此时，查询时间是Θ(n)，

似乎不是很好。实际上，无需借助任何数据结构，就可以实现Θ(n)的查询时间⎯⎯只要逐一将各点

与待查询区域进行比较即可。另一方面，在所有点都需要报告的时候，Θ(n)的查询时间也是不可避

免的。因此，我们需要对查询时间做更为精细的分析。这种精细的分析不仅要考虑到集合P所包含的

点数n，还要考虑到需要报告出来的点数k。换而言之，我们将证明：这一查找算法是输出敏感的

（output-sensitive）⎯⎯在第 2 章中，我们已经遇到过这一概念。 

你应该记得，每次 REPORTSUBTREE 调用所需的时间线性正比于其报告出来的点数。因此，此类

调用所需的时间总共为 O(k)。其它被访问过的节点，都位于通往 x 或（和）x'的查找路径之上。鉴于

T 是平衡的，故这种路径的长度为 O(logn)。对于其中的每一节点只需 O(1)时间，故花费于这类节点

的总时间为 O(logn)。这样，查询的时间就是 O(logn + k)。 

关于一维区域查找的上述结果，可以总结为如下定理： 

〖定理 5.2〗 

给定由一维空间中任意 n 个点构成的集合 P。可以使用 O(n)空间，在 O(nlogn)时间内构造一棵平衡二

分查找树以存储 P。这样，可以在 O(k + logn)时间内查找出任何区间内的所有点（其中，k 是实际被

查找出来的点数）。 

5.2 kd-树 

现在来讨论二维矩形区域查找的问题。设 P 为由平面上任意 n 个点构成的集合。本节接下来的

部分都假设 P 中任何两个点的 x 坐标都互异，y 坐标也是如此。这种限制与实际情况不甚相符⎯⎯

当这里的点表示的是员工，而坐标分别对应于工资或者孩子数目之类的数值时，尤其如此。然而幸

运的是，利用某种技巧，这些限制都是可以消除的。第 5.5 节将介绍这一技巧。 

如 图 5-5，所谓针对P的一次二维矩形区域查找，就是要从P中找出落在某一待查询矩形[x : x'] × 

[y : y']之内的所有点。点p := (px, py)落在该矩形之内，当且仅当 

px ∈ [x : x'] 而且 py ∈ [y : y'] 

由此我们可以认为，每次二维矩形区域查找，都可以分解为两次一维子查找⎯⎯其中一次沿 x 方向
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进行，另一次沿 y 方向进行。 

 

图5-5 二维矩形区域查找 

在前一节中，我们见过一种支持一维区域查找的数据结构。那么。应该如何对那种结构⎯⎯实

际上，它不过就是一棵二分查找树⎯⎯做一般化推广，以支持二维区域查找呢？我们先从递归的角

度来看看二分查找树的定义：将（一维）点集接近平均地分为两个子集；其中一个子集，由所有不

超过某一门槛值的那些点构成，而另一个子集则由超过某一门槛值的那些点构成。门槛值存储于根

节点处，而上述两个子集将分别递归地存储于这两棵子树之中。 

在二维情况下，每个点都拥有两个基本的数值：其x坐标和y坐标。因此，首先沿x坐标方向做一

次划分，然而沿y方向做一次，接着再次沿x方向划分，如此下去。更准确地说，这一过程可以定义

如下。首先，如 图 5-6 所示，在根节点处，通过一条垂线l将集合P划分为大小接近的（左、右）两

个子集。 

 

图5-6 沿垂线l将集合P划分为规模接近的两个子集 

该分割线存储于根节点处。位于分割线左侧的那个子集记作Pleft，它被存储于左子树中；位于分

割线右侧的那个子集记作Pright，它被存储于右子树中。在根节点的左孩子处，继续通过一条水平线，

将Pleft划分为（上、下）两个子集：位于该分割线以下或者落于其上的那些点，被存储于该左孩子的

左子树中；而位于分割线以上的那些点，则被存储于右子树中。该左孩子将记录下水平分割线的位

置。类似地，Pright也将被某条水平线划分成两个子集，它们分别被存储于右孩子的左、右子树中。

对于根节点的每个孙子，再次通过一条垂线进行划分。一般地，对于深度为偶数的节点，使用垂线
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进行划分；对于深度为奇数的节点，将使用水平线进行划分。图 5-7 显示了这种划分的进行过程，

以及对应的二分查找树的结构。这样的一棵树称作kd-树（kd-tree）。最初，这个名字的含义为“k

维树”（k-dimensional tree）。比如，以上描述的就是一棵 2d-树。不过时至今日，其最初的含义已

经不复存在，现在都将 2d-树称为“2 维kd-树”（2-dimensional kd-tree）。 

 

图5-7 一棵kd-树：左侧所示的是对整个平面的一个划分，右侧为其对应的二分查找

树 

可以使用如下子程序来构造一棵 kd-树。该子程序有两个输入参数：一个点集以及一个（非负）

整数。第一个参数就是我们需要为之建立 kd-树的点集；初次调用时，它就是集合 P 本身。第二个参

数为递归深度，即在递归调用构造子程序时，对应子树根节点的深度。初次调用时，后一参数设置

为零。深度在此很重要⎯⎯因为正如上面所解释的，这决定了我们究竟是使用垂线还是水平线来进

行划分。该子程序最后将返回（被构造出来的）kd-树的根节点。 

算法 BUILDKDTREE (P, depth) 

输入：点集 P 以及当前的深度 depth 

输出：与 P对应的 kd-树的根节点 

1.  if (P 只包含一个点) 

2.   then return (存储该点的叶子) 

3.   else 
   if (depth 为偶数) 

4.     then 沿着通过 P 内各点 x-坐标中值的垂线 l，将 P 划分为左、右两个子集 

       (* 记 P1为对应于位于 l 左侧或者落在 l上诸点的子集 *) 

       (* 记 P2为对应于位于 l 右侧诸点的子集 *) 

5.     else 沿着通过 P 内各点 y-坐标中值的水平线 l，将 P 划分为上、下两个子集 

       (* 记 P1为对应于位于 l 下方或者落在 l上诸点的子集 *) 

       (* 记 P2为对应于位于 l 上方诸点的子集 *) 

6.  vleft ← BUILDKDTREE (P1, depth+1) 
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7.  vright ← BUILDKDTREE (P2, depth+1) 

8.  生成一个节点 v 以存储直线 l，并分别将 vleft和 vright置成 v 的左、右孩子 

9.  return v 

此算法遵循这样一个约定：恰好被分割线穿过的点⎯⎯也就是点集内 x-坐标或者 y-坐标的中值

（median）⎯⎯将被归入分割线左侧或者下方的子集。为了使这种约定行之有效，需要相应地将 n

个数的中值定义为“从小到大排列的第⎣
n
2⎦数”。也就是说，如果只有两个数，中值就是其中更小的

那个⎯⎯唯此才能保证算法的正常运行。 

在开始讨论查找算法之前，我们首先来确定构造一棵二维 kd-树所需要的时间。在每次递归调

用中，最耗时的步骤就是确定分割线的位置。根据递归深度的奇偶不同，为此需要确定 x-坐标或者

y-坐标的中值。可以在线性时间内找到中值。然而，这种线性时间的中值查找算法相当复杂。这里

更好的一种办法是，预先对所有点按照 x-坐标和 y-坐标分别进行一次排序，这样，传递给上述子函

数的参数 P 将由两个列表组成，它们分别记录了 x-坐标或 y-坐标的排序结果。有了这两个列表，就

很容易在线性时间内找到（当深度为偶数时的）x-坐标中值或者（当深度为奇数时的）y-坐标中值。

而且，根据给定的列表，也可以很容易地在线性时间内构造出两个子列表，供（下一层的）两次递

归调用使用。于是，构造过程所需的时间 T(n)符合下列递推关系： 

T(n) = 
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 如果n = 1

O(n) + 2T(⎡
n
2⎤) 如果n > 1

  

该递归式的解为 O(nlogn)。另外，消耗在（对 x-和 y-坐标）预排序方面的时间也未超过这一上

界（upper bound）。 

为了确定存储空间的上界，请注意到：kd-树中的每匹叶子都存储了 P 中一个点，而不同叶子所

存的点也不同。因此，共有 n 匹叶子。另外，kd-树是二叉树，而且每个（无论是叶子还是内部）节

点都占用 O(1)空间，故总的存储量为 O(n)。这样就得到了如下引理： 

〖引理 5.3〗 

给定由任意n个点组成的一个集合 ①，其对应的kd-树占用O(n)空间，并可以在O(nlogn)时间内构造出

来。 

现在来讨论查找算法。根节点所存储的分割线，将整个平面划分为（左、右）两张半平面

（half-plane）。左半平面内的点存储于左子树中，右半平面内的点则存储于右子树中。就此意义而

言，根节点的左、右子树分别对应于左、右半平面。（按照此前BUILDKDTREE算法的约定，正好落

                                                        

① 作者这里直接将结果从二维点集推广至任意维情况。幸运的是，这一结果是正确的。⎯⎯译者 



第 5 章 正交区域查找：数据库查询 5.2 kd-树 

132 

在分割线上点应归入左子集，故在这里，左半平面的右边界是闭的，而右半平面的左边界则是开的。）

kd-树中的其它节点，也分别对应于平面的某个子区域。例如根节点的左子树的左子树所对应的子区

域，其右边界是由根节点所对应的分割线界定的，而其上边界则是由根节点左子树所对应的分割线

界定的。一般而言，任一节点v所对应的子区域是一个矩形，不过，这个矩形在某些边的方向上可能

是无界的（unbounded）。这个矩形之所以在某些方向是有界的，是由于受到了v的祖先们所对应的

分割线的界定（参见 图 5-8）。 

 

图5-8 kd-树中各节点与平面上某一子区域的对应关系 

我们将对应于节点v的子区域记为region(v)。显然，对应于kd-树根节点的区域就是整个平面。请注意：

一个点存储于以v为根的某棵子树之中，当且仅当它落在region(v)之内。例如在 图 5-8 中，以v为根

的子树所存储的，就是黑色的点。因此，只有当region(v)与待查询区域相交时，我们才有必要对以v

为根的子树进行查找。根据这一观察结果，可以得到如下查找算法：对kd-树做遍历（traversal）⎯⎯

不过，只访问那些其对应子区域与查找矩形相交的节点。如果遇到某个其区域完全包含于查找矩形

之中，就将其中的点 ①报告出来。要是遇到一匹叶子，就需要专门检测一下，以确定其对应的点是

否落在待查询区域之内；如果是，也将它报告出来。图 5-9 显示了算法过程。（请注意：图 5-9 所示

的kd-树并不是由BUILDKDTREE算法构造出来的⎯⎯在这里，并不总是按照中值来进行划分。）如果

待查询区域为其中的灰色矩形，那么其中灰色的那些节点将会被访问到。那个标有星号的节点，对

应于一个完全包含于待查询区域之中的子区域（在图中，这一子区域被标记为更深的颜色）。于是，

在对以此节点为根的（深灰色）子树遍历之后，存储于其中的所有点都将被报告出来。其它被访问

到的叶子，分别对应于与待查询矩形局部相交的某一子区域。于是，需要对它们所对应的点进行测

试，以确定其是否落在待查询区域之内⎯⎯在此处的例子中，p6 和p11将会以这种方式被报告出来，

而p3、p12 和p13 则不然。整个查找算法可以描述为下面的递归式程序，该程序需要两个参数⎯⎯kd-树

的根节点v，以及待查询区域R。它通过调用一个子程序REPORTSUBTREE(v)，对以v为根的子树进行

遍历，以报告出其中所有的叶子。请记住我们的约定：lc(v)和rc(v)分别表示节点v的左、右孩子。 

                                                        

① 亦即，对应子树的所有叶子。⎯⎯译者 
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图5-9 对kd-树的查找 

算法 SEARCHKDTREE(v, R) 

输入：kd-树的根节点 v，以及待查询区域 R 

输出：所有以 v 为祖先、位于 R 之内的叶子所对应的点 

1.  if (v 是叶子) 

2.   then (要是 v 落在 R 之内，则把它报告出来) 

3.   else if (region(lc(v))完全包含于 R 之中) 

4.      then ReportSuntree(lc(v)) 

5.      else if (region(lc(v))与 R 相交) 

6.         then SEARCHKDTREE(lc(v), R) 

7.     if (region(rc(v))完全包含于 R 之中) 

8.      then ReportSuntree(rc(v)) 

9.      else if (region(rc(v))与 R 相交) 

10.        then SEARCHKDTREE(rc(v), R) 

该查询算法主要进行的测试，是判断待查询区域R是否与某一节点v所对应的子区域相交（如 图

5-10 所示）。为了进行这种测试，一种直截了当的方法就是：通过预处理，计算出对应于每一节点v

的region(v)，然后将其存储下来。然而，实际上并不需要这样做。在递归调用的过程中，可以借助

于各内部节点所对应的分割线，维护对当前子区域的描述。例如，给定处于偶数深度的某个节点v

所对应的子区域region(v)，其左孩子所对应的子区域可以这样获得： 

region(lc(v))  =  region(v) ∩ l(v)left 

其中，l(v)就是存储于 v 处的分割线，而 l(v)left 则是 l(v)左侧（包含 l(v)）的半平面。 
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图5-10 判断R是否与region(v)相交 

请注意：上述查找算法从未假设待查询区域必须是矩形。实际上，对于其它形状的待查询区域，

这一算法同样适用。 

下面对每次矩形区域查询所需的时间做一分析。 

〖引理 5.4〗 

如果待查询区域为与坐标轴平行的矩形，那么对于存储了任意 n 个点的一棵 kd-树，每次查询都可以

在 O( n + k)时间内完成，其中 k 为实际被报告出来的点数。 

〖证明〗 

首先请注意以下事实：对一棵（子）树进行遍历，并报告其中每匹叶子所存储的点，需要

的时间将线性正比于被报告出来的点数。因此，第 4 行与第 8 行对所有子树进行遍历所需的总

时间为O(k)，其中k为实际被报告出来的点数。因此，下面只需估计出那些被访问过、但不是在

对某棵子树进行遍历的过程中被访问过的那些节点的数目。这些点也就是图 5-9 中那些淡灰色

的节点，每个这类节点v所对应的子区域region(v)，都会与待查询区域真相交（properly 

intersecting）⎯⎯即region(v)与之相交，但并非完全包含于其中。换而言之，待查询区域的边

界必然与region(v)相交。为了估计出这类节点的数目，只需估计一条垂线至多可能与多少个子

区域相交。这样，就可以估计出与待查询矩形左边界、右边界可能相交的子区域数目的上界。

按照同样的方法，也可以估计出与待查询矩形上边界、下边界可能相交的子区域数目的上界。 

给定一棵kd-树T，任取一条垂线l。记该kd-树的根节点所对应的分割线为l(root(T))。直线l

或者与l(root(T))左侧区域相交，或者与l(root(T))右侧区域相交，然而，绝不可能与二者同时相

交。对于所有由n个点构成的kd-树，记其中可能与l相交的子区域的（最大）数目为Q(n)。根据

以上的观察结果，Q(n)似乎应该满足这样的递推关系：Q(n) = 1 + Q(n/2)。然而，这却是不对

的⎯⎯因为，在根节点的孩子们那里，分割线都是水平的。这就意味着，若直线 l与
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region(lc(root(T)))①相交，则它必然与lc(root(T))的两个孩子所对应的子区域同时相交。于是，

我们接下来面临的递归条件与最初的情况有所不同，故上面的递推关系式并不成立。为了解决

这个问题必须设法保证，递归条件依然与此前相同⎯⎯子树的根节点也必须对应于一条垂直的

分割线。于是，我们就要将Q(n)定义为：在根节点对应于一条垂直分割线、存储了n个点的kd-树

中，l与其中子区域相交的最大数目。为了得到Q(n)的递推关系，现在必须从树根下推两层（如

图 5-11 所示）。 

 

图5-11 每次向下递推两层 

在这棵 kd-树中，深度为 2 的四个节点分别对应于含
n
4个点的某个子区域。（更精确地说，其中

任何一个子区域最多含有⎡⎡
n
2⎤/2⎤ = ⎡

n
4⎤个点。然而从渐进分析的角度来看，这点误差还不足以

影响到下列递推式的成立。）这四个节点中有两个所对应的子区域与 l 相交，故只需递归地去

估计这两个节点所对应的子树中与 l 相交的子区域数目。此外，l 还与根节点所对应的子区域，

以及根节点的一个孩子所对应的子区域相交。因此，Q(n)必然满足以下递推关系： 

Q(n)  =  
⎩
⎨
⎧O(1) 若n = 1

2 + 2Q(
n
4) 若n > 1   

这一递推关系的解为 Q(n) = O( n)。换而言之，任何垂线与一棵 kd-树中各子区域相交的

数目为 O( n)。类似地也可证明：与任何水平直线相交的子区域数目也是 O( n)。而任意矩形

待查询区域的边界与子区域相交的数目，上界也是 O( n)。  

 

以上对查询时间的分析，多少显得有些悲观：在这里，为了估计与待查询矩形的任何一条边相

交的子区域数目，我们估计了与矩形各边所在的（四条）直线相交的子区域数目，并以此做为前者

的上界。在很多应用环境中，待查询的区域都是很小的。于是，矩形的边界很短，从而只会与少量

的子区域相交。例如，要是待查询区域为[x : x] × [y : y]⎯⎯此时，实际上就是询问点(x, y)是否属于

点集 P⎯⎯则查找的时间不会超过 O(logn)。 

                                                        

① 原文此处只有两重右括号，应属排版疏漏。⎯⎯译者 
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kd-树的性能，可以归纳为如下定理。 

〖定理 5.5〗 

给定由平面上任意 n 个点构成的集合 P，其对应的 kd-树将占用 O(n)空间，并且可以在 O(nlogn)时间

内构造出来。使用这棵 kd-树，每次矩形区域查找所需的时间将不会超过 O( n + k)，其中 k 为实际

被报告出来的点数。 

 

在三维或者更高维的空间中，同样可以使用kd-树。此时的构造算法与平面的情况非常类似：在

根节点处，通过一张与x1-坐标轴垂直的超平面（hyperplane），将点集划分为大致均等的两个子集。

换而言之，在根节点处，整个点集是沿着第一维坐标进行划分的。在根节点的（两个）孩子处，继

续沿着第二维坐标进行划分；在深度为 2 的那层，沿着第三维坐标划分；如此下去，直到深度为d-1①

的那一层，沿着最后一维坐标划分。到达深度为d的那层之后，我们将从第一维开始重复上述过程。

直到（子树中）只剩一个点时，递归才结束，而这个点将存储在一匹叶子中。与d维空间中的n个点

相对应的kd-树，毕竟也是一棵拥有n匹叶子的二叉树，故只需占用O(n)空间。其构造过程所需的时间

为O(nlogn)。（照例，假设d为常数。） 

与平面的情况一样，d 维 kd-树中的每个节点也分别对应于某个子区域。被查找算法访问到的节

点，其对应的子区域都与待查询区域真相交（properly intersecting）；被算法遍历（以报告出其中各

匹叶子所对应的点）的子树，其根节点对应的子区域都完全包含于查找区域之中。可以证明，此时

查询时间的上界为 O(n1-1/d + k)。 

5.3 区域树 

前一节所介绍的 kd-树，每次查找需要 O( n + k)时间。因此，若实际报告出来的点数很少，查

询所消耗的时间就相对过多。本节将介绍用于矩形区域查找的另一种数据结构⎯⎯区域树（range 

tree）。这种结构的查询时间性能更好，具体而言，是 O(log2n + k)。为实现这一改进，需要在其它方

面付出代价⎯⎯存储空间将由 kd-树的 O(n)，上升到区域树的 O(nlogn)。 

正如此前我们所注意到的，每次二维区域查找，实质上都是由（前后）两次一维子查找构成的，

x-坐标、y-坐标方向上各一次。这就启发我们，轮流沿着 x-坐标和 y-坐标的方向，对点集进行划分

⎯⎯这样就得到了 kd-树。为了导出区域树，需要按照另一种方式来利用上述观察结果。 

                                                        

① 按照习惯，此处的 d 为空间的维数。⎯⎯译者 
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设P为由平面上n个点构成的一个集合，我们准备对它进行预处理，以支持此后的矩形区域查找。

设待查询区域为[x : x'] × [y : y']。首先着手找出x-坐标位于待查询矩形对应的x-区间[x : x']之内的所有

点；至于y-坐标，将在以后再解决。如果只关心x-坐标，那么该查找只是一次一维区域查找。在第 5.1

节中，我们已经知道了可以如何解答这类查找⎯⎯借助一棵根据所有点的x-坐标建立起来的二分查

找树。对应的查找算法大致如下：在这棵树中查找x和x'，直到我们到达某个节点vsplit，两条查找路

径在这里分道扬镳。 

 

图5-12 确定vsplit后，从这里分两路继续查找 

如 图 5-12 所示，从vsplit的左孩子开始，继续查找x。这一查找每次在某个节点v处向左前进一步，就

将存储于v右子树中的点悉数报告出来。类似地，也从vsplit的右孩子开始继续查找x'，每次在某个节

点v处向右前进一步，就将存储于v左子树中的点悉数报告出来。最后，还要检查两条查找路径的终

点μ和μ'，以确定它们各自对应的点是否在待查询区域之内。就其效果而言，我们只是选取出来O(logn)

棵子树，而且它们所存储的点合起来，恰好就是那些x-坐标落在待查询矩形所对应的x-区间之内的那

些点。 

在以v为根的子树中，各匹叶子所对应的点构成的（P的）一个子集，称作与v对应的正则子集。

例如，对应于整棵树的树根的正则子集就是集合P本身。而对应于任一叶子的正则子集，就是存储于

该叶子处的那个点 ①。节点v对应的正则子集记作P(v)。刚才已经看到：x-坐标位于某个待查询区域

之内的那些点所构成的子集，可以表示为O(logn)个互不相交的正则子集之并⎯⎯每一这类正则子集

P(v)所对应的节点v，都是由算法选取出来的某棵子树的根节点。对于这类正则子集P(v)，我们并不

见得会对其中所有的点都感兴趣。我们所希望的，只是将其中y-坐标落在[y : y']之内的所有点报告出

来⎯⎯这又将是一次一维的查找。只要对于P(v)中的所有点，我们都有一棵按照其y-坐标组织的二分

查找树，那么这个问题就可以迎刃而解。这样就得到了另一个数据结构，它同样可以用于对由平面

上任意n个点构成的集合P进行矩形区域查询。该结构的描述如下： 

 主树（main tree）是一棵平衡二分查找树 T，按照 P 中各点的 x-坐标，将它们组织起来。 

                                                        

① 更严格地说，应该是“与该叶子相对应的那个点所构成的单元素集合（singleton）”。⎯⎯译者 
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 对于 T 中的每个内部节点或者叶子 v，再将正则子集 P(v)中的各点按照 y-坐标，存储为一棵

平衡二分查找树 Tassoc(v)。节点 v 拥有一个指针，指向 Tassoc(v)的根。我们称 Tassoc(v)为 v 的联

合结构（associated structure）。 

 

图5-13 二维区域树 

上述结构被称为区域树（range tree）。图 5-13 所示的，就是一棵区域树的结构。如果某一数据

结构中配有指向联合结构的指针，往往被称为多层次数据结构（multi-level data structure）。这时，

主树T被称为第一层的树（first-level tree），而每一联合结构都被称为第二层的树（second-level tree）。

在计算几何中，多层次数据结构扮演了重要的角色；第 10 和 16 章将介绍更多这种例子。 

可以通过下述递归算法，构造出一棵区域树。该算法的输入为集合 P := {p1, …, pn}，其中所有

点已经按照 x-坐标排序；算法最后返回与 P 对应的一棵二维区域树的根节点。与前一节类似，这里

也假设没有任何两个点有相同的 x-或者 y-坐标。在第 5.5 节，我们将去掉这一限制。 

算法 BUILD2DRANGETREE (P) 

Input: 平面点集 P 

Output: 一棵二维区域树的树根 

1.  构造联合结构： 
  令 Py为由 P 中各点的 y-坐标组成的集合，构造一棵存储 Py的二分查找树 Tassoc 
  Tassoc的各匹叶子，不仅要存储 Py中的 y-坐标，还要存储该坐标所对应的点 

2.  if (P 只包含一个点) 

3.   then 生成一匹叶子来存储这个点，并将 Tassoc当作与 v对应的联合结构 

4.   else (* 设 xmid为 P 中各点 x-坐标的中值 *) 
    将 P 划分为两个子集 Pleft和 Pright 
    Pleft由所有 x-坐标小于或者等于 xmid的点组成 
    Pright由所有 x-坐标大于 xmid的点组成 

5.     vleft ← BUILD2DRANGETREE (Pleft) 
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6.     vright ← BUILD2DRANGETREE (Pright) 

7.     生成一个节点 v 以存储 xmid 
     将 vleft做为 v 的左孩子 
     将 vright做为 v 的右孩子 
     将 Tassoc做为 v 的联合结构 

8.  return v 

请注意：在联合结构的叶子内，不仅要存储其对应点的 y-坐标，而且要存储这些点本身。这一

点很重要，因为在对联合结构进行搜索时，我们需要的不仅是它们的 y-坐标，而且（可能）需要把

这些点报告出来。 

〖引理 5.6〗 

给定由平面上任意 n 个点构成的点集，其对应的区域树占用 O(nlogn)的存储空间。 

〖证明〗 

对于 P 中的任一点 p，如果 p 被存放在某一联合结构之中，那么这个联合结构在 T 中所对

应的节点，必然位于在 T 中由根节点通往 p 所对应的叶子的那条路径之上。也就是说，在 T 的

同一深度层次上，点 p 只会被存储于恰好一个联合结构之中。 

 

图5-14 在每一层，点p只会被存储一次 

既然任何一棵一维区域树只占用线性规模的存储空间，故在 T 的每一深度层次上，所有节点对

应的联合结构总共只占用 O(n)的存储空间。鉴于 T 的深度为 O(logn)，故其所需的总存储空间

不会超过 O(nlogn)。  

 

根据以上的描述，算法 BUILD2DRANGETREE 的运行时间并没有达到最优的 O(nlogn)。为了证明

能够达到这一最优效率，在具体实现时必须有所讲究。如果根据 n 个未经排序的关键码来构造一棵
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二分查找树，的确需要消耗 O(nlogn)时间。这意味着在第 1 行构造联合结构时，就需要消耗 O(nlogn)

时间。然而，由于 Py中的各点已经预先经过了排序，所以可以完成得更快⎯⎯只要按照自底向上的

次序来构造二分查找树，总体的构造时间就将是线性的。因此，在构造的过程中，我们将维护对应

于整个点集的两个列表：一个按照 x-坐标排序，另一个按照 y-坐标排序。按照这一方法，对于主树

T 中的每一个节点，消耗的时间将线性正比于其对应正则子集的规模。这就意味着：总体的时间将与

占用空间的规模相同，即 O(nlogn)。鉴于预排序所需的时间也不过是 O(nlogn)，故整个构造算法所需

的时间还是 O(nlogn)。 

 

查找算法首先遴选出 O(nlogn)个正则子集，而这些正则子集的并，就给出了 x-坐标落在区域[x : 

x']之内的所有点。采用一维查找算法，也可以完成这个任务。对于每一这类子集，我们进而将其中

y-坐标落在[y : y']之内的所有点报告出来。我们可以再次通过一维查找算法来完成这项任务；不同的

是，这一次要将此算法分别应用于存储各当选正则子集的联合结构。因此就其本质而言，这一查找

算法与一维查找算法 1DRANGEQUERY 是相同的；唯一的差别就是，所有对 REPORTSUBTREE 的调用，

都被代以对 1DRANGEQUERY 的再次调用。 

算法 2DRANGEQUERY (T, [x : x'] × [y : y']) 

输入：二维区域树 T，以及待查询区域[x : x'] × [y : y'] 

输出：T 中位于[x : x'] × [y : y']之内的所有点 

1.  vsplit ← FINDSPLITNODE (T, x, x') 

2.  if (vsplit是叶子) 

3.   then 检查 vsplit处所存储的点是否应该被报告出来 

4.   else (* 沿着通往 x 的路径，对路径右侧的每棵子树调用一次 1DRANGEQUERY *) 

5.     v ← lc(vsplit) 

6.     while (v 还不是叶子) 

7.      do if (x ≤ xv) 

8.        then 1DRANGEQUERY (Tassoc(rc(v)), [y : y']) 

9.          v ← lc(v) 

10.       else v ← rc(v) 

11.    检查 v 处所存储的点是否应该被报告出来 

12.    (* 类似地 *) 
    沿着从 rc(vsplit)通往 x'的路径，对路径左侧的每棵子树所对应的联合结构 
    针对区域[y : y']调用一次 1DRANGEQUERY； 
    检查路径终点处的那匹叶子，看看是否应该将存储于其中的点报告出来 
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〖引理 5.7〗 

若采用区域树来存储（平面上的）任意 n 个点，则与坐标方向平行的每一次矩形区域查询，只需要

O(log2n + k)时间。这里的 k 为实际被报告出来的点数。 

〖证明〗 

在主树T的每个节点v处，只需要常数的时间，就可以确定查找路径应该朝何方继续前行，

此时，我们也可能会调用 1DRANGEQUERY。根据 〖定理 5.2〗，每一次这样的递归调用都需要

O(logn + kv)时间，其中kv为该次调用所报告出来的点数。于是，总共花费的时间就是 

∑
v

O(logn + kv) 

这一求和的范围，覆盖主树 T 中所有被访问到的节点。我们注意到：∑
v

kv正好就是 k，即被

报告出来的点的总数。此外，x 和 x'在主树 T 中的查找路径，长度都为 O(logn)。因此，∑
v

O(logn) 

= O(log2n)。本引理得证。  

 

二维区域树的性能，可以总结为如下定理： 

〖定理 5.8〗 

给定由平面上任意 n 个点构成的集合 P。对应于 P 的一棵区域树占用 O(nlogn)的存储空间，并且可以

在 O(nlogn)时间内构造出来。对这棵区域树进行查找，可以在 O(log2n + k)时间内，从 P 中报告出落

在任一矩形待查询区域之内的所有点，其中 k 为实际被报告出来的点数。 

〖定理 5.8〗所声称的查询时间，还可以进一步改进至O(logn + k)，为此需要借助于一种称作分

散层叠（fractional cascading）的技术。第 5.6 节将介绍这一技术。 

5.4 高维区域树 

二维区域树可以直接推广为更高维的区域树。在这里只讨论其算法的主体框架。 

考虑d维空间中的任一点集P。我们按照其中各点的第一维坐标，构造出一棵平衡二分查找树。

第一层次的这棵树也就是主树，对于其中的任一节点v，在以v为根节点的子树中，所有叶子各自对

应的点，合起来构成了与v对应的正则子集P(v)。对每个节点v，我们还为其构造一个联合结构Tassoc(v)；

第二层次的每棵树Tassoc(v)，都是对应于P(v)中某个点的一棵(d-1)维区域树⎯⎯此时其中各点的坐标都
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限制在后(d-1)维上 ①。递归地运用前面的方法，就可以构造出这棵(d-1)维区域树：它将是按照各点

第二维坐标组织的一棵平衡二分查找树，其中各个节点都通过一个指针，指向一棵(d-2)维区域树，

这棵区域树存储了该节点的子树 ②中的所有点⎯⎯同样地，这些点都被限制在后(d-2)维上。当各点

都被限制于其最后一维上时，这个递归的过程才结束；此时的各点，都被存储于某棵一维区域树⎯⎯

即平衡二分查找树⎯⎯中。 

相应的查找算法与二维情形也很类似。 

 

图5-15 在高维区域树中逐层查找 

在第一层（主）树中，我们找出O(logn)个节点⎯⎯它们各自对应的正则子集合并起来，就是第

一维坐标落在待查询区域之内的所有点。如 图 5-15 所示，对这些正则子集，还要分别做进一步查找，

也就是在其对应的第二层结构中进行查找。在每个第二层结构中，我们再找出O(logn)个正则子集。

这样，在第二层结构中被找出的正则子集总数为O(log2n)。这些正则子集的并，就是第一、二维坐标

（同时）位于待查询区域之内的所有点。接下来，要针对第三维坐标，对存储这些正则子集的第三

层结构进行查找，……，如此下去，直到一维的树结构。在这一层上，我们要筛选出最后一维坐标

落在待查询区域之内的所有点，并且将它们报告出来。根据这种方法，可以得出如下结论： 

〖定理 5.9〗 

给定由 d 维空间中任意 n 个点构成的集合 P，d ≥ 2。对应于 P 的一棵区域树占用 O(nlogd-1n)的存储空

间，并且可以在 O(nlogd-1n)时间内构造出来。对这棵区域树进行查找，可以在 O(logdn + k)时间内，

从 P 中报告出落在给定（超）矩形待查询区域之内的所有点，其中 k 为实际被报告出来的点数。 

〖证明〗 

一棵对应于d维空间中n个点的区域树，其构造时间记作Td(n)。根据〖定理 5.8〗，有T2(n) 

= O(nlogn)。在构造一棵d维区域树的过程中，我们需要构造一棵平衡二分查找树，这需要

                                                        

① 也就是说，每个点都被替换为它在此(d-1)维子空间中的投影。⎯⎯译者 

② 即以该节点为根的那棵子树。⎯⎯译者 
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O(nlogn)时间；我们还要构造所有对应的联合结构。在第一层树中，在同一深度的所有节点处，

（P中的）每个点都被存储而且仅被存储于一个联合结构之中。对处于同一深度的所有节点而

言，分别构造它们所对应的联合结构，总共需要O(Td-1(n))时间，这也就是为了构造对应于根节

点的联合结构所需要的时间⎯⎯这是因为，构造时间不会低于线性量级。因此，整体的构造时

间必然满足： 

Td(n)  =  O(nlogn) + O(logn)×Td-1(n) 

鉴于 T2(n) = O(nlogn)，上述递推关系的解应为 O(nlogd-1n)。按照相同的分析方法，也可

以得出所需存储空间的上界。 

对应于 d 维空间中任意 n 个点的一棵区域树，其查询时间记作 Qd(n)⎯⎯这里不计为报告

各点所需的时间。每次对 d 维区域树的查找，首先需要对第一层的树进行查找，这一步所需的

时间为 O(logn)；接下来，还需要对对数量级棵(d-1)维区域树进行查找。这样，就有： 

Qd(n)  =  O(logn) + O(logn)×Qd-1(n) 

在这里，Q2(n) = O(log2n)。于是，很容易就可以得出上述递推关系的解为 Qd(n) = O(logdn)。 

最后，还要计入为报告各点所需花费的时间，这部分时间不会超过 O(k)。这样，就得出了

每次查询所需的时间。  

 

与二维的情况一样，这里的查询时间也可以有一个对数因子的改进⎯⎯参见第 5.6 节。 

5.5 一般性点集 

到现在为止，我们一直强加了一个限制：任何两点的 x-和 y-坐标不得相同⎯⎯这一限制极其不

切实际。幸运的是，这一点可以很容易得到补救。最关键的就是要注意到：我们从来都没有假定坐

标的数值必须是实数。我只要求它们来自某个全序域（totally ordered universe）。只要满足这一条件，

就可以对任意两个坐标进行比较，并可以计算中值。因此，我们将运用如下技巧。 

 

我们原先表示为实数的坐标，被替换为来自所谓合成数空间（composite number space）的元素。

这种空间中的每个元素都由一对实数组成。对应于 a 和 b 两个实数的合成数，记作(a|b)。按照字典

序（lexicographical order），我们可以在合成数空间中定义一个全序（total order）。这样，对于任何

两个合成数(a|b)和(a'|b')，都有 

(a|b) < (a'|b')    ⇔    a < a' 或者 (a = a' 且 b < b') 
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现在，考虑由平面上任意 n 个点构成的集合 P。尽管该集合中的点必然互异，但是可能会有很

多个点的 x-或 y-坐标相同。我们将每个点 p := (px, py)，替换为一个以合成数为坐标的点 p̂  := ((px|py), 

(py|px))。如此就得到了由 n 个点构成的一个新集合 P̂ 。在 P̂ 中，任意两个点的第一个坐标必然不同；

第二个坐标亦是如此。按照以上定义的序，我们现在就可以为 P̂ 构造一棵 kd-树或者二维的区域树。 

现在假设我们希望报告出 P 中位于 R := [x : x'] × [y : y']之内的所有点。为此，必须对刚才为 P̂ 构

造的树进行查找。也就是说，必须同时将待查询区域也变换到新的合成数空间。这一变换定义如下： 

R̂    :=  [(x|-∞) : (x'|+∞)] × [(y|-∞) : (y'|+∞)] 

接下来，只需证明此方法的正确性。也就是说，需要证明：在针对 R̂ 进行查找时，从 P̂ 中报告

出来的点，不多不少恰好对应于 P 中落在 R 之内的所有点。 

〖引理 5.10〗 

对于任意的一个点 p 以及一个矩形区域 R，都有： 

p ∈ R  ⇔  p̂   ∈ R̂   

〖证明〗 

设 R := [x : x'] × [y : y']，p := (px, py)。根据定义，p 落在 R 之内当且仅当“x ≤ px ≤ x'

且 y ≤ py ≤ y'”。易见，此充要条件被满足当且仅当“(x|-∞) ≤ (px|py) ≤ (x'|+∞)且(y|-∞) ≤ (py|px) 

≤ (y'|+∞)”，也就是当且仅当 p̂  位于 R̂  之内。  

 

由此可知，我们的方法的确是正确的⎯⎯通过这种方法，可以得到正确的查询结果。请注意：

实际上并不需要将变换后的点存储下来⎯⎯只要能够在合成数空间中对任意两个 x-坐标或者 y-坐标

进行比较，就可以只存储原始的那些点。 

在更高维的空间中，同样可以采用合成数的方法。 

5.6 *分散层叠 

第 5.3 节针对平面矩形区域查找的问题，描述过一种被称为区域树的数据结构，其查询时间为

O(log2n + k)。（这里，n 为该数据结构所存储的点的总数，而 k 则是最终被报告出来的点的数目。）

本节将要介绍一种被称为分散层叠（fractional cascading）的技术，可使查询时间降至 O(logn + k)。 

我们首先回顾一下区域树的工作过程。对应于平面点集 P 的一棵区域树，是一个分为两层的结

构。其中的主树是一棵关于各点 x-坐标的二分查找树。对应于主树中的每个节点 v，都有一个联合
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结构 Tassoc(v)，它是一棵关于 P(v)中各点 y-坐标的二分查找树（此处的 P(v)表示 v 对应的正则子集）。

针对任一矩形区域[x : x'] × [y : y']的查询，进行过程如下：首先，在主树中确定一组共 O(logn)个节点，

它们所对应正则子集的并，给出了 x-坐标落在区域[x : x']之内的所有点。接下来，针对区域[y : y']，

分别对这些节点所对应的联合结构进行查找。对任何联合结构 Tassoc(v)的查找，就是一次一维区域查

找，故只需 O(logn + kv)时间，其中 kv是报告出来的点数。因此，总的查询时间为 O(log2n + k)。 

如果能够在O(1 + kv)时间内完成对单个联合结构的查找，那么总体查询时间就可以降低到O(logn 

+ k)。然而，如何才能做到这样呢？一般而言，要想在 O(1 + k)时间（这里的 k 同样是被报告出来的

点数）内完成一次一维区域查找是不可能的。我们能够加以利用的一个条件是，这里需要对同一区

域进行多次一维查找⎯⎯因此，可能借助前一次查找的结果来加速后续的查找。 

 

首先通过一个简单的例子，来说明分散层叠的构思。设S1 和S2 分别为由对象组成的两个集合，

其中每个对象都有一个实数类型的关键码。这两个集合经过排序，分别被存储于两个数组A1 和A2

之中。现在假设，要求将S1 和S2 中关键码位于某个待查询区间（query interval）[y : y']之内的所有对

象都报告出来。我们可以这样来做：在A1 中对y进行二分查找，找出其中大于或等于y的最小关键码。

从这个位置开始，沿着数组A1 向右前行，直到遇见第一个大于y'的关键码⎯⎯在此期间途经的每个

对象都要报告出来。类似地，S2 中符合要求的对象也可以被报告出来。如果被报告出来的对象总数

为k，那么查询时间就是O(k)，再加上（在A1 和A2 中分别进行的）两次二分查找所需的时间。然而，

如果在比较S1 和S2 对应的关键码集合之后，发现后者是使前者的一个子集，那么我们就可以通过下

面的方法，避免第二次二分查找。我们给数组A1 的每个元素，都配备一个指针，指向A2 的某个元素：

如果A1[i]所存储对象的关键码为yi，那么我们为它配备的指针，将指向A2 中不小于yi的最小关键码。

若A2 中没有这样一个关键码，则将A1[i]对应的这个指针置为nil。图 5-16 对此做了形象的解释。（此

图中只标出了关键码，而不是对应的对象。） 

 

图5-16 增加指针以加速查找 

现在，如何才能报告出 S1 和 S2 中落在同一待查询区间[y : y']之内的所有对象呢？报告 S1 中的

有关对象，方法没有变化：在 A1 中对 y 进行二分查找，然后沿着 A1 朝右方前行，直到第一个大于

y'的关键码。为了报告 S2 中的有关对象，可以采用如下方法。设在 A1 中对 y 的查找终止于 A[i]。亦



第 5 章 正交区域查找：数据库查询 5.6 *分散层叠 

146 

即，A[i]的关键码是 S1 中不小于 y 的最小关键码。既然 S2 的关键码集合是 S1 的关键码集合的子集，

故 A[i]的指针必定指向 S2 中不小于 y 的最小关键码。因此，就可以沿着这个指针（找到 A2 中对应

的元素），然后沿着 A2 朝右方前行。这样，原来对 A2 进行的二分查找就可以省去，而为了报告出

S2 中的有关对象，只需要 O(1+k)时间（其中 k 为实际被报告出来的对象数目）。 

图 5-16 给出了这种查找的一个实例。我们对区域[20 : 65]进行查找。首先，在A1 中通过二分查

找，确定（不小于 20 的最小关键码）23 的位置。从此处出发，朝右方前进，直到发现第一个大于

65 的关键码。在此期间所经过的对象，其关键码都在指定区域之内，因此这些对象将被报告出来。

然后，沿着 23 所对应的指针转入A2。这样，就到达了关键码为 30 的元素，在A2 中，30 是不小于

20 的最小关键码。从这个位置出发，同样朝右方前进，直到发现第一个大于 65 的关键码，在此过

程中，所有关键码位于指定区域之内的对象都会被报告出来。 

 

现在回到区域树。这里最重要的一个观察结果就是：正则子集 P(lc(v))和 P(rc(v))都是 P(v)的子

集。因此，我们可以采用上面所构想的方法，来加速查找过程。其实现细节略显复杂⎯⎯因为，现

在需要处理的是 P(v)的两个子集，而我们需要同时对二者，而不是对其中之一进行快速访问。平面

上任意 n 个点构成集合 P，设 T 为与 P 对应的区域树。每一正则子集 P(v)都被存储于某个联合结构之

中。然而，我们不再像第 5.3 节那样将联合结构组织成一棵二分查找树，而是组织成一个数组 A(v)。

每一数组都按照 y-坐标排序。此外，A(v)中的每一元素都配有两个指针，分别指向 A(lc(v))和 A(rc(v))。

更准确地说，这两个指针的设置方法如下。假设在 A(v)[i]处存储的是点 p。于是，我们为 A(v)[i]设

置一个指针，指向 A(lc(v))中的一个元素，该元素所存储的点 p'的 y-坐标，（在 A(lc(v))中）是不小

于 py的最小者。正如上面所指出的，P(lc(v))是 P(v)的一个子集。因此，若在 P(v)所存储的诸点中，

p 的 y-坐标是不小于某一 y 值的最小者，则在 P(lc(v))所存储的诸点中，p'的 y-坐标也是不小于 y 的

最小者。指向 A(rc(v))的指针的设置方法相同：在 A(rc(v))所存储的诸点中，该指针所指（位置处所

存储）的那个点，其 y-坐标是不小于 py的最小者。 

 

图5-17 层次化区域树的主树：这里仅仅画出了各叶子的x-坐标，各叶子处所存储的点

则被标注于下方 
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做过上述改动之后的区域树，称作层次化区域树；在 图 5-17 和图 5-18 中显示的，就是这样的

一个例子。（其中，各数组所画的位置，分别对应于其在（主）树中所关联节点的位置：最顶层的

那个数组对应于根节点；其下面的左侧的那个数组对应于根节点的左孩子；依此类推。图中并没有

画出所有的指针。） 

 

图5-18 与主树中各节点相关联的数组：各数组所对应正则子集中的诸点，都按照y-坐

标排序（这里并没有画出所有的指针） 

让我们来看看，在一棵层次化区域树中，如何针对某一区域[x : x'] × [y : y']进行查找。与原来一

样，我们在主树T中分别查找x和x'，从而找出O(logn)个节点⎯⎯它们对应的正则子集合并起来，正好

给出了x-坐标落在[x : x']之内的所有点。这些节点是这样找出来的。设两条查找路径在节点vsplit处分

道扬镳。我们所希望找出的那些节点，都是vsplit的某些后代：它们或者是通往x的查找路径向左转向

处的右孩子，或者是通往x'的查找路径向右转向处的左孩子 ①。在vsplit处，我们可以找到A(vsplit)的入

口位置，该元素的y-坐标是其中不小于y的最小者。通过二分查找，这可以在O(logn)时间内完成。至

于各关联数组中具有不小于y的最小y-坐标的元素，在主树内继续对x和x'进行查找的过程中，可以跟

踪记录下这些元素的位置。借助于如下在各数组中设置的指针，可以在常数时间内对这些元素的位

置进行维护与更新。设v就是我们所筛选出来的O(logn)个节点之一。我们必须从存储于A(v)处的各点

中，找出y-坐标落在[y : y']之内的所有点，并报告出来。为此，只需首先找到其中不小于y的最小y-坐

标；然后，从这一位置出发（向右）前行，逐个报告途经的每一元素，直到遇见第一个大于y'的y-坐

标。第一个点可以在常数时间内找到⎯⎯因为，parent(v)位于查找路径之上，而且对于查找路径沿途

各节点所对应的数组中具有不小于y的最小y-坐标的点，我们已经做了跟踪记录。因此，为了将A(v)

中y-坐标落在[y : y']之内的所有点报告出来，只需O(1 + kv)时间，其中kv为在节点v处实际被报告的点

数。这样，总的查询时间就变成了O(logn + k)。 

                                                        

① 此处为原文直译，不易理解。按照中文习惯，这些节点应该定义为“以沿 vsplit通往 x 或 x'的查找路径之上某个
节点为父亲，本身却不属于这两条路径的节点”。⎯⎯译者 
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对于更高维的区域树，采用分散层叠技术同样可以将其查询时间降低一个对数因子。也许你还

记得：在求解 d 维区域查找时，首先要筛选出 O(logn)个正则子集⎯⎯它们包含了第 d 维坐标落在待

查询区域之内的所有点；接下来，再分别对这些正则子集进行(d-1)维的区域查找。这些(d-1)维的区

域查找将采用相同的方法，递归地进行。直到二维区域查找阶段，递归才终止；而二维的区域查找，

则可以通过以上方法加以解决。由此可以得出如下定理： 

〖定理 5.11〗 

在 d(≥2)维空间中，给定由任意 n 个点构成的集合 P。总可以在 O(nlogd-1n)时间内，构造出一棵与 P

对应的层次化区域树，其占用的存储空间为 O(nlogd-1n)。借助于这棵区域树，可以在 O(logd-1n + k)时

间内，报告出 P 中落在某矩形待查询区域之内的所有点，其中 k 为实际被报告出来的点数。 

5.7 注释及评论 

二十世纪七十年代，计算几何呱呱落地。即便在那时，正交区域查找就已经是该领域中最重要

的问题之一，并有许多人致力于研究它。他们的工作成果颇为丰富，下面仅介绍其中一二。 

在解决正交区域查找问题方面，人们采用的第一种数据结构是四叉树（quadtree）⎯⎯在后面的

第 14 章讨论网格划分问题时，将对其做一介绍。不幸的是，四叉树在最坏情况下的性能相当差。

Bentley[44]于 1975 年提出的kd-树，是对四叉树的改进。Samet在其专著 [333][334]中，对四叉树、

kd-树及其应用做过详细的讨论。数年之后，有多人 [46][251][261][387]分别独立地提出了区域树。

而借助于分散层叠技术将查询时间改进至O(logn + k)的方法，则是由Lueker[261]和Willard[386]提出

的。分散层叠不仅可以应用于区域树，实际上，在很多需要根据同一关键码进行多次查找的场合，

都同样适用。Chazelle和Guibas[105][106]对这一技术做了透彻的介绍。分散层叠还可以应用于动态设

置 [275]。Chazelle[87]提出了一种修改后的层次化区域树，这是解决二维区域查找问题最有效的数据

结构；他成功地将存储空间降至O(nlogn/loglogn)，同时保持了O(logn + k)的查询时间。Chazelle[90][91]

还证明了这一结果已经是最优的。如果待查询区域在某一侧是无界的（例如，其形式为[x : x'] × [y : 

+∞]），那么借助于一棵优先查找树（priority search tree，参见第 10 章），只需线性的空间，就能够

实现O(logn)的查询时间。对于更高维的情况，正交区域查找的最佳结果同样是由Chazelle[90]得出的：

他提出一种结构，使用 O(n(logn/loglogn)d-1)的存储空间，就可以在对数多项式的查询时间

（polylogarithmic query time）①内回答一次d维查询。同样地，这一结果也是最优的。另外，可以用

存储空间换取查询时间，也可以用查询时间来换取存储空间 [338][391]。 

有关下界（lower bound）的结论，只对某些特定的计算模型是有效的。因此，在某些特殊情况

                                                        

① 即 O(logcn)，其中 c > 1 为常数。⎯⎯译者 
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下，还可以进一步提高效率。比如，Overmars[300]提出了一种解决区域查找问题的更加有效的数据

结构：如果所有点的位置都限制在U × U的网格之上，那么查询时间将是O(loglogU + k)或者O( U + 

k)⎯⎯具体是那一结果，取决于允许的预处理时间。这些结果借用了早年由Willard[389][390]提出的

一种数据结构。只要对象的坐标被限制在网格点 ①上，那么相对于一般情况而言，计算几何中的许

多问题都有更好的时间复杂度上界 ②。这方面的例子包括最近邻查找 [224][225]、点定位 [287]以及

线段求交 [226]等问题。 

 

在数据库领域，区域查找被认为是三种基本类型的多维查找中最为常见的一类。其余的两类分

别是完全匹配查询（exact match query）与部分匹配查询（partial match query）。所谓完全匹配查询，

就是这样的一类查找：其属性值（坐标）符合某种特定条件的那些对象（点），是否出现在数据库

③中？针对完全匹配查询问题，一种显而易见的数据结构就是平衡二分查找树⎯⎯比如，这棵树可以

按照坐标的字典序（lexicographical order）进行组织。采用这种结构，每一完全匹配查询都可以在O(logn)

时间内完成。然而，随着维度⎯⎯即属性数目⎯⎯的增加，为了更好地评价查找的有效性，更好的

方法不仅应该考虑到（对象个数）n，同时还要兼顾空间的维数d。按照这种标准，若采用二分查找

树进行完全匹配查询，则查询时间应该是O(d*logn)⎯⎯因为，此时每比较一对点需要花费O(d)时间。

这一复杂度很容易就可以降至O(d + logn)⎯⎯而这一复杂度已经是最优的了。所谓部分匹配查询，是

指给定对应于某些坐标方向的数值，然后找出对应坐标为这些特定数值的所有点。比如在平面上，

部分匹配查询可能只关心x-坐标，也可能只关心y-坐标。从几何角度来理解，每次部分匹配查询实质

上就是找出位于一条水平（或者垂直）线上的所有点。利用一棵d维kd-树，每次针对s(<d)个坐标的

部分匹配查询 ④，都可以在O(n1-s/d + k)时间内完成，其中k为实际被报告出来的点数 [44]。 

 

在很多实际应用中，输入并不是一个点集，而是一组诸如多边形之类的对象。如果这时我们希

望报告出完全落在某一待查询区域[x : x'] × [y : y']之内的所有对象，那么就可以将这类查找转换为对

更高维空间中某一点集的查找⎯⎯参见 习题 5.13。人们也经常会要求找出部分落在某个区域之内的

所有对象。这个特殊的问题被称为截窗问题（windowing problem），第 10 章将讨论这一问题。 

区域查找问题还有其它一些变种，比如允许采用其它类型（如圆形或者三角形）的待查询区域。

采用所谓的划分树（partition tree），可以解决很多的此类问题。第 16 章将讨论这种结构。 

                                                        

① 即每个点的所有坐标都必须是整数。⎯⎯译者 

② 即最坏情况下的复杂度更低。⎯⎯译者 

③ 从计算几何的角度来看，数据库就相当于 d 维空间。⎯⎯译者 

④ 从几何角度来看，也就是在 d 维空间中查找位于某个正交(d-s)维子空间中的所有点。⎯⎯译者 
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5.8 习题 

习题 5.1 在估计 kd-树的查询时间时，我们得出了如下递推关系： 

 Q(n)  =  
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 若n = 1

2 + 2Q(
n
4) 若n > 1

 

试证明，该递推式的解为 Q(n) = O( n)。另外，对任一（足够大）的 n，试构造出由

n 个点构成的一个集合以及一个矩形查找区域，以说明Ω( n)也是对 kd-树查找的（时

间复杂度）下界。 

习题 5.2 试给出在 kd-树中插入和删除点的算法。在你的算法中，不必考虑如何对该结构做再

平衡化处理。 

习题 5.3 第 5.2 节曾经指出，也可以使用 kd-树来存储高维空间中的点集。设 P 为由 d 维空间

中任意 n 个点构成的一个集合。在下面的 a、b 部分中，你都可以将 d 视作一个常数。 

a. 试给出一个算法，构造对应于 P 中所有点的一棵 d 维 kd-树。试证明，该树占用

线性的存储空间，而该算法的运行时间为 O(nlogn)。 

b. 试给出执行 d 维区域查找的查找算法。试证明，其查询时间的上界为 O(n1-1/d + 

k)。 

c. 试证明，占用的存储量将随着 d 线性递增⎯⎯也就是说，若不将 d 视为常数，

则存储总量为 O(dn)。同样地，也请给出构造时间与查询时间随 d 变化的关系。 

习题 5.4 kd-树可以用来解决部分匹配查询。对二维部分匹配查询而言，也就是给定对应于某

个坐标分量的一个数值，要求找出该坐标分量等于该数值的所有点。就更高维的情况

而言，我们将给定对应于若干坐标分量的一组数值。在此，我们允许多个点的某些坐

标分量数值相同。 

a. 试证明，借助于二维 kd-树，可以在 O( n + k)时间内回答每次部分匹配查询，

其中 k 为实际被报告出来的点数。 

b. 试说明，应该如何利用二维kd-树来解答部分匹配查询。相应的查询时间是多少？ 

c. 试给出一种数据结构，它占用线性的存储空间，并能够在 O(logn + k)时间内解

答二维部分匹配查询。 

d. 试证明，借助于一棵 d 维 kd-树，我们能够在 O(n1-s/d + k)时间内，解答一次 d

维部分匹配查询，其中 s(<d)为数值被指定的坐标分量的数目。 

e. 试给出一种数据结构，它占用线性的存储空间，并能够在 O(logn + k)时间内解

答 d 维部分匹配查询。提示：使用某种数据结构，其占用的存储空间随着 d 按指数速

度递增（更准确地说，该结构占用 O(d · 2d · n)空间)。 

习题 5.5 即使待查询区域是矩形之外的其它形状，算法SEARCHKDTREE也依然适用。例如，即使

待查询区域为三角形，对应的查找也依然可以得出正确的结果。 

a. 试证明，针对三角形的区域查找，最坏情况下的求解时间是线性的；即便实际上
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没有任何点会被报告出来，亦是如此。提示：令存储于kd-树中的所有点都落在直线y 

= x上。 

b. 假设需要某种数据结构来求解三角形区域查找，然而三角形的边只能是水平的、

垂直的或者斜率为+1 或-1。试设计一个占用线性存储空间的数据结构，在O(n3/4 + k)

时间内求解这类查找，其中k为实际被报告出来的点数。提示：在平面上选取四条轴，

然后使用四维kd-树。 

c. 试将查询时间改进至O(n2/3 + k)。提示：首先解答习题 5.4。 

习题 5.6 试分别给出在一棵区域树中插入和删除点的相应算法。你不必考虑如何对该结构做再

平衡化处理。 

习题 5.7 在证明〖引理 5.7〗时，我们对各联合结构所对应的查询时间做了相当粗略的估算，

当时只是（笼统地）声明，这部分时间不会超过O(logn)。而在实际中，这部分查询

时间将取决于在联合结构中实际存储的点数。将正则子集P(v)中包含的点数记作nv。

这样，总共花费的时间就是： 

 ∑
v
Θ(lognv + kv) 

这里的求和，要覆盖主树T中所有被访问到的节点。试证明，这样计算出来的复杂度

（确界）依然是Θ(log2n + k)。（换而言之，这里更为精细的估算，只能改进复杂度

界限的常数，而不会动摇其数量级。） 

习题 5.8 〖定理 5.8〗指出，与由平面上任意n个点构成的点集相对应的区域树，占用的存储空

间为O(nlogn)。若只存储对应于主树中某些（特定）节点的联合结构，则可以降低存

储的消耗。 

a. 比如，可以只给深度为 0、2、4、6、…的那些节点，分别设置一个联合结构。

试说明，可以如何修改原来的查找算法，从而仍然可以正确地解答每次区域查找。 

b. 试分析此数据结构的空间复杂度及其查询时间。 

c. 也可能只给深度为 0、⎣
1
j logn⎦、⎣

2
j logn⎦、…的那些节点分别设置一个联合结构，

其中j ≥ 2 为常数。试分析此数据结构的空间复杂度及其查询时间。要求用n和j来表示

其复杂度。 

习题 5.9 使用本章所介绍的数据结构，我们可以这样来确定某个特定点(a, b)是否属于某个给

定的点集：将待查询区域设为[a : a] × [b : b]，然后进行区域查找。 

a. 试证明，对一棵 kd-树进行上述区域查找，需要 O(logn)时间。 

b. 若换成一棵区域树，其时间复杂度上界又将是多少？试证明你的结论。 

习题 5.10 在某些应用中，人们可能只对落在某个区域内点的数目感兴趣，而不需要将它们逐一

报告出来。此类查找通常被称为区域基数查询（range counting query）。这种情况

下，或许你会希望将查询时间复杂度中的 O(k)部分剔除掉。 

a. 试说明，应该如何对一维区域树进行修改，从而使我们能够在 O(logn)时间内完
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成一次区域基数查询。试证明这一时间复杂度上界。 

b. 试利用上述一维问题的结果，说明如何才能够在 O(logdn)时间内完成一次 d 维

区域基数查询。试证明这一时间复杂度。 

c.* 试说明，如何借助分散层叠技术，将二维以及更高维区域基数查询的时间复杂度

降低一个 O(logn)因子。 

习题 5.11 给定由互不相联的n条水平线段构成的一个集合S1，以及由互不相联的m条垂直线段

构成的一个集合S2
①。试给出一个平面扫描线算法，在O((n+m)log(n+m))时间内统

计出S1∪S2中线段之间交点的数目。 

习题 5.12 第 5.5 节曾经证明，通过合成数（composite number）方法，我们可以处理平面上多

个点的某一坐标相同的情况。试将此概念推广至 d 维空间。为此，你需要定义出对应

于 d 个数字的合成数，以及不同合成数之间的次序。然后，请说明应该如何根据这一

次序，对点 p := (p1, …, pd)和区域 R := [r1 : r1'] × … × [rd : rd']进行变换，以保证：

p ∈ R 当且仅当变换后的点位于变换后的区域内。 

习题 5.13 在某些应用中，人们要做的区域查找可能针对的是一些对象，而不是一些点。 

a. 给定由平面上与坐标轴平行的 n 个矩形所构成的一个集合 S。我们希望将 S 中完

全落在某个待查询矩形[x : x'] × [y : y']内的所有矩形报告出来。试给出能够用以解决

此问题的一种数据结构，该结构占用 O(nlog3n)的存储空间，对应的查询时间为

O(log4n + k)，其中 k 为实际被报告出来的矩形数目。提示：将此问题转化为某一更

高维空间中的正交区域查找问题。 

b. 给定由平面上任意 n 个多边形构成的一个集合 P。同样地，试给出一种占用

O(nlog3n)存储空间的数据结构，它可以在 O(log4n + k)时间内，报告出 P 中完全落

在该待查询矩形内的所有多边形，k 为实际被报告出来的多边形数目。 

c.* 试将你（在 a 和 b 中）实现的查询时间，都改进到 O(log3n + k)。 

习题 5.14* 试证明：〖定理 5.11〗所声称的存储空间及构造时间的复杂度上界，的确为O(nlogd-1n)。 

 

                                                        

① 这里，所有线段都来自同一平面。⎯⎯译者 



66   
点定位：找到自己的位置 

本书的大部分内容，都是在欧洲写成的。更准确地说，我们写作的地理位置非常接近于东经 5o6'、

北纬 52o3'那一点。那是什么地方？只要手头有一份欧洲地图，你就可以自己来找到这个位置：按照

地图边框上的标尺，你将会发现，上述坐标所对应的地方属于一个名叫“荷兰”的国家。 

按照上述方式可以回答形式如下的点定位查询（point location query）：给定一张地图以及由坐

标指定的一个查询点q，在图中找出q所处的子区域。当然，这里所说的“地图”，只不过是将整个

平面分割成多个区域之后的结果，也就是第 2 章所定义的平面子区域划分（planar subdivision）。 
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图6-1 地图上的点定位 

在许多不同的场合中，都会提出这类点定位查询的问题。假设你正在海上航行，而且随处可能

会遇到浅滩和险流。为保证航行的安全，你必须了解自己当前所处位置的水流状况。幸运的是，有

现成的航海图标出了海上各处的水流状况。你应按照如下方法来使用航海图。首先，需要确定你当

前的位置。不久以前，我们还只能依靠星辰或太阳，外加一个准确的计时器来做到这一点。然而今

天，你已经可以更容易地来确定自己的位置⎯⎯只要到市场上买个个头不大的盒子，你就可以借助

各种卫星提供的信息，随时确定自己所处的位置。在确定了自己所处的位置之后，你需要在航海图

上找到对应的点，然后才能查看那里的水流情况，或者看看自己到底处于海洋中的那块区域。 

更进一步地，还可以让最后一步变成自动的⎯⎯将航海图转换为电子格式，进而利用计算机来

为你确定方位。这样，无论何时何地，计算机都能够动态地显示出你现在所处位置的水流情况（你

所拥有的也可能是电子格式的其它专题图，这些情况下，你也可以获得相应的其它信息）。在这种

情况下，我们可能会拥有一套相当详细的专题图，我们希望能够频繁地进行点定位查询，从而在航

行的过程中，不断地更新显示的当前信息。这就意味着，我们希望对航海图进行预处理

（preprocessing），然后将有关信息组织为某种数据结构，从而使得点定位查询可以很快完成。 

点定位问题可以出现在不同的领域。假设我们想要实现一个通过屏幕显示地图的交互式地理信

息系统。用户只要用鼠标点击某个国家，就可以查阅该国的信息。随着鼠标在屏幕的不同位置之间

移动，该系统应该能够始终提供鼠标所指国家的名称。显然，对于屏幕上所显示的那张地图而言，

这就是一个点定位问题；在这里，鼠标的位置就相当于查询点。这类查询进行的频率很高⎯⎯毕竟，

我们希望能够实时地更新屏幕上的信息⎯⎯因此，这种查询必须很快得到回答。这样，我们就再次

需要借助某种数据结构，来支持这种快速的点定位查询。 
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6.1 点定位及梯形图 

令 S 为一个包含 n 条边的平面子区域划分（subdividsion）。所谓的平面点定位（planar point 

location）问题，要求将 S 存储为某种形式，以使得我们能够回答形式如下的查询：对任一查询点 q，

在 S 中找出 q 所处的那张面 f。要是 q 碰巧落在某条边上，或者恰好与某个顶点重合，查询算法也必

须返回这些信息。 

为加深对该问题的理解，首先来看一种非常简单，却可用来进行点定位查询的数据结构。 

 

图6-2 条形分割 

如 图 6-2 所示，在子区域划分的每个顶点处引入一条垂线。于是，整个平面就被分割成若干垂

直的条带（slab）。我们将所有顶点按照x-坐标排序，并存入一个数组。这样，只需O(logn)时间，就

可以确定待查询点（query point）q所处的那根条带。在这根条带的内部，没有S的任何顶点。也就是

说，我们的查找范围，已经从原来的整个子区域划分，缩小到该条带形区域的内部。每一条带都具

有一种特殊的性质：与该条带 ①相交的每一条边，都必然完全跨越它⎯⎯因为，它们的端点不可能

落在条带的内部。这就意味着，可以自上而下，对跨越该条带的所有直线进行排序。 

 

图6-3 在任一条带内部，所有直线可以自上而下地明确排序 

                                                        

① 根据上下文，这里的条带形区域，应该除去做为其边界的（一或两条）直线。也就是说，它是开的。⎯⎯译者 
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我们注意到，介于（排序后的）任何两条相邻边之间的区域，都属于 S 中的同一张面。在该条

带中，最低和最高的两个区域都是无界的，而且同属于 S 的无界面。既然与某根条带相交的所有边

（的相对位置）具有这样一种特殊的结构，我们就能够将它们存储为一个有序的数组。对其中的每

一条边，我们都要做一个标记，指明在条带区域内，紧邻于其上方的是 S 的哪一张面。 

至此已可以给出如下查询算法。首先，根据待查询点 q 的 x-坐标，在记录子区域划分中所有顶

点 x-坐标的那个数组中，做一次二分查找，找到 q 所处的那根条带。然后，在该条带所对应的数组

中，再次针对 q 进行第二次二分查找。其基本操作是：给定线段 s 以及点 q（通过 q 的垂线与 s 相交），

要求判断出 q 究竟是位于 s 的上方、下方还是正好落在 s 上。如此便可确定在 q 下方、位置最高的

那条线段（如果 q 的下方至少存在一条线段的话）。而通过该线段上的标记，就可以进一步找到 q

在 S 中所处的那张面。要是在 q 的下方根本就没有线段，则 q 必属于 S 的那张无界面。  

该数据结构的查询时间性能很好⎯⎯每次只需两次二分查找：第一次，数组的长度不超过 2n（在

任一子区域划分中，n 条边至多对应于 2n 个端点）；第二次，数组的长度不超过 n（任何一根条带，

最多与全部的 n 条边相交）。因此，查询时间为 O(logn)。 

那么，需要多大的存储空间呢？首先，需要一个数组来存放所有顶点的 x-坐标，这需要占用 O(n)

空间。此外，每根条带还分别需要一个数组，用来存放与之相交（跨越）的所有边，每个这样的数

组需要 O(n)空间。考虑到共有 O(n)根条带，这些数组总共需要占用 O(n2)空间。 

 

图6-4 条带划分的最坏情况 

图 6-4 就给出了这样的一个子区域划分实例：其中包含
n
4根条带，每根都分别与

n
4条边相交⎯⎯

由此说明，上面（关于空间复杂度）的最坏估计，并非杞人忧天。 

鉴于其所需的存储空间如此之大，这种数据结构很难让人感兴趣⎯⎯在大多数实际应用中，规

模为平方量级的结构，几乎等于毫无用处；即使是对中等大小的n而言，也是如此。（有的读者也许

能够证明，该结构的空间复杂度的最坏情况，在实际中并不会出现。但是，存储量达到O(n × n)的

情况，还是很有可能出现的。）那么，导致平方量级存储量的根源何在？让我们再来看看 图 6-2。
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实际上，原来的边以及通过各顶点的垂线，定义了一个新的子区域划分S'。这个子区域划分中的每一

张面，都是梯形（trapezoid）、三角形或者类似于梯形的无界面。而且，S'是对原先的子区域划分的

一个细分（refinement）⎯⎯也就是说，S'的任何一张面，都完全落在S的某张面中。而实际上，上面

所介绍的算法，就是在细分之后的这个子区域划分中进行点定位查询。（对S'的查询结果）当然可以

用来回答原先（针对S）的平面点定位查询⎯⎯既然S'是S的细分，所以只要能够在S'中找到包含q的那

张面，也就找到了包含q的f ∈ S。然而不幸的是，经过细分之后，子区域划分的复杂度将高达平方量

级。既然如此，对应的数据结构达到平方量级的规模，也就不足为怪了。 

或许，我们应该寻找 S 的另一种细分方法。首先，这种细分应该与上面所介绍的分解方法一样

⎯⎯能够使点定位查询更易解答；但同时也应与上述分解方法不同⎯⎯虽然其空间复杂度要比最初

的子区域划分 S 稍高，却不会很高。实际上，这样的细分方法的确存在。本节的后续部分，将介绍

所谓梯形图的概念⎯⎯它正是我们所希望的一种细分方法。 

若平面上两条线段的交为空，或者只相交于它们的一个共同端点，我们都称它们是互不相交的

（non-crossing）。按照这一定义，在平面的任何一个子区域划分中，所有边都互不相交。 

对于平面上互不相交的任意 n 条线段 S，都可以定义出与 S 相对应的一幅梯形图。不过，为了

方便本节以及下一节的讨论，我们要 S 做两点简化假设。 

首先，在场景的边缘会出现一些类似于梯形的无界面，为方便起见，我们要消除这些面。为此，

可以引入一个（其边）与坐标轴平行的矩形 R，R 必须大到足以容纳下整个场景⎯⎯也就是要能够

容纳下 S 中的所有线段。这里讨论的是针对子区域划分的点定位查询，对这类问题来说，这个条件

是可以满足的⎯⎯在引入 R 之后，若待查询点落在 R 之外，则必然落在 S 中的那张无界面内。因此，

尽管我们的注意力只集中在 R 的内部，也不会有任何问题。 

第二项简化假设是：在S内所有线段的端点中，任何两个端点的x-坐标都是互异的。这一假设的

理由，不象前一项那么容易说明。它的一个推论是，S中没有垂直边。这一假设与实际情况不甚相符

⎯⎯在很多应用中，垂直线段出现的频率很高；另外，由于给定坐标的精度往往是有限的，“分别

来自互不相交的线段的两个端点的x-坐标相同”的情况，也并非难得一见。尽管如此，我们还是要

做这一假设；在后面的第 6.3 节中，我们将对一般情况的处理进行讨论。 

这样，我们所处理的对象，就是由n条线段构成的集合S，其中的线段互不相交，都包含在一个

包围框（bounding box）R中，而且任何两个端点都不处于同一条垂线上。这样的集合，称为一般性

位置线段集（a set of line segments in general position）。所谓S的梯形图T(S)，也称作S的垂直分解

（vertical decomposition）或者梯形分解（trapezoidal decomposition）。梯形图是这样得到的：经过S

中每条线段的左、右端点，向上方和下方各发出一条垂直射线；在碰到S中的另一条线段或R的边界

后，射线终止。由p发出的这两条垂直延长线，分别称为p的上垂直延长线（upper vertical extension）

和下垂直延长线（lower vertical extension）。所谓S的梯形图，就是由线段集S、 矩形R以及所有上
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垂直延长线和下垂直延长线导出的一个子区域划分。图 6-5 给出了这样的一个实例。 

 

图6-5 点定位和梯形图 

T(S)中的每张面，都是由T(S)的若干条边围成的。其中有些边可能是相邻的，甚至是共线的⎯⎯

如 图 6-6 所示，我们将（相对于某张面而言的）这类边合起来称作该面的一条侧边（side）。也就

是说，所谓某张面的一条侧边，就是沿着该面的边界、长度极大化的一（直线）段。 

 

图6-6 梯形Δ的侧边 

〖引理 6.1〗 

任意给定一个一般性位置线段集 S，在 S 的梯形图中，每张面都有一到两条垂直的侧边，同时有且

仅有两条非垂直的侧边。 

〖证明〗 

任取 T(S)中的一张面 f。首先来证明，f 是凸的。 

既然 S 中的线段互不相交，则 f 的每个隅（corner）只有三种可能：或者是 S 中某条线段

的端点，或者是某条垂直延长线与 S 的一条线段或 R 的一条边的接合位置，或者就是 R 的一个

隅。若是第一种情况，则由于垂直延长线的引入，那里的内角不会超过 180o。若是第二种情况，

则在该隅处的任何一个角都小于或等于 180o。而若是第三种情况，显然 R 的每个隅都是 90o。
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总之，f 必是凸的⎯⎯之所以所有的非凸性都能够被消除掉，是因为引入了垂直延长线。 

我们关注的只是f的侧边，而不是T(S)的边，因此，既然f是凸的，则每张面至多有两条垂直

的侧边。现在再来考虑非垂直的侧边。假设与引理的断言相反，f的非垂直侧边多于两条。若果

真如此，则在这些非垂直侧边中，必有两条是前后相联的。而且，这两条侧边要么都属于f的下

边界，要么都属于f的上边界。我们注意到：任何一条非垂直的侧边，要么是S中某条线段上的

一段，要么就是R的某条边上的一段；此外，这些线段（以及边）互不相交。因此，上面那两

条前后相联的侧边，其接合处必然是某条线段的一个端点。然而（按照梯形图的定义），这个

端点也必然会发出两条垂直延长线⎯⎯于是，这两条侧边就不可能是前后相联的 ①，与假设不

合。因此，f至多只有两条非垂直的侧边 ②。 

最后，我们注意到，f 是有界的（因为，整个场景的范围已经限制在一个包围框 R 之内了）。

这就说明：它的非垂直侧边也不会少于两条，而垂直侧边则至少有一条。  

 

〖引理 6.1〗指出，所谓梯形图的确名副其实⎯⎯其中的每一张面要么是梯形，要么是三角形（也

可以把三角形看成是梯形的特例，其中有一条边退化为一个点）。 

从〖引理 6.1〗的证明中可以看出，梯形的任何一条非垂直侧边，要么是S中某条线段上的一段，

要么是R的两条水平边之一上的一段。如 图 6-7 所示，任一梯形Δ的上方和下方，分别由（S的）一

条非垂直线段或者（R的）一条水平边界定⎯⎯它们分别记作top(Δ)和bottom(Δ)。 

 

图6-7 梯形Δ的顶边与底边 

若做了一般性位置假设（general position assumption），则任何梯形的垂直侧边要么是一条垂直

延长线，要么是由两条垂直延长线接合而成的，要么就是 R 的两条垂直边之一。更准确地说，可以

将梯形Δ的左、右侧边各划分成五类。比如，左侧边的五种可能是： 

(a) 退化为一个点⎯⎯也就是 top(Δ)和 bottom(Δ)共同的左端点； 

(b) 由 top(Δ)的左端点向下发出的一条垂直延长线，直到与 bottom(Δ)相交； 

(c) 由 bottom(Δ)的左端点向上发出的一条垂直延长线，直到与 top(Δ)相交； 

                                                        

① 更确切的表述应该是：于是，这两条侧边就不可能属于同一张面的边界。⎯⎯译者 

② 而且，这两条侧边必然分属 f 的上、下边界。⎯⎯译者 
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(d) 由另一条线段 s 的右端点向上、下各发出一条垂直延长线，直到分别与 top(Δ)和 bottom(Δ)

相交； 

(e) R 的左边。在 T(S)内的所有梯形中，只有一个是属于这种情况。具体讲，也就是 T(S)中位置

最靠左的那个梯形，这个梯形是唯一存在的。 

 

图6-8 梯形Δ左侧边共有5种可能，这里是其中的4种 

图 6-8 给出了其中的前四种可能。对称地，Δ的右侧边也有五种可能。你可以自行验证一下，除

上述五种情况之外，是否还有其它的可能。 

任一梯形Δ ∈ T(S)，只要它不是最左侧的那个，则在某种意义上，Δ的左侧垂直边是由某条线段

的一个端点 p 确定的⎯⎯这条垂直边属于由 p 发出的（两条）垂直延长线的一部分（当然，在退化

情况下，这条垂直“边”就是 p 自己）。确定Δ左侧边的这个（线段）端点 p，记作 leftp(Δ)。正如

在上面所看到的，leftp(Δ)要么是 top(Δ)或者 bottom(Δ)的左端点，要么就是另一条线段的右端点。对

于唯一的那个以 R 的左边为左侧边的梯形Δ，leftp(Δ)被定义为“R 左下角的那个顶点”。类似地，

确定Δ右侧边的那个（线段）端点 p，被记作 rightp(Δ)。请注意，Δ是由 top(Δ)、bottom(Δ)、leftp(Δ)

和 rightp(Δ)唯一确定的。因此有时我们也会说，Δ是由这些线段和端点确定的。 

任一子区域划分中各边所对应的梯形图，就是对该子区域划分的一个细分。那么，为什么说在

梯形图中进行点定位，要比在一般的子区域划分中更容易呢？这一点并非一目了然。下一节将解释

其原因。不过，在这里还是让我们首先来证实一下，梯形图本身的复杂度，并不会比定义它的原始

集合中所包含的线段数目多多少。 

〖引理 6.2〗 

由任意 n 条处于一般性位置的线段组成的集合 S，其梯形图 T(S)至多含有 6n + 4 个顶点，至多含有

3n+1 个梯形。 

〖证明〗 

T(S)中的每个顶点，要么是 R 的某个顶点，要么是 S 中某条线段的端点，要么就是发自某

个端点的一条垂直延长线与另一条线段（或者 R 的边界）之间的交点。既然每条线段的各个端

点都会（向上、向下分别）引出两条垂直延长线，故顶点的总数就不会超过 4 + 2n + 2 × 2n  =  
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6n  + 4。 

根据顶点总数的上界（upper bound），再利用欧拉公式，就可以得出其中所含梯形总数

的上界。不过在这里将另辟蹊径，给出一个直接的证明。这个证明要借助 leftp(Δ)点。你应该

记得，每个梯形Δ都对应于这样的一个点 leftp(Δ)。这个点要么是（n 条线段中的）某条线段的

一个端点，要么就是 R 的左下角。只要对梯形左侧边的五种情况逐一检查一遍，就会发现：R

的左下角的确会为某个梯形担当这个角色，但是这样的梯形有且仅有一个；每条线段的右端点

也只可能对至多一个梯形担当这个角色；而每条线段的左端点也最多只能担当两个不同梯形的

leftp(Δ)。（因为可能有多个端点相互重合，所以平面上的一个点可能同时担当多个梯形的

leftp(Δ)。然而，在情况(a)中只要我们约定“leftp(Δ)是 bottom(Δ)的左端点”，则任何一条线

段 s 的左端点就至多只可能担当（分别位于 s 上方、下方的）两个梯形的 leftp(Δ)。）由此可知，

梯形的总数不会超过 3n+1。  

 

如果两个梯形Δ和Δ'接合于某条垂直边的左右，我们就称它们是相邻的（adjacent）。比如在 图

6-9(i)中，梯形Δ与Δ1、Δ2和Δ3 相邻，却与Δ4 和Δ5不相邻。鉴于集合中的所有线段都处于一般性位置，

故每个梯形至多与其它的四个（左、右各两个） 梯形相邻。若一般性位置假设不满足，则某个梯形

有可能与任意多个梯形相邻（如 图 6-9(ii)所示）。 

 

图6-9 与Δ相邻的梯形（用阴影填充） 

考虑与Δ相邻于其左侧垂直边的某个梯形，记该梯形为Δ'。于是，要么top(Δ) = top(Δ')，要么bottom(Δ) 

= bottom(Δ')。若是前一种情况，我们称Δ'为Δ的“左上方邻居”（upper left neighbor）；若是后一种

情况，则称Δ'为Δ的“左下方邻居”（lower left neighbor）。比如，按照这种定义，图 6-8(b)中的那

个梯形有一个左下方邻居，但没有左上方邻居；图 6-8 (d)中的那个梯形既有一个左上方邻居，也有

一个左下方邻居；图 6-8(a)中的那个梯形既没有左上方邻居，也没有左下方邻居（在所有的梯形中，

以R的左侧边为左垂直边的那个唯一的梯形，也属于这种情况）。类似地，我们也可以定义出各梯形

的右上方邻居（upper right neighbor）和右下方邻居（lower right neighbor）。 

既然梯形图本身也是一种平面子区域划分，当然也可以借助第 2 章所介绍的双向链接边表

（doubly-connected edge list）结构，来表示和存储梯形图。然而，鉴于梯形图的特殊结构，我们将

使用另一种专门的数据结构，该结构在处理梯形图时会更加方便。这种数据结构利用了各梯形之间
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的相邻关系，将整个子区域划分联接成为一个整体。对应于S中的每条线段、每个端点，在该结构中

都要设置一个相应的记录⎯⎯因为这些端点和线段可能会担当（某个梯形的）leftp(Δ)、rightp(Δ)、top(Δ)

或bottom(Δ)。此外，对应于T(S)中的每个梯形，在该数据结构中也要相应地设置一个记录；然而，无

论是对于T(S)中的边还是顶点，都不必设置相应的记录。对应于梯形Δ的记录配有若干指针，分别指

向leftp(Δ)、rightp(Δ)、top(Δ)和bottom(Δ)，以及该梯形的（总共不超过四个）邻居。请注意，（按照

这种存储方法，）每个梯形Δ的几何信息（即梯形各顶点的坐标）并不能显式地直接获得。尽管如此，

一旦给定了leftp(Δ)、rightp(Δ)、top(Δ)和bottom(Δ)，梯形Δ就必然是唯一确定的。由此可知，根据（在

该数据结构中）存储的有关Δ的信息，完全可以推导出该梯形的所有几何信息。 

6.2 随机增量式算法 

本节将建立一个随机增量式算法（randomized incremental algorithm），利用它可以为任意一组

共 n 条（处于一般性位置的）线段 S，构造出对应的梯形图 T(S)。在构造梯形图的过程中，该算法还

会同时构造一个数据结构 D，借助于它可以在 T(S)中进行点定位查询。之所以没有采用平面扫描算法

来构造梯形图，也正是出于这一考虑⎯⎯诚然，平面扫描算法的确可以构造出梯形图，但是它却无

法同时给出某种数据结构，以支持点定位查询。而完成后一任务，才是本章的主要目的。 

 

在开始讨论算法之前，我们首先要对该算法所构造的数据结构 D 做一介绍。这种支持点定位查

询的数据结构，被称作查找结构（search structure）。它是一幅有向无环图（directed acyclic 

graph - DAG），其中有唯一的根节点，同时对应于 S 的梯形图中的每个梯形，有且仅有一匹叶子。

每个内部节点的出度都是 2。所有内部节点分为两类：x-节点和 y-节点。每个 x-节点都被标记为 S

中某条线段的一个端点；而每个 y-节点都被标记为某条线段。 

在对点q进行查询时，要从根节点出发，沿着某条有向路径到达某匹叶子。最终到达的那匹叶子，

就对应于T(S)中包含q的那个梯形Δ。在沿查找路径前进时，每遇到一个新的节点，都要将其与q进行

对比，以确定应该继续前进到其两个孩子节点中的哪一个。若是x-节点，则按如下形式进行比较：

“取出存储于该节点处的那个端点；相对于经过该端点的那条垂线，q究竟是位于左侧还是右侧？”

若是y-节点，则比较的方法如下：“取出存储于该节点处的那条线段s；相对于这条线段，q究竟是

位于上方还是下方？”我们要保证，无论是遇到哪个y-节点，穿过q的那条垂线必然与该节点所存储

的那条线段相交⎯⎯唯此，（目的在于判断上方、下方的）比较才会有意义。在每个内部节点处，

经过上述比较得出的结论无外乎两类：处于某个x-节点的左侧或者右侧；处于某个y-节点的上方或者

下方。那么，要是待查询点正好落在某条垂线或者某条线段上，又应该如何处置呢？就目前而言，

暂且假定这类情况不会发生。对于不满足一般性位置假设的线段集，应该如何处置？第 6.3 节将专

门讨论这一问题，其中也涉及了这类待查询点的退化情况。 
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本算法所构造的查找结构 D 和梯形图 T(S)相互关联：T(S)中的梯形与 D 中的叶子一一对应；每一

梯形Δ都可通过指针找到与之对应的叶子；反之，每匹叶子也可通过指针找到与之对应的梯形。 

 

图6-10 两条线段的梯形图，及其对应的查找结构 

在 图 6-10 中，画出了与两条线段s1 和s2相对应的一幅梯形图，以及与该梯形图对应的查找结构。

其中，白色的是x-节点，分别标有与之对应的线段端点；灰色的是y-节点，分别标有与之对应的线段；

方块为查找结构的叶子，分别标有梯形图中与之对应的梯形。 

 

这里将给出一个构造查找结构的递增式算法⎯⎯也就是说，逐一引入各条线段；每增加一条线

段，都相应地更新查找结构及对应的梯形图。各线段引入的次序，对最终生成的查找结构会有影响

⎯⎯按某些次序构造出来的查找结构，查询时间性能将很好；而按其它次序，时间性能却可能很差。

为找到合适的次序，不必绞尽脑汁，只需再次沿用第 4 章（在解决线性规划问题时）所采用过的方

法⎯⎯随机化（randomization）。因此更确切地说，我们采用的实际上是一个随机增量式算法。稍

后将证明：由这一随机增量式算法构造的查找结构，（时间）性能的期望值很好。不过，我们还是

首先来具体介绍一下该算法。我们将从它的整体结构入手，然后再讲解它的各个子步骤。 

算法 TRAPEZOIDALMAP(S) 

输入：一组共 n 条互不相交的线段 

输出：梯形图 T(S)，以及与之对应的、限制于一个包围框之内的查找结构 D 

1.  构造一个包围框 R，其大小必须足以容纳 S 中的所有线段 
 根据 R，初始化相应的梯形图结构 T 以及查找结构 D 

2.  将 S 中的所有线段随意打乱，得到一个随机序列：s1, s2, …, sn 

3.  for i ← 1 to n 

4.   do 在（当前的）T中，找到与si真相交 ①的所有梯形Δ0, Δ1, …, Δk 

5.    将Δ0, Δ1, …, Δk从 T 中删去 
   将它们替换为由于 si的引入而新生出来的若干梯形 

                                                        

① 真相交，指线段与梯形相交于内部。也就是说，不考虑线段的端点与梯形的边界。⎯⎯译者 
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6.    将与Δ0, Δ1, …, Δk对应的叶子从 D 中删去 
   对应于每个新生成的梯形，生成一匹新的叶子 
   将新生出的叶子与已有的内部节点相联接 
    (* 正如下面要介绍的，为此可能需要加入一些新的内部节点 *) 

 

接下来要介绍该算法各个步骤的详细实现。在后续的讲解中，令 Si := {s1, s2, …, si}。

TRAPEZOIDALMAP 算法中的循环部分具有如下不变性：每经过一次循环，当前的 T 就是对应于 Si 的

梯形图，而当前的 D 则是与 T 对应的一个正确的查找结构。 

第一行是对T和D做初始化，T(S0) = T(∅)。不难看出，经这一步之后，上述不变性的确满足：与空

集对应的梯形图，只包含一个梯形⎯⎯也就是包围框R本身；而与T(S0)相对应的查找结构只有（对应

于R的）一匹叶子。有关随机排列的生成方法，请参见第 4 章。最后来考察一下，在第 4~6 行中应

该如何插入一条新的线段si。 

为了对当前的梯形图进行更新，首先必须了解清楚，（在引入 si 之后）会发生哪些变化。实际

上，只有与 si 相交的那些梯形，才会有所变化。更准确地说，T(Si-1)中的某个梯形不会在 T(Si)中出现，

当且仅当 si与该梯形相交。因此首先要做的，就是找出这些梯形。 

 

图6-11 与si相交的梯形 

如 图 6-11 所示，按其与si相交的次序，将这些梯形从左到右记作Δ0, Δ1, …, Δk。我们注意到，Δj+1 必

然是Δj的右邻居之一。具体是哪个邻居，通过比较不难判断：若rightp(Δj)位于si的上方，则Δj+1 必是

Δj的右下方邻居；否则，就是Δj的右上方邻居。这样，只要找到了Δ0，就可以通过对梯形图结构的遍

历（traversal），顺藤摸瓜地找出Δ1, …, Δk。因此，在进行遍历之前，需要在T中进行查找，以确定

si的左端点p所在的那个梯形Δ0。根据此前所做的一般性位置假设，只要p不是作为一个端点出现在Si-1

中，它就必然落在Δ0 的内部。这说明，只要在T(Si-1)中对p进行一次点定位查询，就可以找到Δ0。这

样，（该算法中）最令人兴奋的一点就出现了：既然在算法的这个阶段，D就是T = T(Si-1)所对应的查

找结构，所以我们所要做的，无非就是在D上对点p进行一次查询。 

若在 Si-1 中，p 已经作为一个端点存在了（应该记得，我们允许多条线段拥有共同端点），则需

格外仔细。为找到Δ0，首先要对 D 进行查找。若 p 碰巧尚未出现，则查找算法可正常运行，不会遇
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到任何麻烦，最终必能找出对应于Δ0 的那匹叶子。但若 p 已经存在，则会出现以下问题：在查找过

程中，某个 x-节点的对应端点与 p 落在同一条垂线上。应该记得，这类待查询点是当作非法的。为

补救这一问题，我们假想着将 p 替换为其右侧与之相距很近的一个点 p'，然后继续查找下去。在实

现这一查找过程时，这种做法实际的效果可以理解为：一旦 p 落在某个 x-节点所在的垂线上，就把

它当成是位于该垂线的右侧。类似地，要是 p 正好落在某个 y-节点所对应的线段 s 上（这种情况的

出现只有一种可能⎯⎯点 p 既是 si的左端点，也是 s 的左端点），就要比较 s 与 si 的斜率⎯⎯若 si

的斜率更大，则认为 p 位于 s 的上方；否则，就认为 p 位于下方。经过这些调整，才能保证查找能

够顺利进行，并最终找出与 si 真相交的第一个梯形Δ0。总而言之，可以通过下述算法，找出Δ0, …, Δk。 

算法 FOLLOWSEGMENT(T, D, si) 

输入：梯形图 T，与 T 相对应的查找结构 D，以及新近引入的一条线段 si 

输出：由所有与 si真相交的梯形（自左向右）组成的一个序列：Δ0, …, Δk 

1.  分别令 p 和 q 为 si的左、右端点 

2.  在查找结构 D 中对 p 进行查找，最终找到梯形Δ0 

3.  j ← 0 

4.  while (q 位于 rightp(Δj)的右侧) 

5.   do if (rightp(Δj)位于 si的上方) 

6.     then 令Δj+1为Δj的右下方邻居 

7.     else 令Δj+1为Δj的右上方邻居 

8.    j ← j + 1 

9.  return (Δ0, Δ1,…, Δj) 

 

图6-12 新近引入的线段si完全落在梯形Δ中 
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以上告诉我们，应如何找出与si相交的所有梯形。接下来还要对T和D做相应的更新。我们从一种

简单的情况入手，即：si完全落在某个梯形Δ = Δ0之中。这就是 图 6-12 的左边所描绘的情况。 

为了更新 T，我们要先将Δ从 T 中删除掉，然后将其替换为四个新的梯形 A、B、C 和 D。请注意，

我们已经拥有丰富的信息，足以对这些新梯形各自对应的记录（各梯形的邻居、其顶边与底边所在

的线段以及确定其左、右侧边的端点）进行正确的初始化。实际上，根据线段 si 以及存储的有关Δ

的信息，记录中的这些域的值都可以在常数时间内确定。 

最后要对D进行更新。我们为此所需要做的工作，仅仅是将原先对应于Δ的那匹叶子，替换为一

棵包含四匹叶子的小树。这棵树中含有两个x-节点，分别用来对si的左、右端点进行比较；还有一个

y-节点，用来对线段si本身进行比较。只要已经确定了待查询点落在Δ内，凭借这些结构就足以进一

步判断出，该待查询点到底落在这四个新梯形A、B、C和D中的哪个之中。图 6-12 的右边所显示的，

就是更新后的查找结构。请注意，线段si的左端点有可能与leftp(Δ)重合，其右端点也可能与rightp(Δ)

重合，这两种情况甚至还可能同时发生。果真发生这种情况，新生出的梯形就只有三个或者两个。

尽管如此，我们依然可以按照同样的原则，完成相应的更新。 

 

图6-13 新近引入的线段si与横跨四个梯形 

与上述最简单的情况相比，si与两个甚至更多个梯形相交的情况，只是略微复杂一些。将所有

与si相交的梯形组成序列Δ0, Δ1, …, Δk。为更新T，首先要从si的两个端点处发出垂直延长线，分别将

Δ0 和Δk一分为三（倘若si的端点已经在T中出现，这一步处理就不必进行）。然后，要将当前与si相交
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的各条垂直延长线截短。其效果如 图 6-13 所示：si附近的一些梯形将合并起来。借助存储在Δ0, Δ1, …, 

Δk中的信息，可在线性正比于（与si）相交梯形数目的时间内，完成这一步操作。 

为更新D，必须删除对应于Δ0, Δ1, …, Δk的叶子，然后为每个新的梯形分别生成一匹叶子，最后

还要引入若干新的内部节点。更准确地说，处理的过程应该如下：若si的左端点落在Δ0 的内部（也就

是说，梯形Δ0 已经因此被一分为三），则用一个对应于si左端点的x-节点，以及另一个对应于线段si

本身的y-节点，来替换原先对应于Δ0 的那匹叶子。类似地，若si的右端点落在Δk的内部，则用一个对

应于si右端点的x-节点，以及一个对应于线段si本身的y-节点，来替换原先对应于Δk的那匹叶子。最

后，与{Δ1, Δ2, …, Δk-1}相对应的所有叶子，都将被替换为同一个y-节点，该节点对应于线段si。新生

成的各内部节点的出弧，都需要正确地指向对应的新叶子。请注意，因为我们已经从T中原来的某些

梯形中划分出若干个子梯形，并对这些子梯形进行了合并，所以可能会有多条边，同时指向某个新

引入的梯形。你可以从 图 6-13 中看到这一现象。 

 

以上介绍的算法不仅可以构造出 T(S)，而且同时也建立起一个与之对应的查找结构 D。在给出算

法 TRAPEZOIDALMAP 之后我们曾经指出，其中的循环具有一种不变性。根据这种不变性，该算法的

正确性很容易得到证明。因此，最后要做的只有一件事⎯⎯分析该算法的性能。 

具体按照何种次序来处理各条线段，对最终生成的查找结构D以及算法本身的运行时间，都有相

当大的影响。有时，生成的查找结构会达到平方量级的规模，相应的查询时间是线性的；而在另外

一些时候，尽管是同一线段集，但由于各线段的排列次序不同，所生成查找结构的性能可能会更好。

与第 4 章的做法一样，这里并不准备刻意去找出某个最优的序列，而只是按照一个随机次序（逐一）

插入各条线段。如此，就要根据概率来分析该算法的性能⎯⎯也就是说，我们将要考察的，是该算

法及其查找结构的期望性能（expected performance）。在目前的上下文中，“期望”一词的确切含

义或许还不甚明确。任取某个固定的线段集S，其中包含n条互不相交的线段。现通过算法

TRAPEZOIDALMAP，构造出T(S)所对应的查找结构D。这个结构（的具体组成）取决于算法中第 2 行所

确定的（线段）排列次序。n个不同对象可能的排列，共有n!种，因此，（对于这一固定的输入，）

算法可能的处理过程有n!种。而所谓该算法的期望运行时间（expected running time），就是所有这

n!种排列各自所对应的运行时间的平均值。另一方面，不同的排列次序，也将导致不同的查找结构。

而所谓D的“期望规模”（expected size），就是这n!个查找结构的平均规模。最后，所谓某个点q的

“期望查询时间”（expected query time），指的是在这n!个查找结构中对q进行查找所需的平均时间。

请注意，此处指的期望时间（expected time）只是对某个具体的点q而言，而不是泛泛地指某个查找

结构（对于所有可能的待查询点q而言的）“最大平均查询时间”。要得到并证明针对后一指标的一

个上界，需要更多的技巧，因此将押后到第 6.4 节再予回答。 
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〖定理 6.3〗 

对于由处于一般性位置的任意 n 条线段构成的集合 S，算法 TRAPEZOIDALMAP 都可以在 O(nlogn)的期

望时间内，计算出 S 的梯形图 T(S)以及与之对应的查找结构 D。该查找结构的期望规模为 O(n)；对任

何待查询点 q，期望查询时间为 O(logn)。 

〖证明〗 

正如此前所提到的，该算法的正确性，可以由其中的循环所具有的不变性直接得证，因此

我们只需将注意力集中于对其性能的分析。 

首先考虑查找结构 D 的查询时间。选取一个固定的待查询点 q。在对 q 进行查找的过程中，

需要在 D 中依次访问若干节点，这些被访问到的节点构成了（从根节点通往叶子的）一条访问

路径，而 q 所对应的查询时间，就线性正比于这条路径的长度。因此，只要找出查找路径（平

均）长度的上界（，也就得到了期望查询时间的上界）。只要简单地对各种情况逐一分析，我

们就可以知道，算法每经过一次迭代，D 的深度（即最大路径长度）的增加量不会超过 3。因

此，q 对应的查询时间不会超过 3n。请注意，这只是考虑 S 所有可能的插入次序、在最坏情况

下性能的一个最紧上界。然而在这里，我们所感兴趣的并不是最坏情况下的性能，而是期望性

能⎯⎯按照不同插入次序生成的全部 n!个查找结构，我们都要考虑到，并且统计出 q 在这些结

构中查询时间的平均值，并进而得出平均查询时间的上界。 

现考虑在 D 中查找 q 时所访问的那条路径。沿此路径的各个节点，都诞生于算法的某轮迭

代过程。令 Xi为第 i 轮迭代中该路径上新生成的节点数目，1 ≤ i ≤ n。既然在这里我们把 S 和 q

都看作是固定的，故 Xi就是一个随机变量⎯⎯它只取决于各线段的随机插入次序。现在，我们

就可以将期望的路径长度表示为： 

E[∑
i=1

n
Xi]  =  ∑

i=1

n
E[Xi] 

这个等式的成立，是由期望的线性律（linearity of expectation）保证的⎯⎯总和的期望值，

等于各期望值的总和。 

我们此前已经观察到：每经过一轮迭代，在任一待查询点所对应的查找路径上，最多增加

3 个节点。由此可知，Xi ≤ 3。也就是说，若将沿着 q 所对应的查找路径、在第 i 轮迭代中有一

个新节点诞生的概率记作 Pi，则有： 

E[Xi]  ≤  3Pi 

为了得出 Pi的上界，还需要利用到这样一个重要的观察结果：若第 i 轮迭代为 q 所对应的

查找路径贡献一个节点，则 q 于 T(Si-1)中所在的那个梯形，必与 q 于 T(Si)中所在的那个梯形不

同⎯⎯亦即，Δq(Si-1)必与Δq(Si)有所不同。这就是说， 
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Pi  =  Pr[Δq(Si) ≠ Δq(Si-1)] 

若Δq(Si)果真与Δq(Si-1)与有所不同，则Δq(Si)必然是诞生于第 i 轮迭代中的梯形之一。请注

意，在第 i 轮迭代中生成的每一个梯形Δ，都必然与 si（即在该轮迭代中被插入的那条线段）相

邻⎯⎯要么 si是 top(Δ)或者 bottom(Δ)，要么 si的某个端点是 leftp(Δ)或者 rightp(Δ)。 

现在，考虑某一固定子集Si ⊂ S。做为Si的函数，梯形图T(Si)是唯一确定的，进而Δq(Si)也

是由Si唯一确定的。这样，Δq(Si)就与Si中各条线段的插入次序无关。由于si的插入，q所在的那

个梯形可能会有所改变，但发生变化的可能性有多大呢？为界定这个概率，需要再次使用第 4

章曾采用过的技巧⎯⎯后向分析（backward analysis）。考察T(Si)，并假想着反过来把线段si

删除掉（并倒退回T(si-1)）。这样，Δq(Si)就有可能从梯形图（T(Si)）中消失掉。这种情况发生的

概率有多大呢？由前面的分析可知：在移除si之后Δq(Si)随之消失，当且仅当top(Δq(Si))、

bottom(Δq(Si))、leftp(Δq(Si))或rightp(Δq(Si))之一随之消失。其中，top(Δq(Si))消失的概率是多

少呢？既然Si中的线段是按照随机次序插入的，故Si中每条线段为si的概率都是相等的。这就是

说，si正好是top(Δq(Si))的概率应该等于
1
i。（若top(Δq(Si))为整个场景包围框R的上缘，则此概

率均为零。）类似地，si正好是bottom(Δq(Si))的概率也不会超过
1
i。当然，leftp(Δq(Si))可能同

时是多条线段的端点⎯⎯此时，si是这些线段之一的概率将会很大。然而，若leftp(Δq(Si))消失

了，则si必然是Si中唯一的那条以leftp(Δq(Si))为端点的线段。因此，leftp(Δq(Si))消失的概率同

样不会超过
1
i。这个结论对于rightp(Δq(Si))也是适用的。总而言之，我们有： 

Pi  =  Pr[Δq(Si) ≠ Δq(Si-1)]  =  Pr[Δq(Si) ∉ T(Si-1)]  ≤  
4
i  

（有一个小小的技术性问题：上述论证中固定了 Si。这似乎意味着，我们所得到的关于 Pi

的上界之所以能够成立，必须以“Si 是某个固定集合”为前提。尽管如此，因为我们得到的上

界并不依赖于这个固定的集合具体是谁，所以实际上，该上界的成立并不需要任何前提条件。） 

将上述结果归纳到一起，就得到了查询时间的一个上界： 

E[∑
i=1

n
Xi]  ≤  ∑

i=1

n
3Pi  ≤  ∑

i=1

n
12
i   =  12∑

i=1

n
1
i   =  12Hn 

这里的 Hn，就是所谓调和数（harmonic number）的第 n 项。其定义为： 

Hn  :=  
1
1 + 

1
2 + 

1
3 + … + 

1
n 

在分析很多算法时，都会遇到这个调和数，因此，你最好能够记住调和数的上、下界： 

lnn  <  Hn  <  lnn + 1,   (n > 1) 
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（只要将 Hn与积分⌡
⌠

1

n
 
1
xdx = lnn 做一比较，就可以得出以上的上、下界。）由此可得结论：

对于某个固定的待查询点，期望查询时间为 O(logn)⎯⎯这正是本定理的结论之一。 

接下来，考虑D的规模。要想界定这个结构的规模，只需界定出D中所含节点的数目。我们

首先注意到，D中的各匹叶子，与Δ中的各个梯形一一对应。根据〖引理 6.2〗，其数目为O(n)。

这就说明，所有节点（包括叶子及内部节点）的总数不会超过 

O(n)  +  ∑
i=1

n
(第i轮迭代中生成的内部节点数目) 

 令 ki为在第 i 轮迭代中（由于线段 si的引入而）新生成梯形的数目。换而言之，ki就是 D

中新生成叶子的数目。当然，第 i 轮迭代中新生成的内部节点有 ki-1 个。在 T(Si)中，新生成的

梯形显然不可能比其中所有梯形的总数还多。只要注意到这一点，就可以马上得出 ki的最坏情

况下的一个上界⎯⎯O(i)。由此，可以进一步得出关于整个结构规模的一个最坏情况上界： 

O(n) + ∑
i=1

n
 O(i)  =  O(n2) 

事实上，要是运气不佳，以至于我们插入各线段的次序糟糕透顶，构造出来的 D 的确会达

到平方量级的规模。不过在这里，我们更感兴趣的，还是该数据结构（对所有可能的插入次序

进行平均之后）的期望规模。再次根据期望的线性律，我们得出该期望规模的上界为： 

O(n) + E[∑
i=1

n
(ki-1)]  =  O(n) + ∑

i=1

n
(E[ki]) 

这样，我们就只需界定出 ki的大小范围。在此前导出查询时间上界的过程中，我们已经为

此准备好了各种必要的工具。同样地，考虑某个固定的集合 Si ⊂ S。对任一梯形Δ ∈ T(Si)以及

任一线段 s ∈ Si，令 

δ(Δ, s)  :=  
⎩⎪
⎨
⎪⎧1 （若在将s从Si中删除之后，Δ会随之消失）
0 （否则）  

 在此前对查询时间进行分析时，我们已经注意到：一个梯形的消失，只可能由至多 4 条

线段（的删除）而引起。因此，  

∑
s∈Si

 

∑
Δ∈T(Si)

 
 δ(Δ, s)  ≤  4 × |T(Si)|  =  O(i) 

此处的 ki，就是在插入 si之后随之而生的新梯形的数目；当然，反过来，ki也是在将 si从

T(Si)中删除之后，随之而亡的原有梯形的数目。既然 si是来自 Si的一个随机元素，我们只要对
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所有的 s ∈ Si做一平均，就可以得出 ki的期望值： 

E[ki]  =  
1
i  × ∑

s∈Si

 

∑
Δ∈T(Si)

 
 δ(Δ, s)  ≤  

O(i)
i   =  O(1) 

由此我们可以得出结论：在算法的每一纶循环中，新生成梯形的期望数目为 O(1)。这样，

也就立即得出了（数据结构 D 需要占用）存储空间的期望规模⎯⎯O(n)。 

唯一尚待完成的任务，是确定该构造算法的运行时间上界。在对查询时间及存储空间做过

分析之后，这项任务已经没有多大的难度。我们只需观察到：插入线段 si所需的时间，等于 O(ki)

再加上在 T(Si-1)中对 si的左端点进行定位所需的时间。根据此前所得出的有关 ki以及查询时间

的上界，马上就可以得出该算法的期望运行时间为： 

O(1) + ∑
i=1

n
{ O(logi) + O(E[ki])}  =  O(nlogn) 

证毕。  

 

请再次注意，〖定理 6.3〗中所指的期望值，仅仅是针对算法能够做出的各种随机选择而言的平

均值，而不是对所有可能的输入进行平均。因此，不存在坏的输入⎯⎯也就是说，对由n条线段组成

的任何输入，该算法的期望运行时间都是O(nlogn)。 

如果考虑所有可能的待查询点，则最大期望查询时间（expected maximum query time）又会有多

长呢？正如前面所提到的，〖定理 6.3〗并没有对此做出任何保证。不过，第 6.4 节将会证明：期望

的最大查询时间同样也是O(logn)。因此，我们可以构造出一个期望规模为O(n)的数据结构，借助这个

结构，期望查询时间不会超过O(logn)。同时这也说明：的确存在一种大小为O(n)、对任何待查询点的

查询时间均为O(logn)的数据结构（参见 〖定理 6.8〗）。 

最后回到自己最初的问题⎯⎯在一个平面子区域划分S中进行点定位。我们假定，S的给出形式

为由n条边组成的一个双向链接边表结构。针对与S中各边相对应的那幅梯形图，我们利用算法

TRAPEZOIDALMAP构造出一个与之对应的查找结构D。然而，为了将这一查找结构应用于在S中的点定

位，我们还需要为D中的每匹叶子配备一个指针，分别指向S中的某张面⎯⎯T(S)中与该叶子对应的那

个梯形，就包含在这张面之内。不过，这并不是什么难事。你应该能够回忆起来，根据第 2 章的介

绍，在对应于S的双向链接边表中，为每条半边（half-edge）都配备了一个指针，指向从左侧与之关

联的那张面。另外，借助Twin(→e)，可以在常数时间内找到从右侧与之关联的那张面。因此，对于T(S)

中的任何一个梯形Δ，只需在S中找到从下方与top(Δ)关联的那张面，然后对该面进行考察。若top(Δ)

是R的顶边，则Δ必包含于S中唯一的那个无界面之中。 
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接下来的一节将指出：“各线段必须处于一般性位置”这一假设，完全是不必要的。这样，就

可以得出 〖定理 6.3〗的一个新版本，该版本的限制条件更少。由此可以得出如下推论。 

〖推论 6.4〗 

给定由任意 n 条边构成的一个平面子区域划分 S。可在 O(nlogn)期望时间内，构造出一个期望规模为

O(n)的数据结构；借助该结构，对任一待查询点的点定位查找，都可在 O(logn)期望时间内完成。 

6.3 退化情况的处理 

前面数节一直做了两个简化性假设。首先假定了，集合中的各条线段都处于一般性位置⎯⎯也

就是说，其中任何两个端点的 x-坐标互不相同。每个待查询点，都对应于一条查找路径；沿着这条

路径，要经过多个 x-节点和 y-节点。对此我们还假定，该待查询点与各 x-节点都不会落在同一条垂

线之上，也不会正好落在与某个 y-节点相对应的线段上。现在，我们就来着手消除这些假定条件。 

 

首先让来看看，如何消除“不同端点不会落在同一条垂线上”的假定。请注意：给定一组线段，

其梯形图的确是由我们所选取的垂直方向确定的，然而（从支持点定位查找这一功能的角度来看），

具体选取那个方向并不是本质性的问题⎯⎯这一观察结果十分关键。因此，可以对坐标系略做旋转。

只要旋转的角度足够小，就不会有任何两个不同的端点落在同一垂线上。然而，过小角度的旋转，

又会在数值（计算）方面引发问题。为了保证（旋转）计算的正确性，必须能够进行极高精度的计

算⎯⎯即使输入的坐标本来就是整数，亦是如此。进行这种旋转的更好的方法，是所谓的“符号变

换”（symbolic transformation）。在第 5 章中，我们曾经见到过符号变换的另一种形式⎯⎯合成数。

我们在那里利用过这种方法，来处理不同点的x-坐标或y-坐标相同的情况。本章将再次研究这种符号

扰动（symbolic perturbation）的方法，并从几何的角度来理解它。 

  

图6-14 剪切变换 

实际进行的并非旋转，而是一种称作“剪切变换”（shear transformation）的仿射变换，它更加
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方便。具体说，这里所采用的，是沿着 x-坐标方向、偏移量为ε > 0 的一个剪切变换： 

ϕ  :  ⎝
⎛
⎠
⎞x

y  ↦ ⎝
⎛

⎠
⎞x+εy

y  

剪切变换的效果，如图 6-14 所示。经过这种变换，所有垂线都将成为斜率为
1
ε的直线。这样一

来，原先落在同一条垂线上各点，现在的x-坐标必然互异。此外，给定任何一组输入点，只要ε > 0

足够小，所有这些点沿x-方向的次序将依然保持原样。为了保证这一性质的成立，ε不能超过某一上

界⎯⎯计算出这一上界，并非难事。因此，以下讨论中将假定：总是能够找到某个足够小的ε > 0，

使得在经过剪切变换之后，各输入点（沿x-方向）的次序保持不变。令人惊讶的是，稍后我们将会

发现，根本就不必真正去计算出ε的具体数值。 

 

设集合 S 由任意 n 条互不相交的线段组成，我们将对集合ϕS := {ϕs : s∈S}使用 TRAPEZOIDALMAP

算法。然而，正如此前所提到的，倘若真地去进行这一变换，将会引发数值计算方面的问题。因此，

我们将使用如下技巧：将点ϕp = (x+εy, y)直接存储为(x, y)。这种表示方法是唯一的。而我们只需要

确定，如果将以这种方式表示的一组线段交给该算法，算法依然可以正确地进行处理。该算法并不

需要对任何的几何对象进行计算⎯⎯比如，我们实际上并不需要计算出各垂直延长线的端点坐标。

这个算法对输入点集所需进行计算，不外乎两类基本的操作。第一类操作是：任取不同的两个点 p

和 q，以通过 p 的垂线为基准，判断 q 究竟是位于其左侧、右侧，还是正好落在这条垂线上。第二

类操作是：取出以 p1和 p2为端点的一条输入线段，判断第三个点 q 究竟是位于这条线段上方、下方，

还是正好落在这条线段上。只有在我们首先确定了“经过 q 的垂线与该线段相交”之后，才会进而

实施第二类操作。无论是 p、q 还是 p1、p2，都是输入集 S 中某条线段的端点。（读者可以重温此前

对该算法的描述以验证一下，仅靠这两种操作就足以实现这个算法。） 

首先来看看，在经过上述变换之后，如何将第一类操作应用于两个点ϕp 和ϕq。这两个点的坐标

分别为(xp+εyp, yp)和(xq+εyq, yq)。若 xq ≠ xp，则通过 xq和 xp 之间的（大小）关系，就足以确定测试

的结果⎯⎯我们在选取ε的时候，已经保证了这一性质。反之，若 xq = xp，则这两个点沿水平方向的

次序，将取决于 yq 和 yp之间的（大小）关系。总而言之，沿着水平方向，任何两个不同的点之间都

有一个严格的次序。这样，除非 p 与 q 位置重合，ϕq 绝不可能与ϕp 落在同一条垂线上。任何两个

不同的点，不得具有相同的 x-坐标⎯⎯这正是我们所希望的。 

第二类操作的输入为一条线段ϕs，其端点分别为ϕp1 = (x1+εy1, y1)和ϕp2 = (x1+εy2, y2)，我们的任

务是通过比较判断出，ϕq = (x+εy, y)究竟是位于ϕs 的上方、下方，还是正好落在该线段上。每次进

行这种比较时，算法都会保证，经过ϕq 的垂线必然与ϕs 相交。也就是说， 

x1 + εy1  ≤  x + εy  ≤  x2 + εy2 
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这就意味着 x1 ≤ x ≤ x2。此外，若 x = x1，则 y ≥ y1；若 x = x2，则 y ≤ y2。下面，将对这两种情况加

以区分。 

若 x1 = x2，则在变换之前线段 s 必是垂直的。此时，必有 x1 = x = x2，故 y1 ≤ y ≤ y2⎯⎯也就是

说，此时的 q 正好落在线段 s 上（即 q 与 s 相互关联）。经过仿射变换，关联性依然保持⎯⎯亦即，

在变换之前相互重合的两个点，经变换之后依然重合。由此可以得出结论，ϕq 依然落在ϕs 上。 

再考虑 x1 < x2 的情况。我们已经知道，ϕq 所在的垂线必与线段ϕs 相交，因此的确可以将点ϕq

与线段ϕs 进行比较。现在，我们可以进一步观察到，映射ϕ能够保持点与直线之间的相对次序⎯⎯

原先位于某条直线上方（下方，或者与之重合）的点，经变换之后，依然位于（经变换后的）该直

线的上方（下方，或者与之重合）。因此，只需对原先未经变换的点 q 和线段 s 进行比较。 

上述分析说明，若将ϕS（而不是 S）做为算法的输入，则需要进行的改动只有一处：应该按照

字典序，来确定两个点沿水平方向的次序。显然，调整之后的算法依然能够构造出ϕS 的梯形图以及

相应的查找结构 T(ϕS)。请注意，正如此前所承诺的那样，实际上并不需要知道ε的具体数值，因此，

完全不必在算法运行之初确定它的大小。对我们有用的条件只有一个⎯⎯ε必须足够小。 

 

以上，借助剪切变换消除了对输入数据的第一个假定条件⎯⎯不同端点不得具有相同的 x-坐标。

还有另一个假定条件：待查询点不得与其查找路径上的任一 x-节点落在同一条垂线上；也不得落在

其查找路径上的任一 y-节点所对应的线段上。后一假定条件又将如何消除呢？实际上，正如接下来

就要说明的，前面所采用的方法同样可以用来解决这一问题。 

算法所构造的查找结构，对应于经变换后的梯形图 T(ϕS)。既然如此，进行查询时，也应使用经

变换后的待查询点ϕq。换而言之，整个查找过程中进行的每一次比较，都是在变换后的空间内进行

的。至于在变换后的空间内如何进行测试，我们已经很清楚了，可按如下步骤： 

在每个 x-节点处，必须按照字典序进行测试。其结果是，不同的点绝不可能落在同一条垂线上。

（这里有个问题需要考考读者：既然ϕ是一个双射，为什么居然能够保证这一点？）这并不意味着；

在任何一个 x-节点处的比较结果，不是“位于右侧”，就是“位于左侧”。实际上，测试的结果还

可能是“恰好落在直线上”。不过，后一情况的发生，只有一种可能⎯⎯待查询点与存储在该 x-节

点处的端点正好重合。果真如此，这一比较的结论，已经给出了查询的答案！ 

在各 y-节点处，我们必须将经过变换之后的待查询点，与经过变换之后的线段进行比较。如前

所述的比较可能会得出三种结论：“位于上方”、“位于下方”或者 “恰好落在线上”。前两种情

况不会有任何问题，我们都可以顺利地前进到该 y-节点两个孩子中的某一个。然而若比较的结果是
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“落在线上”，则原先未经变换的点也必然落在未经变换的线段上。同样地，此时的这个结果（即

“待查询点落在这条线段上”）也正是查询的答案。 

 

这样，我们就将 〖定理 6.3〗的适用范围推广到了由不相交线段组成的任意集合。 

〖定理 6.5〗 

对于由任意 n 条线段构成的集合 S，算法 TRAPEZOIDALMAP 都可在 O(nlogn)期望时间内，计算出 S

的梯形图 T(S)以及与之对应的查找结构 D。该结构的期望规模为 O(n)；对任一待查询点 q，期望查询

时间为 O(logn)。 

6.4 *尾分析 

〖定理 6.5〗指出，任一待查询点q的期望查询时间为O(logn)。不过，这个结果相当弱。实际上，

没有理由指望查找结构的最大查询时间能够很短。一种可能的情况是：无论线段集的排列次序如何，

一旦按该次序生成了某个查找结构，就总是相应地存在某个待查询点，使得在该结构中查找它需要

很长的时间。尽管如此，本节仍将证明，完全不必为此担心⎯⎯虽然最大查询时间的确可能会很长，

但这种情况的概率非常低。为此，首先需要证明以下高概率上界（high-probability bound）。 

〖引理 6.6〗 

任意给定由 n 条互不相交的线段组成的一个集合 S，一个待查询点 q，以及一个参数λ > 0。则在由算

法TRAPEZOIDALMAP构造出来的查找结构中对 q进行查找时，其查找路径上的节点数目超过 3λln(n+1)

的概率，不会超过 1/(n+1)λln1.25-1。 

〖证明〗 

定义一组随机变量Xi，1 ≤ i ≤ n。若在q所对应的查找路径上，至少有一个节点诞生于算法

的第i轮迭代，则Xi为 1；反之，若第i轮迭代没有在该查找路径上增加任何节点，则Xi为 0。不幸

的是，如此定义出来的随机变量，并非相互独立的。（在 〖定理 6.3〗的证明中，这种独立性

并不重要，而这里却必须保证这种独立性。）为此，需要使用一个小技巧。 

定义一个有向无环图G，它只有一个源（source），也只有一个渊（sink）。如图 6-15 所

示，在G中从源通往渊的每一条路径，都对应于S的一个排列。该图的定义具体如下。对于S的

每一子集，G中都有一个对应的节点（其中也包括与空集相对应的一个节点）。我们将略微不那

么严格地使用术语⎯⎯在提到“s的某个子集”时，意思也可能是指“与s的这个子集相对应的

那个节点”。一种便于理解的方法就是，假想着将所有节点划分成n+1 层，其中第i层上所有子
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集的基数均为i，0 ≤ i ≤ n。请注意，第 0 和n层都分别只有一个节点，分别对应于空集和S本身。

第i层上的每个节点，都会发出若干条流出弧（outgoing arc），分别指向位于第i+1 层的各个节

点。更准确地说，基数为i的一个子集S'向基数为i+1 的另一个子集S''发出一条弧，当且仅当S' ⊂ 

S''。也就是说，子集S'向S''发出一条弧，当且仅当只要将S中的某条线段添加到S'中，就可以得

到S''。相应地，我们还要用这条（增加的）线段为这条弧做上标记。请注意，位于第i层的任一

子集S'，都有且仅有i条流入弧（incoming arc），其中每一条弧都标有S'中的某条线段；另外，

S'有且仅有n-i条流出弧，其中每一条弧都标有S\S'中的某条线段。 

 

图6-15 有向无环图G 

这样，G中从源到渊的每一条有向路径，都分别对应于S的一个排列，也就是算法

TRAPEZOIDALMAP可能的一次运行过程。在G中，考察由第i层上的某一子集S'指向第i+1 层上的另

一子集S''的一条弧。设该弧的标记为线段s。这样的一条弧的含义是：在S'所对应的梯形图中插

入线段s。若在这次插入之后，原先包含q点的那个梯形发生了变化，我们就给这条弧做上记号。

按照这种规则，将有多少条弧会被做上记号呢？为了回答这一问题，需要仿照 〖定理 6.3〗的

证明方法，再次进行后向分析。我们反过来考察这一过程：在将某条弧（所对应的线段）从子

集S''中删除之后，点q所在的梯形有可能会发生变化；但是，能够引起这种变化的弧，最多不

会超过 4 条。这就意味着，在G中每个节点的所有流入弧中，至多只有四条能够被做上记号。

反过来，在某些节点处，这种弧也的确会少于 4 条。若在某个节点处，做有标记的流入弧不足

4 条，我们就可以随便选出若干条（未做标记的）流入弧，强行给它们做上标记⎯⎯最后必须

保证，每个节点都有且仅有 4 条做有标记的流入弧。另外，对于前三层的每个节点来说，流入

弧无论如何也不会达到 4 条，这时，我们要给所有的弧都做上标记。 

（在算法的运行过程中，）q 所在的梯形不断变化，那么，其变化次数的期望值是多少？

我们想要对其做出估计。换而言之，我们要在 G 中估计出，沿着一条从源通往渊的路径，标有

记号的弧的期望数目是多少。为此，定义随机变量 Xi如下： 

Xi := 
⎩⎪
⎨
⎪⎧1 （若沿着由源通往渊的路径，第i条弧做有记号）
0 （否则）  
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请注意：这里所定义的Xi，与在 168 页定义的Xi之间存在相似性。沿着这条路径，第i条弧

必然起自于某个位于第i-1 层的节点，终止于某个位于第i层的节点⎯⎯反过来，所有这些（联

接于第i-1 层与第i层之间的）弧，成为这条路径上第i条弧的概率都是相等的。位于第i层的每个

节点，都有i条流入弧，其中有且仅有 4 条是做有标记的（假定i ≥ 4）。因此，对于任何i ≥ 4，

都有Pr[Xi=1] = 4/i；若i < 4，则有Pr[Xi=1] = 1 < 4/i。此外，我们还可以注意到，Xi是相互独

立的（这一点不同于在 168 页定义的随机变量Xi）。 

令 Y := ∑i=1
n Xi。在对应于 q 的查找路径上，节点的总数不会超过 3Y。下面来界定“Y 大

于λln(n+1)”的概率。在此，要利用 Markov 不等式（Markov's inequality）。这一不等式指出：

对于任意非负的随机变量 Z 以及任意的α > 0，都有 

Pr[Z ≥ α]  ≤  
E[Z]
 α  

所以，对于任何 t > 0，都有 

Pr[Y ≥ λln(n+1)]  =  Pr[etY ≥ etλln(n+1)]  ≤  e-tλln(n+1) E[etY] 

读者应该还记得：若干随机变量之和的期望值，等于这些随机变量各自的期望值之和。乘

积的期望值，通常并不等于期望值的乘积。但只要各随机变量相互独立，则乘积的期望值的确

等于期望值的乘积。在这里，随机变量 Xi的确是相互独立的，故有： 

E[etY]  =  E[et∑i=1
n Xi

]  =  E[∏
i=1

n
 etX

i]  =  ∏
i=1

n
 E[etX

i] 

若取 t = ln1.25，则得 

E[etX
i]  ≤  et · 

4
i  + e0 · (1-

4
i )  =  (1+

1
4) · 

4
i  + 1 - 

4
i   =  1 + 

1
i   =  

1+i
i  

进而 

∏
i=1

n
 E[etX

i]  ≤  
2
1 × 

3
2 × … × 

n+1
n   =  n + 1 

综上所述，即可得到我们所希望证明的上界： 

Pr[Y ≥ λln(n+1)]  ≤  e-λtln(n+1) · (n+1)  =  
n+1

(n+1)λt  =  1 / (n+1)λt - 1 

  

 

借助这个引理，就可以得到最大期望查询时间的一个上界。 
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〖引理 6.7〗 

任意给定由 n 条互不相交的线段组成的一个集合 S，以及一个参数λ > 0。则在算法 TRAPEZOIDALMAP

为 S 构造出来的查找结构中，查找路径的最大长度超过 3λln(n+1)的概率不会超过 2 / (n+1)λ ln1.25 – 3。 

〖证明〗 

若两个待查询点 q 和 q'在查找结构 D 中对应的查找路径相同，则称之为等价的

（equivalent）。S 中的每个端点都分别发出一条垂线，从而将整个平面分割为若干垂直的条带

（slab）。如果再考虑条带与 S 中各线段所有可能的交，则每根条带都将进一步被划分为多个

梯形。对平面的这种分解，最多会生成 2(n+1)2个梯形。无论为 S 构造出来的具体是哪一种查

找结构，位于同一梯形内部的任意两点都必然是等价的。这是因为，在查找过程中所进行的比

较不外乎两种：相对于经过某个端点的一条垂线，通过比较判断出某个待查询点是位于其左侧，

还是右侧；或者，相对于某条线段，通过比较判断出某个待查询点是位于其上方，还是下方。 

这就意味着：如果要界定D中查找路径的最大长度，只要逐一地考察最多 2(n+1)2 个待查

询点就足够了⎯⎯其中各点，分别来自这 2(n+1)2个梯形之一。根据 〖引理 6.6〗，对于固定

的某个待查询点而言，其查找路径的长度超过 3λln(n+1)的概率，不会超过 1 / (n+1)λln1.25 – 1。

在最坏情况下，这 2(n+1)2个测试点中至少存在一个点，其对应的查找路径长度超出这一范围

的概率不会超过 2(n+1)2 / (n+1)λln1.25 – 1。  

 

这一引理说明，最大期望查询时间为 O(logn)。比如，若取λ = 20，则 D 中各条查找路径的最大

长度超过 3λ ln(n+1)的概率，将不会超过 2 / (n+1)1.4。在 n > 4 后，这一数值将小于 1 / 4。也就是说，

D 的查询时间性能很好的概率至少有 3 / 4。按照类似的方法也可以证明，D 的规模不超过 O(n)的概率

也至少有 3 / 4。我们已经注意到，若查找结构中各查找路径的最大长度是 O(logn)，而且查找结构的

规模为 O(n)，则算法的运行时间必然不会超过 O(nlogn)。因此，查询时间、查找结构的规模及其构造

时间性能都很好的概率，至少有 1/2。 

现在，我们也可以构造出另一个查找结构，其最坏情况下的查询时间为 O(logn)，而且在最坏情

况下占用的空间规模为 O(n)。构造方法如下。首先对集合 S 运行算法 TRAPEZOIDALMAP，在构造的

过程中，跟踪记录查找结构所占用空间的大小、查找路径的最大长度。在适当地选取好两个常数 c1

和 c2 之后，一旦发现查找结构的规模超过了 c1n，或者路径深度超过了 c2logn，就立即停止算法，然

后重新运行一次⎯⎯当然，需要重新对各线段做随机排列。按照某种排列次序所生成的查找结构，

其占用空间的规模、（最大）查找深度均满足要求的概率不会低于 1 / 4。因此，我们可以期望在 4

次尝试之后，就得出一个满意的结果。（实际上，对于足够大的 n，这一概率几乎为 1，因此，所需

尝试的次数只比 1 略多一点。）由此可以归纳得到如下结论： 
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〖定理 6.8〗 

任意给定由 n 条边组成的一个平面子区域划分。必然存在支持对 S 进行点定位查询的一个数据结构，

它只占用 O(n)的存储空间，而且在最坏情况下查找时间不超过 O(logn)。 

 

按照这里所取的常数，每次查找需要访问的节点数多达 60lnn，这一结果不仅难以令人十分信

服，而且也不会让人感兴趣。不过，只要利用同样的技巧，完全可以得出更好的常数。 

关于预处理所需的时间，上述定理并没有给出任何说明。的确，为了能够跟踪记录查找路径的

最大长度，我们需要同时兼顾多达 2(n+1)2 个测试点⎯⎯参见〖引理 6.7〗。然而事实上，这个数字

可以减少到O(nlogn)，从而将预处理所需的时间降至O(nlog2n)。 

6.5 注释及评论 

在计算几何（computational geometry）领域，点定位这一问题的历史相当悠久。Preparata和

Shamos[323]曾对这方面的早期研究成果做过综述。这个问题的解决方法多种多样，其中有四种各自

不同的方法，性能都可以达到O(logn)查询时间、O(n)存储空间的水平。这些方法是：Edelsbrunner等

人 [161]基于线段树（segment tree）和分散层叠（fractional cascading，参见第 10 章）等技术提出的

链方法（chain method）；Kirkpatrick[236]提出的三角形细分法（triangle refinement method）；Sarnak

和Tarjan[336]以及Cole[135]基于持续性（persistency）的方法；还有Mulmuley[289]所提出的随机增量

式算法。这里沿用了Seidel[345]的讲解过程以及对Mulmuley算法的分析方法。 

近来这方面的研究工作，有很多都转向了动态点定位（dynamic point location）的问题

[41][115][120]⎯⎯在这类问题中，允许通过增加或删除边，对子区域划分本身进行（动态的）修改。

针对动态点定位的问题，Chiang和Tamassia[121]曾经做过综述。 

高于二维的点定位问题，依然没有彻底解决。Preparata和Tamassia[324]曾设计一种通用的结构，

可支持三维空间中的凸子区域划分。也可将动态平面点定位结构（dynamic planar point-location 

structure）与持续性（persistency）技术相结合，得到一种占用O(nlogn)空间的静态三维点定位结构（static 

three-dimensional point location structure），其查询时间为O(log2n)[361]。只需线性的空间、查询时间

为O(logn)的结构尚未发现。在更高维的空间中，只针对某些特殊的子区域划分找到了高效的点定位

结构，比如由超平面构成的排列（arrangement）[95][104][131]。在d维空间中，设H为由n张超平面

构成的集合，关于由H导出的那个子区域划分，一个众所周知的结果就是：在最坏情况下，该子区

域划分的组合复杂度（combinatorial complexity，即其中顶点、边等元素的总数）为Θ(nd)[158]⎯⎯

也可进一步参考第 8 章的“注释及评论”一节。Chazelle和Friedman[104]已证明：只需O(nd)空间即可
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存储这种子区域划分；而且，可以在O(logn)时间内完成每次点定位查询。已找到高效点定位结构的

其它一些特殊的子区域划分，包括凸多胞体（convex polytope）[131][266]、三角形的排列（arrangement 

of triangle）[59]以及代数簇的排列（arrangement of algebraic varieties）[102]。 

在三维或者更高维的空间中，有一些点定位问题也能够得到有效地求解，在这类问题中，有些

需要对（子区域划分中）各单元的形状做某种（强制性）假设。其中的两个例子就是矩形子区域划

分（rectangular subdivision）[57][162]和所谓的丰满子区域划分（fat subdivision）[302][309]。 

点定位查询所要求的输出，通常都是在子区域划分中包含某个给定待查询点的那个单元的编号。

比如在d维空间中，所谓针对某个凸多胞体的点定位，可能的查找结果不外乎两种：待查询点落在多

胞体的内部，或者外面。因此，可以指望找到某种支持点定位操作的数据结构，其占用的存储量远

远低于这种子区域划分本身的组合复杂度。比如由n个半空间的交所确定的凸多胞体，只需要Θ(n⎣d/2⎦)

空间 [158]⎯⎯可进一步参考第 11 章的“注释及评论”一节。事实上，的确存在某种只占用O(n)空间

的数据结构，借助它可在O(n1-1/⎣d/2⎦logO(1)n)时间内完成每次点定位查询 [264]。而对于平面上线段的排

列，还有其它的几种数据结构能够支持隐式点定位（implicit point location）查询。虽然线段排列的

组合复杂度高达平方量级，但是这几种数据结构却只需低于平方量级的空间 [160][7]。 

6.6 习题 

习题 6.1 将如图 6-16 所示的一组线段按照某种次序逐一插入，以构造出与该集合对应的查找

结构D。试画出该查找结构。  

 

图6-16 一组线段 

习题 6.2 试给出 n 条线段以及它们的一个次序。按照这一次序，由（本章的）算法构造出来的

查找结构将占用Θ(n2)空间，而且最坏情况下的查询时间为Θ(n)。 

习题 6.3 本章讨论了如何通过预处理来解决点定位问题。然而，倘若是一次性计算问题（single 

shot problem）⎯⎯亦即，子区域划分和待查询点是同时给定的⎯⎯则无法借助某种

预处理来加速查找。本题以及接下来的几题，将对这类问题做一讨论。 

 任意给定由 n 个顶点组成的一个简单多边形（simple polygon）P，以及一个待查询点

q，可以按照下面的算法，判断出 q 是否落在 P 的内部。考虑一条射线ρ := {(qx + λ, 

qy) : λ > 0}⎯⎯也就是从 q 出发、水平向右的那条射线。对于 P 的每一条边 e，判断

e 是否与ρ相交。若与ρ相交的边共有奇数条，则 q ∈ P；否则，q ∉ P。 
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 试证明，上述算法是正确的。另外，请说明应该如何处理各种退化情况。（其中的一

种退化情况就是，ρ经过某条边的一个端点。是否还有其它的特殊情况呢？）这个算

法的运行时间是多少？ 

习题 6.4 试证明：任意给定一个包含 n 个顶点的平面子区域划分 S，以及一个待查询点 q，我

们都可以在 O(n)时间内，从 S 中找出 q 所在的那张面。这里，假定 S 已经被表示为

双向链接边表的形式。 

习题 6.5 给定一个凸多边形（convex polygon）P，它的 n 个顶点已经按照沿 P 边界的次序，

存储为一个有序数组。试证明：对于任一给定的待查询点 q，都可以在 O(logn)时间

内，判断出 q 是否落在 P 的内部。 

习题 6.6 给定一个 y-单调多边形 P，它的 n 个顶点已经按照沿 P 边界的次序，存储为一个有序

数组。你能否将上一题的结果，推广到 y-单调多边形？ 

习题 6.7 如图 6-17 所示，一个多边形P是所谓星形多边形（star-shaped polygon）的条件是：

在P中存在一个点p，使得对于P中其它的任何点q，线段—pq完全落在P中 ①。假如给定

一个星形多边形P，以及其中满足上述条件的一个点p。另外，与前面的两道题一样，

P的n个顶点已经按照沿P边界的次序，存储为一个有序数组。 

 

图6-17 星形多边形 

 试证明：任给一个待查询点 q，都可在 O(logn)时间内，判断出 q 是否落在 P 的内部。

若只告诉我们 P 是一个星形多边形，而没有进一步给出点 p，情况又将如何？ 

习题 6.8 试设计一个确定性算法，计算任意一组互不相交的线段所对应的梯形图。确定性算法

（deterministic algorithm）的要求是，在算法过程中不以随机策略来进行选择。可以

采用第 2 章所介绍的平面扫描算法模式。其最坏情况复杂度必须是O(nlogn)。 

习题 6.9* 试给出一个随机算法（randomized algorithm），在 O(nlogn + A)的期望时间内，在

一组共 n 条线段内，找出所有两两相交的线段。其中，A 为相交线段对的数目。 

习题 6.10 试设计一个算法，在 O(nlogn)时间内解答如下问题：给定由 n 个点构成的一个集合 P，

                                                        

① 对于每个星形多边形 P，具有这一性质的所有点构成的集合也被称作 P 的核集（kernel），简称核。⎯⎯译者 
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找出一个数ε > 0，使得在经过剪切变换ϕ : (x, y) ↦ (x+εy, y)之后，原先 x-坐标不同

的各点，在 x-方向上的次序不变。 

习题 6.11 设 S 为由平面上若干互不相交的线段组成的一个集合，设 s为与 S 中各线段均不相交

的一条新线段。试证明：T(S)中的一个梯形Δ在 T(S∪{s})中依然保持不变，当且仅当 s

与Δ的内部不相交。 

习题 6.12 试证明：在算法 TRAPEZOIDALMAP的第 i轮迭代中，查找结构 D 所含内部节点的数目将

增加 ki – 1。这里，ki为 T(Si)中新生出的梯形数目（亦即 D 中新生出的叶子数目）。 

习题 6.13 按照平面扫描的论证方法，试证明：在处于一般性位置的 n 条线段所对应的梯形图中，

至多含有 3n + 1 个梯形。（可以假想着有一条垂线自左向右扫过整个平面，在各线

段的每一端点处，都要停留片刻。统计出该扫描线所经过的梯形数目。） 

习题 6.14 对于由 n 条线段组成的集合 S，我们所定义的梯形图要求 S 必须处于一般性位置。试

针对任意的线段集合，给出梯形图的一个（一般性的）定义。试证明：其中梯形数目

的上界仍然为 3n + 1。 

习题 6.15 我们最初遇到的点定位问题，是针对地球表面而言的。尽管如此，我们所解决的却只

是平面的点定位问题。然而，地球毕竟是圆的。既然如此，又该如何对球面子区域划

分（spherical subdivision，也就是说，对球面进行的子区域划分）进行定义呢？试针

对这类子区域划分，给出一种支持点定位操作的数据结构。 

习题 6.16 光线发射问题（ray shooting problem）来自于计算机图形学领域（参见第 8 章）。

在二维情况下，这个问题可以描述如下：对于由任意n条互不相交的线段组成的集合S，

通过适当的预处理，使得如下查询可以很快得到回答：“给定一条待查询光线ρ（也

就是从某一点发出的一条射线），在S中找到ρ所穿过的第一条线段。”（应该如何处

理这里的退化情况？这个问题也留给你。） 

 在本题中，我们只考虑所谓的垂直光线发射问题（vertical ray shooting problem）

⎯⎯具体而言，也就是要求待查询的光线必须是垂直向上发出的。这样，只要给出（射

线的）起始位置，就可以定义这样的一次查找。 

 试给出一种数据结构，针对由任意 n 条处于一般性位置、互不相交的线段组成的集合

S，解答相应的垂直光线发射问题。另外，你所给出的这一数据结构在查询时间、存

储空间方面的上界各是多少？试给出证明。所需的预处理时间呢？ 

习题 6.17* 〖定理 6.8〗还有另一个更为精确的版本，它不是笼统地以数量级的概念（大O记号）

来确定节点数目以及查找结构深度的上界。试给出并证明该定理的这一版本。为了得

出一个较之〖定理 6.8〗更为准确的常数，你需要对本章有关〖定理 6.8〗的证明中

的某些细节做些调整。 

 



77   
Voronoi图：邮局问题 

如果你是某个咨询委员会的成员，正在为一个超级市场连锁系统做规划，需在某处开设一家新

的分店。为了评判该分店是否有利可图，你必须估计出它将能够吸引多少顾客。为此，你必须建立

一个模型，以描述潜在顾客的行为：人们将如何选择采购地点？在依据社会地理学（social geography）

研究某一国家内部的经济行为时，也会遇到一个类似的问题：应该如何界定不同城市各自对应的商

业范围？在做了进一步抽象处理之后，我们将得到一组中心位置，这些被称作基点（site）的位置，

可以提供某种商品或者服务。而我们所希望了解的是，愿意从某一基点得到商品或者服务的人们都
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居住在什么范围之内（按计算几何的习惯，这些基点都比作邮局，顾客们到邮局去是为了投寄自己

的邮件⎯⎯这也是本章副标题的由来）。为讨论这一问题，需做如下简化假设： 

 即使是在不同的基点，同一商品或服务的价格也是相同的； 

 为获得任何一种商品或者服务，需要支付的费用等于其本身的价格，再加上为抵达该基点

需要支付的交通费用； 

 到达某一基点所需的费用，等于（顾客）与该基点之间的欧氏距离乘以一个固定的单位距

离价格； 

 在寻求某种商品或者服务时，顾客们都会使其代价最小化。 

通常，上述假设并不能完全满足：同一种商品，在某个基点的价格可能会高于另一个基点；往

来于两地之间所需要的费用，可能并不正比于其间的欧氏距离。不过做为近似，上述模型还是能够

粗略地表示不同基点所对应的商业范围。如果在某些区域内，人们的行为与根据该模型得出的预测

有所出入，那么就可以通过进一步的研究，以确定是什么原因导致了人们行为上的这种差异。 

 

图7-1 根据Voronoi分配模型，为荷兰12个省的首府分别确定的商业范围 

我们所感兴趣的，是上述模型的几何解释。根据该模型的假设条件，可以得出对整个被考察区

域的一种子区域划分（subdivision）。这种划分的结果是，该区域被剖分为多个子区域（region）⎯⎯

即与各基点分别对应的商业范围⎯⎯而生活在同一子区域之内的所有人，都会前往同一基点采购。

根据我们的假设，人们都会无一例外地前往最近的基点购物⎯⎯这是一个相当理想的情况。这意味

着：在对应于某个基点的商业范围之内，任一位置距离该基点都要比距离其它基点更近。图 7-1 给

出了这样的一个例子。该图中的基点，分别是荷兰 12 个省的首都。 

这种模型将每个点都分配给与之距离最近的那个基点，我们称这一原则为 Voronoi 分配模型

（Voronoi assignment model）。根据这一模型得出的子区域划分，被称为这一基点集合的 Voronoi 图

（Voronoi diagram）。有了 Voronoi 图，也就获得了这些基点各自对应的商业范围，以及它们之间关



第 7 章 Voronoi 图：邮局问题 7.1 定义及基本性质 

185 

系的所有信息。例如，要是有两个子区域相邻于一段共同的边界，那么其对应的两个基点之间就很

可能存在着直接的竞争，它们要争夺生活在这段边界附近的那些客户。 

Voronoi图是一种通用的几何结构。我们只介绍了其在社会地理学中的一个应用，实际上在物理

学、天文学、机器人学（robotics）以及众多的领域，Voronoi图都有着广泛的应用。此外，它还与另

一种重要的几何结构⎯⎯所谓的Delaunay三角剖分（Delaunay triangulation）⎯⎯有着密切的联系，

第 9 章将讨论后一种结构。本章的讨论范围只限制于平面点集的Voronoi图，并研究其基本性质及构

造算法。 

7.1 定义及基本性质 

任意两点 p 和 q 之间的欧氏距离，记作 dist(p, q)。就平面情况而言，我们有 

dist(p, q) = (px-qx)2 + (py-qy)2 

设 P := {p1, …, pn}为平面上任意 n 个互异的点；这些点也就是基点。按照我们的定义，所谓 P

对应的 Voronoi 图，就是平面的一个子区域划分⎯⎯整个平面因此被划分为 n 个单元（cell），它们

具有这样的性质：任一点 q 位于点 pi 所对应的单元中，当且仅当对于任何的 pj ∈ P，j ≠ i，都有 dist(q, 

pi) < dist(q, pj)。我们将与 P 对应的 Voronoi 图记作 Vor(P)。我们对这一术语的使用，可能会有些不甚

严格⎯⎯有的时候，“Vor(P)”或者“Voronoi 图”所指示的仅仅只是组成该子区域划分的边和顶点。

例如，当我们说“Voronoi 图是连通的”时，意思是指“这些边和顶点构成了一个连通集”。在 Vor(P)

中，与基点 pi 相对应的单元记作 V(pi)⎯⎯称作与 pi 相对应的 Voronoi 单元（Voronoi cell）。（按照

本章开头导言部分的术语，V(pi)也就是与基点 pi相对应的商业范围。） 

下面将对 Voronoi 图做进一步考察。首先，要对单个 Voronoi 单元的结构做一研究。任给平面上

两点 p 和 q，所谓 p 和 q 的平分线（bisector），就是线段 pq 的垂直平分线。该平分线将平面划分为

两张半平面（half-plane）。点 p 所在的那张开半平面记作 h(p, q)，点 q 所在的那张开半平面记作 h(q, 

p)。请注意，r ∈ h(p, q)当且仅当 dist(r, p) < dist(r, q)。据此，可以得出如下观察结论： 

〖观察结论 7.1〗 

V(pi)  =  ∩ 1≤j≤n, j≠i h(pi, pj) 

也就是说，V(pi)是(n-1)张半平面的公共交集；进而，如 图 7-2 所示，它也是一个（不见得有界

的）开的凸多边形（convex polygon）子区域，而且沿着其边界至多有n-1 个顶点和n-1 条边。 
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图7-2 (n-1)张半平面的公共交集 

Voronoi图的全貌又是什么样子呢？我们已经看到，该图中的每一单元都是若干张半平面的交，

因此，如 图 7-3 所示，在Voronoi图这种平面子区域划分中，所有的边都是直的。其中，有的是线段，

有的则是射线 ①。除非所有的基点都共线，否则任何边都不会是一条完整的直线。 

 

图7-3 Voronoi图 

〖定理 7.2〗 

给定由平面上任意 n 个点构成的集合 P。若所有点都共线，则 Vor(P)由 n-1 条平行直线构成；否则，

Vor(P)将是连通的，而且其中的边不是线段就是射线。 

〖证明〗 

定理的前一种情形很容易得证，故这里假定并非所有的点都共线。 

 

图7-4 除非所有基点都共线，否则Vor(P)中不包含完整的直线 

首先来说明：Vor(P)中的边都是线段或者射线。我们已经知道，Vor(P)的每条边都属于某

条直线⎯⎯具体而言，也就是位于每一对基点之间的某条平分线⎯⎯的一部分。如图 7-4 所示，

假设与定理的断言相反，Vor(P)中包含一条完整的直线e。设来自于Voronoi单元V(pi)和V(pj)的（共

                                                        

① half-line，即射线。⎯⎯译者 
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同）边界。任取不与pi和pj共线的第三个点pk ∈ P。pj与pk之间的平分线不可能与e平行，换而言

之，它必定与e相交。然而，e落在h(pk, pj)内部的那一段又不可能属于V(pj)的边界⎯⎯因为，

这一段上的任何点到pk的距离，都要比到pj的距离更短。这与假设不合。 

下面只需证明，Vor(P)是连通的。假设不是如此，则存在某个 Voronoi 单元 V(pi)，将整个

平面分割成两个（互不相交的）部分 。鉴于任何 Voronoi 单元都是凸集，V(pi)只可能是一个（两

端无穷的窄）条形区域，其边界是两条完整的平行直线。然而以上刚刚证明过，Voronoi 图中

的任何边都不可能是一条完整的直线，矛盾。  

 

在了解了 Voronoi 图的结构之后，现在来对其复杂度（即其中包含的顶点与边的数目）做一分

析。既然共有 n 个基点，而且每个 Voronoi 单元最多有 n-1 个顶点和 n-1 条边，故 Vor(P)的复杂度不

会超过平方量级。 

 

图7-5 Vor(P)中单个单元的复杂度可能高达O(n) 

然而，究竟Vor(P)的复杂度能否达到平方量级呢？答案并非一目了然。我们很容易就可以构造

出一个实例，其中的某一个Voronoi单元的确具有线性的复杂度（如图 7-5 所示）。然而，这种具有

线性复杂度的单元是否会同时出现很多个 ①呢？下面这则定理回答说：这种情况是不可能的；而且

平均算来，每个Voronoi单元的顶点数要小于 6。 

〖定理 7.3〗 

若 n ≥ 3，则在与平面上任意 n 个基点相对应的 Voronoi 图中，顶点的数目不会超过 2n-5，而且边的

数目不会超过 3n-6。 

〖证明〗 

若所有基点都共线，则根据〖定理 7.2〗可直接得出该定理的结论。现在假定不是这种情

况。此时为了证明这一定理，需要借助欧拉公式，该公式指出：对任何连通的平面嵌入图（planar 

embedded graph），其顶点数md、边数me以及面数mf必然满足如下关系： 

                                                        

① 也就是线性个。比如 n/c 个，其中的 c 为常数。⎯⎯译者 
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md - me + mf  =  2① 

 

图7-6 在“无穷远处”引入附加顶点v∞ 

欧拉公式还不能直接应用于Vor(P)，因为在Vor(P)中存在单向无穷边（half-infinite edge），

故它还不是真正的图。为将条件补齐，除原有的顶点之外，可在“无穷远处”引入一个附加的

顶点v∞（如图 7-6 所示）；然后，将Vor(P)中的所有单向无穷边与这个点相联。这样就得到了

一幅连通的平面图，而欧拉公式可以适用于这幅图。于是，我们就得到了Vor(P)的顶点数nv、

边数ne以及基点数n之间的关系： 

(nv + 1) - ne + n  =  2 .........................................................................(7.1) 

此外，在这幅经过拓展的图中，每条边都恰好对应于两个顶点，因此若将所有顶点的度数

累加起来，得到的就是两倍的边数。因为包括 v∞在内的每个顶点的度数不低于 3，故有 

2 ne  ≥  3 (nv + 1)................................................................................(7.2) 

这一不等式与等式(7.1)合起来，就得到了本定理。  

 

 

图7-7 q关于P的最大空圆 

本节最后，我们对Voronoi图中各边及顶点的特性做一刻画。我们知道，其中每条边都是某对基

点之间平分线的一段，而其中每一顶点都是某两条平分线的交点。虽然这种平分线多达平方量级条，

但是Vor(P)的复杂度却只是线性的。因此，并非所有的平分线都能为Vor(P)贡献一条边，而且它们之

间的交点也并不都是Vor(P)的顶点。为挑选出确定Vor(P)形状的那些平分线和交点，如图 7-7 所示，

                                                        

① 一般地，若该图由 mc个连通块组成，则有 md - me + mf - mc = 1。⎯⎯译者 
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对于任何点q，我们将以q为中心、内部 ①不含P中任何基点的最大圆，称作q关于P的最大空圆（largest 

empty circle），记作CP(q)。以下定理指出了Voronoi图的顶点及边所具有的特征： 

〖定理 7.4〗 

对于任一点集 P 所对应的 Voronoi 图 Vor(P)，下列命题成立： 

1) 点 q 是 Vor(P)的一个顶点，当且仅当在其最大空圆 CP(q)的边界上，至少有三个基点； 

2) pi 和 pj之间的平分线确定了 Vor(P)的一条边，当且仅当在这条线上存在一个点 q，CP(q)的边界经

过 pi 和 pj，但不经过其它基点。 

〖证明〗 

(i) 假如某个点q，CP(q)的边界经过至少三个基点。从中选出三个基点pi、pj和pk。既然CP(q)

的内部是空的，故q必然同时落在V(pi)、V(pj)和V(pk)的边界上，因此q肯定是Vor(P)的一

个顶点（如图 7-8 所示）。 

 

图7-8 最大空圆CP(q)必然由三个基点确定 

反之，Vor(P)中的每个顶点都与至少三条边相关联，因此也至少与三个Voronoi单元相关

联，不妨设这三个单元分别为V(pi)、V(pj)和V(pk)。顶点q到pi、pj和pk的距离相等，而且

到其它各基点的距离都不可能更近⎯⎯否则，V(pi)、V(pj)和V(pk)就不可能相交于q②。于

是，边界由pi、pj和pk确定的这个圆，内部不可能包含任何基点。 

(ii) 假如某个点 q 具有本定理所述的性质。既然 CP(q)的内部不包含任何基点，且 pi和 pj落

在其边界上，故对任何 1 ≤ k ≤ n，都应有 dist(q, pi) = dist(q, pj) ≤ dist(q, pk)。于是，

q 必然落在 Vor(P)某条边或者某个顶点上。而根据定理的前半部分，q 不可能是 Vor(P)

的一个顶点。因此，q 只能落在 Vor(P)某条边上，且该边是 pi和 pj之间平分线上的一段。 

反过来，假设 pi和 pj之间的平分线确定了一条 Voronoi 边。来自这条边内部的任何一个

点 q，其对应的最大空圆的边界必然经过 pi和 pj，但不经过其它基点。  

                                                        

① 也就是说，除去该圆的边界。⎯⎯译者 

② 此处不甚准确。根据前面的定义，任何 Voronoi 单元都是开集，故任何两个单元都不相交。更严格的表述应该是：
这三个 Voronoi 单元的闭包不可能相交于 q。⎯⎯译者 
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7.2 构造 Voronoi 图 

前一节讨论了Voronoi图的结构，下面着手来构造它。由 〖观察结论 7.1〗可得出一个简明的方

法：采用第 4 章的算法，为每一基点pi构造出所有半平面h(pi, pj)的交，j ≠ i。如此，将为每一Voronoi

单元花费O(nlogn)时间，故构造整个Voronoi图共需O(n2logn)时间。可否更快？毕竟，Voronoi图本身只

不过是线性复杂度。答案是肯定的：以下介绍的平面扫描（plane sweep）算法⎯⎯自诞生起一般都

称作Fortune算法⎯⎯可在O(nlogn)时间内构造整个Voronoi图。或许你会试图寻找更快（如线性时间）

的算法。但实际上这是非分的奢望：n个实数的排序问题，可归约 ①为Voronoi图的构造问题，故在最

坏情况下，任何此类算法都至少需要Ω(nlogn)时间。换而言之，Fortune算法已是最优。 

平面扫描算法的策略，就是用一条水平直线⎯⎯称为扫描线（sweep line）⎯⎯自上而下扫过整

个平面。在扫描的过程中需要维护某些信息，这些信息与我们希望构造的结构相关。更准确地说，

需要维护的是该结构与扫描线相交部分的信息。在扫描线向下移动的过程中，只有在某些特定的位

置⎯⎯称为事件点（event point）⎯⎯这种信息才需要更新。 

现在应用这种一般性的策略，来计算与平面点集 P = {p1, p2, …, pn}相对应的 Voronoi 图。按照平

面扫描的算法模式，我们用一条水平直线 l 自上而下扫过平面。这一模式需要维护 Voronoi 图与当前

扫描线的相交部分。遗憾的是，这并非一桩易事⎯⎯因为，Vor(P)位于扫描线 l 上方部分的结构，不

仅取决于位于 l 上方的那些基点，而且也取决于 l 下方的某些基点。换而言之，当扫描线到达 Voronoi

单元 V(pi)的最高顶点时，它与该单元对应的基点之间依然有一段距离。因此，此时我们还没有掌握

确定该顶点所需要的全部信息。在这种情况下应用平面扫描的算法模式，其形式需要略做变通：我

们所维护的信息，将不再是 Voronoi 图与扫描线相交的部分，而是与位于 l 上方的那些基点相对应的

Voronoi 图的局部⎯⎯无论位于 l 下方的那些基点位置如何，都不会对这些部分有任何影响。 

 

图7-9 扫描线l以及其上方不再会发生变化的部分 

位于l上方那个闭的半平面记作l+。如图 7-9 所示，在l之上，Voronoi图的哪些部分将不再会发生

变化呢？也就是说，对于哪些点q ∈ l+，已经可以确定与之距离最近的基点呢？点q ∈ l+到位于l下方

                                                        

① 更严格的叙述应该是：实数排序问题“可以在线性时间内归约为”（be linear-time reducible to）构造 Voronoi
图的问题。⎯⎯译者 
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的任一基点的距离，都要大于q到l本身的距离。因此，倘若存在某个基点pi ∈ l+，使得q到pi的距离不

超过q到l的距离，那么与q相距最近的那个基点，就不可能出现在l下方。距离某个基点pi ∈ l+比距离l

更近的点所构成的集合，其边界是一条抛物线。于是，距离位于l之上的每个基点都要比距离l更近的

那些点所构成的集合，其边界必然由若干段抛物线弧确定（如 图 7-10 所示）。 

 

图7-10 海滩线必然由若干段抛物线弧共同围成 

这一组依次相联的抛物线弧，称作海滩线（beach line）。可以从另一个角度来想象海滩线的样

子：位于扫描线之上的每个基点 pi，都（与扫描线共同）确定了一条完整的抛物线βi；而所谓的海滩

线，就是这样一个函数：对于任一 x-坐标，该函数的取值都是这些抛物线中的最低者。 

〖观察结论 7.5〗 

海滩线沿 x 方向单调⎯⎯即，它与任一垂线相交而且仅相交于一点。 

不难发现，有的抛物线可为海滩线贡献多段弧。同一抛物线最多可贡献多少段弧，将在后面考

虑。组成海滩线的抛物线弧依次首尾相联，其接合点称为断点（breakpoint）。你可能注意到，每个

断点都落在某条 Voronoi 边上。这并非巧合，随着扫描线自上而下扫过整个平面，所有断点的轨迹

合起来恰好就是待构造的 Voronoi 图。借助基本的几何知识，即可证明海滩线所具有的这些特性。 

既然如此，在扫描线 l 的移动过程中，我们维护的并非 Vor(P)与 l 相交的部分，而是海滩线。当

然，无法显式地维护海滩线⎯⎯因为，随着 l 的运动它会持续不断地更新。那么，应该如何表示海

滩线结构呢？其组合结构的变化规律目前尚不清楚，故暂将这个问题搁到一边。所谓海滩线的组合

结构发生变化，指的是其上出现了新的抛物线弧，或原有的某段抛物线弧收缩成一个点并进而消失。 

首先考虑对应于海滩线上出现新弧的事件，也就是在扫描线l触及某一新基点的时刻。在此刹那，

该基点对应于一条宽度为零的退化抛物线⎯⎯亦即，将该新基点与扫描线联接起来的垂直线段 ①。

随着扫描线继续下移，该抛物线将逐渐伸展开来，其位于此前海滩线下方的部分，将成为当前海滩

线上的一段。图 7-11 显示了这一过程。对应于新基点的这类事件，称作基点事件（site event）。 

                                                        

① 准确地讲，新诞生的抛物线应该是一条垂直向上的（无穷）射线。原文所讲的“线段”，对应于这条退化的抛
物线对海岸线最初所贡献的一段。⎯⎯译者 



第 7 章 Voronoi 图：邮局问题 7.2 构造 Voronoi 图 

192 

 

图7-11 当扫描线遇到一个基点时，海滩线上会出现一段新的弧 

当基点事件发生时，Voronoi 图会相应地发生什么变化呢？ 我们记得，沿海滩线上各个断点的

运动轨迹，就勾勒出了 Voronoi 图的各边。每发生一次基点事件，就会生成两个新的断点，此后它

们会逐渐地勾勒出同一条新边。 

 

图7-12 一对断点逐渐相互远离，其轨迹勾勒出同一条边 

实际上，在刚刚诞生的那一瞬间，这两个断点相互重合，然后才会各自朝相反的方向运动，而

且它们所勾勒的都是同一条边（如 图 7-12 所示）。在一开始，这条边与Voronoi图位于扫描线之上

的其它部分并不相联。随着这条边的不断生长，直到后来⎯⎯我们不久就会确切地知道，这种情况

何时发生⎯⎯它们与其它边相遇，此时它才会与Voronoi图的其它部分联接起来。 

这样，我们就明白了每个基点事件发生之后所引起的变化：海滩线上会出现一条新的弧，同时

Voronoi 图中也会出现一条不断生长的新边。一条新的弧，是否可能以其它的方式出现在海滩线上

呢？答案是不可能。 

〖引理 7.6〗 

只有在发生某个基点事件时，海滩线上才会有新的弧出现。 

〖证明〗 

假若本引理不成立，即海滩线有可能被原先某抛物线βj分割。这种情况无外乎两种可能。 

 

图7-13 假设抛物线βj的快速生长，并在某时刻“突破”海滩线 
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前一种可能是，βj是在由另一条抛物线βi贡献的某段弧的中间某处，将海滩线分隔开来（如

图 7-13 所示）。在要分未分的那一瞬间，βi和βj必然是相切的⎯⎯即，它们相交，而且只相交

于一点。将扫描线在此刻的y-坐标记作ly。若pj := (pj,x, pj,y)，则抛物线βj的方程就应该是： 

βj  :=  y  =  
1

2(pj,y - ly)
 × (x2 – 2pj,xx + p 2

j,x + p 2
j,y - l2y) 

当然，βi的方程也类似。考虑到 pj,y与 pi,y均大于 ly不难证明，βi和βj的交点不可能仅有一

个。因此，原有的任一抛物线βj，都不可能从另一抛物线βi贡献的某段弧的中间分割海滩线。 

 

图7-14 抛物线βj恰好从某对抛物线弧的接合处“突破” 

另一可能是：βj出现于某两段抛物线弧的接合处（图 7-14）。设这两段弧分别来自抛物线

βi和βk；q为其交点之一，且在该位置βj即将从海滩线上生长出来。另外假定，沿海滩线，由βi

贡献的那段弧从左侧与q相联，而由βk贡献的那段弧从右侧与q相联（图 7-15）。此时，这三条

抛物线所对应的基点pi、pj和pk，共同确定一个圆C①。该圆必与扫描线l相切。从该切点出发沿

顺时针方向，各点的次序为：pi、pj和pk⎯⎯因为，已经假设βj出现于由βi和βk贡献的两段弧的

接合处。设想扫描线再下移无穷小的一段，而且此时圆C依然与l相切（图 7-15）。 

 

图7-15 βj在海滩线上出现的瞬间，局部的位置关系以及在扫描线继续前行后对应的圆 

此时，若圆C依然通过pj，其内部就不可能依然是空的⎯⎯因为，pi与pk之一必然会进入该圆的

内部。因此，若扫描线继续向下运动，则在q的一个足够小的邻域内，抛物线βj都不可能在海滩

线上出现⎯⎯因为就其与q②的距离而言，此时的pi与pk之一必定比pj更近。  

                                                        

① 其圆心为 q。⎯⎯译者 

② 原书此处误作“与 l…”。⎯⎯译者 
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由上述引理，立即可以导出一个推论：组成海滩线的抛物线弧，总共不会超过 2n-1 段⎯⎯只有

在遇到一个基点时，才会生出一条新的弧，同时最多将原有的某一条弧一分为二；而其它的时候，

海滩线上都不可能会有新的弧出现。 

 

 

图7-16 海滩线上某段弧的消失过程 

平面扫描算法中的第二类事件，发生于原有的某段弧收缩为一点并即将消失时（图 7-16）。设

该弧为α'，且它消失之前弧α和α''与之相邻。弧α和α''不可能来自同一条抛物线⎯⎯仿照〖引理 7.6〗

证明中排除前一可能的方法，即可排除这种情况。于是，α、α'和α''这三段弧必然分别对应于三个不

同基点pi、pj和pk。就在α'即将消失的那一刻，这三个基点所对应的抛物线将相交于同一点q。此时点

q到扫描线l与到这三个基点等距离。亦即，存在一个以q为中心、穿过pi、pj和pk的圆，且该圆在最低

点处与l相切。该圆的内部不可能有任何基点⎯⎯否则，q到该基点将比到l更近，而这却与“q位于海

滩线上”的事实不合。因此，点q必是Voronoi图的一个顶点。这很自然，因为先前我们已经注意到，

海滩线上各断点所勾勒出的轨迹正是Voronoi图。因此，若海滩线上有某段弧消失，并因而有两段弧

汇合起来，则相应地在Voronoi图中肯定也会有两条边汇合起来（成为一条新的边）。海滩线上依次

首尾相联的任何三段弧，其对应的三个基点都会确定一个外接圆；当扫描线触及某个这类外接圆的

最低点时，也就发生了一次圆事件（circle event）。以上分析可得如下引理： 

〖引理 7.7〗 

海滩线上已有的弧，只有在经过某次圆事件之后，才有可能消失。 

至此我们已经弄清楚，什么时候海滩线的组合结构将发生变化，以及如何变化：发生一次基点

事件，就会出现一段新弧；发生一次圆事件，已有的某段弧就会消失。此外，我们也知道了它们与

待构造出来的 Voronoi 图有何联系：基点事件发生时，就会有一条新的 Voronoi 边出现并朝两端生长；

圆事件发生时，会有两条正在生长的边汇合起来，并在接合处形成一个 Voronoi 顶点。剩下的问题

是：如何找到一种适宜的数据结构，以维护在扫描过程中所必需的那些信息。既然我们的目标是构

造出 Voronoi 图，该结构首先就必须能够将目前已计算出的 Voronoi 图局部记录下来。此外，任一扫

描线算法都必备的两个数据结构⎯⎯事件队列（event queue），以及记录扫描线当前状态的结构⎯⎯
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也是必需的。此处，后一结构所记录的就是海滩线的状态。可按如下方法，实现这些数据结构： 

 

图7-17 为了配合双向链接边表的使用，在算法开始之初，即引入足够大的一个包围

框（bounding box） 

 双向链接边表（doubly-connected edge list）是适宜于存储子区域划分的一种通用数据结构，

我们可以利用这种结构来存储逐步构造出来的Voronoi图。不过严格地讲，Voronoi图还不是

第 2 章中所定义的那种子区域划分⎯⎯在Voronoi图中，可能有射线，甚至有完整的直线，

而这些对象都不能通过双向链接边表来表示。在构造的过程当中，这还算不上是一个问题

⎯⎯因为根据（后面将要介绍的）海滩线的表示方法，在构造过程中，我们可以有效地对

这种“双向链接边表”中的相关部分进行操作。然而我们希望，一旦计算结束，最终得到

的应该是一个合法的双向链接边表。 

 

图7-18 用平衡二分查找树存储海滩线对应的状态结构① 

 我们借助一棵平衡二分查找树T来存储海滩线，它就是这里的状态结构（status structure）。

如 图 7-18 所示，其中的每一匹叶子，分别对应于海滩线上的某段弧。 

由于海滩线是x-单调的，各段弧所对应的叶子必然是有序的：最左边的叶子对应于最左边

的弧，接下来的一匹叶子对应于最靠左的第二条弧，依此类推。每匹叶子μ不仅要记录其

代表的那段弧，而且也要记录下这段弧所对应的基点。T的内部节点则分别对应于海滩线

上的各个断点。每个内部节点所对应的断点，都表示为一个有序的基点对<pi, pj>，其中pi、

pj分别对应于交汇于该断点的左、右两条抛物线。若按照这样的方式来表示海滩线，每遇

到一个新的基点，都可以在O(logn)时间内，沿海滩线找出位于该基点上方的那段弧：在查

                                                        

① 第三版遗漏了此图，现借用第二版原图。⎯⎯译者 
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找过程中，在每个内部节点处，只要将其对应断点的x-坐标，与新基点的x-坐标做一比较

⎯⎯我们已经知道了定义该断点的一对（抛物线所对应的）基点的位置，同时也知道了扫

描线的位置，因此必然可以在常数时间内完成每次比较。请注意，这里并未显式地存储各

条抛物线（如 图 7-19 所示）。 

 

图7-19 沿着海滩线，各段弧所对应的叶子在T中也是按序排列的① 

在扫描的过程中，还要用到另外两个数据结构，我们还要在 T 中设置指针，指向这两个数

据结构。T 的一匹叶子若对应于某段弧α，则为它配备一个指针，指向事件队列中的一个（事

件）节点⎯⎯具体说，就是（在将来可能）导致α消失的那个圆事件所对应的节点。若没

有导致α消失的圆事件，或者还没有发现这样一个事件，则该指针被置为 nil。最后，每个

内部节点 v 也配有一个指针，指向与当前 Voronoi 图对应的双向链接边表中的某条半边

（half-edge）⎯⎯更确切地说，此时与 v 相对应的断点，正在勾勒出的一条 Voronoi 边，而

v 的指针就指向这条边所对应的那条半边。 

 事件队列 Q 可以用优先队列来实现，其中，各事件的优先级就是其 y-坐标。这个结构记录

的，是所有已知的将要发生的事件。对于基点事件，只需记录与之对应的基点。对于圆事

件，在对应的事件点处，不仅要记录该圆的最低点，还要设置一个指针指向 T 中的某匹叶

子⎯⎯这匹叶子所对应的，就是在该事件发生时即将随之消失的那段弧。 

所有的基点事件都可以在事先确定，而圆事件则不然。这就引出了我们最后需要讨论的一个问

题⎯⎯如何发现圆事件。 

 

图7-20 邻接弧三元组 

                                                        

① 第三版遗漏了此图，现借用第二版原图。⎯⎯译者 
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在扫描过程中每发生一次事件，海滩线的拓扑结构都会发生相应变化。如图 7-20，若将“邻接

弧三元组”（a triple of consecutive arc）定义为“沿海滩线依次首尾衔接的任意三段弧”，则此时可

能会出现新的三元组，而原有的三元组也可能会消失。任一邻接弧三元组只要确定了一个可能发生

的圆事件，算法都必须保证该事件记录到队列Q中。这里有两个微妙之处需要说明。首先，某些邻接

弧三元组所对应的两个断点，可能不会汇聚到一起⎯⎯亦即，其各自的移动方向，已经注定了它们

永远也不会汇合。若这两个断点分别沿着已经相交过的两条平分线移动，即出现上述情况。此时，

该邻接弧三元组根本就不会确定任何可能发生的圆事件。第二点是，即使某个邻接弧三元组所对应

的两个断点会逐渐靠拢，其对应的圆事件最终也不见得肯定会发生⎯⎯可能出现的一种情况是：该

事件还没有来得及真正发生，这一邻接弧三元组就已经消失了（比如说，在此之前，海滩线上的这

一段会触及到某个新的基点）。这样的一个圆事件，称作误警（false alarm）。 

因此算法的实际过程如下：每遇到一个事件，都逐一检查新出现的邻接弧三元组。比如，每一

基点事件都会产生三个新的邻接弧三元组⎯⎯新弧在其中分别居于左侧、中间和右侧。若该邻接弧

三元组所对应的两个断点趋于汇合，则将对应的圆事件插入队列 Q。请注意，在基点事件发生时，

新弧在其中居中的那个邻接弧三元组，绝不可能引发圆事件⎯⎯因为，分别居于左、右侧的两段弧

必然来自同一抛物线，故此后其对应的两个断点必然会彼此远离。此外，所有从此消失的邻接弧三

元组，也要逐一检查，看看在 Q 中是否记录有与之对应的圆事件。若有，则显然是一次误警，故需

将其从 Q 中删去。由于 T 的每一匹叶子都设有指针指向 Q 中对应的事件，故该任务很容易完成。 

〖引理 7.8〗 

每个 Voronoi 顶点，都会在某次圆事件发生时被发现。  

〖证明〗 

对任一Voronoi顶点q，令pi、pj和pk为三个基点，它们共同确定了内部不含任何基点的圆C(pi, 

pj, pk)。由〖定理 7.4〗，该圆及对应的三个基点的确存在。为简明起见，只证明这样一种情况：

除pi、pj和pk外，C(pi, pj, pk)不经过其它的任何基点，且这三个基点都不是该圆的最低点。不失

一般性地，假设从C(pi, pj, pk)的最低点起沿顺时针方向遍历（traverse）该圆，将依次经过pi、

pj和pk。 

 

图7-21 扫描线即将触及C(pi, pj, pk)最低点的瞬间，pi、pj和pk分别对应于依次首尾相

联的三段弧 
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我们必须证明：就在扫描线即将触及C(pi, pj, pk)上最低点的那一刹那，在海滩线上，pi、

pj和pk分别对应于依次首尾相联的三段弧α、α'和α''（如图 7-21 所示）。唯有如此，对应的圆

事件才会真正发生。在扫描线触及C(pi, pj, pk)的最低点之前，考虑一个无穷接近于这一时刻的

时刻。既然C(pi, pj, pk)之上及其内部都不含任何其它的基点，必定存在一个经过pi和pj、与海滩

线相切的圆，而且这个圆的内部也不含任何基点 ①。因此，海滩线上必然有两段相邻的弧，分

别对应于pi和pj。对称地，海滩线上也必然有两段相邻的弧，分别对应于pj和pk。不难看出，这

里对应于pj的“两”段弧，实际上就是同一条。由此可以得出结论：（此时此刻）在海滩线上，

pi、pj和pk分别对应于依次首尾相联的三段弧。因此，就在它们对应的圆事件即将真正发生之前，

该事件已经被记录在队列Q当中了⎯⎯而等到（再经过无穷短的时间）该事件真正发生时，对应

的Voronoi顶点必然会被发现。  

 

至此，已经可以给出平面扫描的具体算法。请注意：在所有事件都已处理完毕之后，虽然队列Q

已经变空，但是海滩线却依然没有消失。此时，仍然存在若干个断点⎯⎯它们对应于Voronoi图中的

那些单向无穷边 ②。正如前面所指出的，由于并不能用双向链接边表表示这类单向无穷的边，所以

必须给整个场景增加一个包围框，然后将这些边与包围框联接起来。算法的整体结构如下： 

算法 VORONOIDIAGRAM(P) 

输入：平面点集 P := {p1, …, pn) 

输出：以双向链接边表 D 表示的（限制在一个足够大的包围框之内的）Voronoi 图 Vor(P) 

1.  初始化事件队列 Q：将所有的基点事件插入其中 
 初始化状态结构 T：将其置空 
 初始化双向链接边表 D：将其置空 

2.  while (Q 非空) 

3.   do 将 y-坐标最大的事件从 Q 中取出 

4.    if (这是一个发生于基点 pi处的基点事件) 

5.     then HANDLESITEEVENT(pi) 

6.     else HANDLECIRCLEEVENT(γ) 
      (* 这里的γ是 T 的一匹叶子，它对应于那段即将消失的弧 *) 

7.  (* 仍然存在于 T 中的那些内部节点，对应于 Voronoi 图的单向无穷边 *) 
 计算出一个包围框，其尺寸之大，应足以容下 Voronoi 图中的所有顶点 
 通过对双向链接边表的适当调整，将这些单向无穷边都联接到这个包围框上 

8.  遍历双向链接边表中的所有半边 

                                                        

① 一般地，经过直线外（同侧的）两个点、与直线相切的圆有两个；只有在这两个点到直线的距离相等时，才只
有一个这样的圆。这里取的，是其中无限接近于 C(pi, pj, pk)的那个。⎯⎯译者 

② 更准确地说，应该是“朝下方的单向无穷边”。⎯⎯译者 



第 7 章 Voronoi 图：邮局问题 7.2 构造 Voronoi 图 

199 

 增加相应的单元记录 
 设置好指向这些单元的指针，以及由这些单元发出的（指向对应各边的）指针 

 

处理两类事件的子程序分别如下： 

算法 HANDLESITEEVENT(pi) 

1.  若 T 为空，则 
  将 pi插入其中 (* 这样，T 只由单匹叶子组成，这匹叶子记录了 pi的信息 *) 
  然后返回 
 否则 
  继续执行第 2~5 步 

2.  从 T 中查找出位于 pi垂直上方的那段弧α 
 若对应于α的那匹叶子有一个指针，指向 Q 中某个圆事件，则 
  (* 说明该圆事件是一次误警 *) 
  在 Q 中剔除该事件 

3.  将原来对应于α的那匹叶子，替换为一棵由三匹叶子构成的子树： 
  居中的那匹叶子记录下新基点 pi 
  两侧的两匹叶子分别记录下原先记录于α的基点 pj 
 两个内部节点分别对应于新生出的断点，它们分别记录下基点对<pj, pi>和<pi, pj> 
 若有必要，须对 T 做调整，以使之重新平衡 

4.  对应于将 V(pi)和 V(pj)分割开来的那条边，在 Voronoi 图结构中创建一个半边记录 
 (* 这条边将由两个新断点逐渐勾勒出来 *) 

5.  找出 pi在其中居于左侧的那个邻接弧三元组，检查是否有断点汇聚到一点 
 果真如此，则 
  将对应的圆事件插入事件队列 Q，并 
  在 Q 中该节点和 T 中与之对应的节点之间设置指针，使它们相互指向对方 
 找出 pi在其中居于右侧的那个邻接弧三元组，做类似的处理 

 

算法 HANDLECIRCLEEVENT(γ) 

1.  将（对应于即将消失的弧α的那匹）叶子γ，从 T 删除掉 
 检查相关的内部节点，更新其中表示有关断点的基点对信息 
 若有必要，须对 T 做调整，以使之重新平衡 
 在 Q 中，删除所有与α相关的圆事件 
  (* 在 T 中，γ的前驱与后继节点配有相应的指针 *) 
  (* 借助这些指针，就可以找出这些事件 *) 
 （α在其中居中的那个圆事件，此刻正在接受处理，并已经从 Q 被删除掉了） 

2.  更新存储当前Voronoi图的双向链接边表D： 
  对应于该事件的圆心 
   生成一个Voronoi顶点记录，并 
   将该记录插入双向链接边表 
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  对应于海滩线上新生出 ①的断点 
   生成两个半边记录 ②，并 
   正确地设置好它们相互之间的指针 
  将这三个新记录，与同样终止于该Voronoi顶点的其它半边链接起来 

3.  (* 此前与α紧邻于左侧的那段弧，现可能在某个新的邻接弧三元组中居中 *) 
 检查该邻接弧三元组所对应的两个断点是否汇合为一点 
 果真如此，则 
  将对应的圆事件插入到事件队列 Q 中，并 
  在 Q 中该节点和 T 中与之对应的节点之间设置指针，使它们相互指向对方 
 (* 此前与α紧邻于右侧的那段弧，现也可能在某个新的邻接弧三元组中居中 *) 
 对该弧，做类似的处理。 

〖引理 7.9〗 

Fortune 算法运行的时间为 O(nlogn)，占用的空间为 O(n)。 

〖证明〗 

对树 T 以及事件队列 Q 的每一次基本操作（诸如插入、删除一个元素等），均不会

超过 O(logn)时间。对双向链接边表的每一次基本操作，只需要常数的时间。在处理每

一个事件时，只需进行常数次这类基本操作，因此，每一事件都能够在 O(logn)时间内

处理完毕。基点事件的数目一目了然，为 n 个。另一方面我们注意到，任何一个圆事件，

只要它最后的确发生并接受处理，就会生成 Vor(P)的一个顶点；而所有的误警，迟早都

会从 Q 中被剔除掉，从而不会真正接受处理。对这些误警的处理，无论是生成它还是删

除它的操作，都属于对其它事件处理的一部分，故消耗在这部分事件之上的时间，已经

被计入到对应的有效事件名下。所以，真正需要处理的圆事件，不会超过 2n - 5 个。这

样，本引理所指出的时间、空间上界（upper bound）得证。  

 

在给出本节的最终结果之前，需要对退化情况稍做讨论。 

本算法自上而下依次处理各事件，故若有两个或更多事件处于同一水平线上（比如两个基点 y 

坐标相同），即出现退化情况。若这些事件的x-坐标互异，则按照任意次序来处理，都可解决问题。

因此，即便有多个事件y-坐标相同，只要其x-坐标互异，则按照任意次序进行处理，都可消除歧义。

然而，有可能算法在一开始就遇到这种情况。比如第二个基点事件的y-坐标与第一个相同，则第二

个基点的上方根本还没有任何弧⎯⎯这时，就需要专门编写代码加以处理。以下再考虑事件位置重

合的情况。比如，要是存在四个或者更多个基点共圆，且该圆的内部不含任何基点，就会出现多个

                                                        

① 也可以理解为，原来的两个断点汇合之后，继续（朝新的方向）前进。⎯⎯译者 

② 这两条半边，是由两个断点在此处汇合之前所勾勒出的。⎯⎯译者 
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位置重合的圆事件。此时，该圆的中心也是Voronoi图的一个顶点。且该顶点的度数至少为 4。当然，

也可以专门编写一段代码，来处理这类退化的情况。然而，实际上这并不需要。要是我们听任算法

按照随机的次序去处理这些事件，结果又会如何呢？如 图 7-22 所示，算法所生成的，并不是一个 4

度的顶点，而会是两个 3 度的顶点⎯⎯只不过它们的位置重合，而联接于它们之间的那段边的长度

为零。如果有必要，只要在算法结束后再做相应的后处理，即可消除这类退化的边。 

 

图7-22 多点共圆的退化情况 

除这类由于事件的选取次序不同而造成的退化之外，即使是在处理单个事件时也可能会遇到退

化的情况。比如，某一基点pi碰巧位于海滩线上相邻两段弧接合处断点的正下方。如 图 7-23，此时，

算法可以在这两段弧之中任选其一，将其一分为二⎯⎯当然，其中有一段的长度为零⎯⎯然后把对

应于pi的一段新弧插入于其间。这样，其中长度为零的那段弧，将在对应于一个圆事件的某个邻接弧

三元组中居于中间。而该圆的最低点，则与pi重合。既然该事件的确是由海滩线上三段依次首尾相联

的弧确定的，算法就会照例将它插入到事件队列Q当中。等到该事件真正接受处理之时，仍会正确地

生成一个Voronoi顶点，而（同时生成的）长度为零的那段弧，同样可以在最后剔除掉。 

 

图7-23 海滩线上两段相邻弧之间断点的正下方出现某个基点 

还有一种退化情况，其发生的条件是：海滩线上有依次首尾相联的三段弧，分别对应于三个共线的

基点。此时，这三个基点不能确定一个圆，故并不会生成任何圆事件。 

总而言之，上述算法的确能够正确地应对各种退化情况。 

〖定理 7.10〗 

给定由平面上任意 n 个基点构成的一个集合，其对应的 Voronoi 图可以采用扫描线算法，在 O(nlogn)

时间内、使用 O(n)空间构造出来。 
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7.3 线段集 Voronoi 图 

 

图7-24 一对不相交线段之间的平分线，由不超过七段直线段和抛物线弧组成 

点以外的其它物体也可定义 Voronoi 图。此时，平面上一点到物体的距离，定义为该点到物体

上各点的最近距离。两点之间的平分线必是一条直线，但不相交线段之间的平分线的形状却要更为

复杂。它最多可分为七段，每一段或是直线段，或是抛物线弧（parabolic arc）。若到一条线段的最

短距离在其某个端点达到，而到另一条线段的最短距离却是在其内部某点达到，则对应于一条抛物

线弧。其它的情况下，都对应于一条直线段。尽管平分线更为复杂，并因此导致 Voronoi 图更为复

杂，但对于 n 条互不相交的线段而言，其 Voronoi 图的顶点数、边数以及面数都仍是 O(n)量级。 

 

图7-25 若允许线段端点重合，则平分线的定义与计算将十分复杂① 

倘若仅要求各线段互不穿越，而允许它们共享端点。于是对于这样的一对线段，平面上某一区

域中的所有点都将与这两条线段（的公共端点）距离相等，从而导致它们之间的平分“线”不再是

曲线。因此，在允许线段端点重合时，为避免在定义与计算线段集 Voronoi 图时遇到此类困难，干

脆假定所有线段都严格互不相交。在许多应用中，只需稍微收缩线段，即可保证这一点。 

针对点集的扫描线算法，稍作改动后即可应用于线段基点集。设 S = {s1, …, sn}为 n 条互不相交

的线段。其中的各条线段依然称作基点（site），而且以下将以基点端点（site endpoint）、基点内部

（site internal）指代线段的端点、线段的内部。 

此前针对点基点（point site）的算法维护了一条海滩线（beach line）——即由多条抛物线弧联

接而成的一条x-单调曲线，该曲线上每一点到扫描线以上所有基点的（最近）距离，等于其到扫描

                                                        

① 第三版原图中，阴影区域的边界误做两条线段的延长线；实际上，应为两条线段在共同端点处各自的垂线。经
与作者确认，替换为此图。——译者 
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线的距离。在引入线段基点之后，新的海滩线又将是什么样子？首先可以看出，一条线段可能部分

位于扫描线以上，同时部分位于其下。在定义海滩线时，我们依然仅关注位于扫描线上方的那些基

点。对于任一扫描线l，海滩线上各点到l以上各基点的最近距离，仍将等于它到l的距离。这就意味

着，此时的海滩线仍由抛物线弧和直线段组成。其中，抛物线弧上的每个点，到某一基点端点的距

离最近；直线段上的每个点，到某一基点内部的距离最近。请注意，一旦某一基点内部（如 图 7-26

中的基点s2）与l相交，则海滩线上必有两条直线段以此交点作为（共同的）端点。 

 

图7-26 一组线段基点（在某一时刻）所对应的海滩线。各断点沿着虚弧线，逐渐勾

勒出对应的Voronoi边 

海滩线上各抛物线段与直线段之间的断点，分为五种类型。如 图 7-26 所示，为做一详细说明，

不妨考虑水平扫描线l向下移动的某一时刻。 

1.  若断点 p 到两个基点端点最近，且到它们与到 l 等距，则断点 p 将参与一条直线段的勾勒——

此时与点基点（point site）的情况一样。 

2.  若断点 p 到两个基点内部最近，且到它们与到 l 等距，则断点 p 将参与一条直线段的勾勒。 

3.  若断点 p 到某个基点端点和另一个基点内部最近，且到它们与到 l 等距，则断点 p 将参与一

条抛物线弧的勾勒。 

4.  若断点 p 到某一基点端点最近，且该距离由该线段基点（segment site）的一条垂线实现，

同时该距离等于 p 到 l 的距离，则断点 p 将参与一条直线段的勾勒。 

5.  若基点与扫描线相交于内部，则该交点就是一个断点，而且它将参与一条直线段的勾勒。 

就第四和第五种情况而言，断点所勾勒的实际上并非 Voronoi 图的一段弧——因为这里仅涉及

到一个基点。为保证算法的正确性，有必要对此类断点及其对应的事件进行处理。 

与点基点的扫描线算法一样，这里也有基点事件（site event）和圆事件（circle event）。扫描线

每触及一个基点端点，就发生一次基点事件。显然，上端点所对应基点事件的处理方法，与下端点

有所不同。经过每一上端点后，海滩线的某条弧将被一分为二，同时其间将有四条新弧出现。新弧

之间的断点，则都属于后两类。经过每一下端点之后，该基点内部与扫描线之间交点所对应的断点，

将被替换为两个第四类的断点，二者之间由（对应于这个新出现的基点端点的）一条抛物线弧联接。 

圆事件也类似地分几类。无论哪一类，对应于每一圆事件，海滩线上都会有某条弧消失。扫描
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线抵达每一空圆（empty circle）的底部，都会发生一次圆事件——这些空圆均由位于扫描线上方的

两或三个基点联合确定。每个空圆的中心，都会有两个相邻的断点汇合。根据汇合断点类型的不同

组合，可分若干情形分别处理。若两个断点都属于前三类，则总共会涉及到三个基点。若其中之一

属于第四类，则仅涉及到两个基点。在线段基点互不相交的前提下，第五类断点不会影响任何基点。 

可见，该算法所构造的 Voronoi 图是由直边和抛物线弧组成的一个子区域划分（subdivision）。

那么，它是否依然可以双向链接边表（DCEL）的形式来存储呢？可以，甚至无需对 DCEL 结构做

什么调整。每张面（face）都可记录与之对应的基点，从而对于任一半边
→e，都可以（借助 IncidentFace(→e)

和 IncidentFace(Twin(→e))）找到以
→e所在直线为平分线的那对基点。同时，还可以（借助 Origin(→e)和

Origin(Twin(→e))）找到由边
→e联接的那对顶点，故可以在常数时间内确定任一边的形状。 

总之，此时的扫描线算法无非是此前针对点基点（point site）那个算法的扩展，只不过需要分

更多情况处理罢了。尽管如此，算法仍只需处理 O(n)个事件，每一事件的处理也只需 O(logn)时间。 

〖定理 7.11〗 

n 条互不相交的线段基点所对应的 Voronoi 图，可以使用 O(n)空间、在 O(nlogn)时间内构造出来。 

 

线段集Voronoi图的一个应用实例即运动规划（motion planning，参见第 13 章）。假设给定可表

示为n条线段的一组障碍物，以及一个机器人R。再假定该机器人可以朝任意方向自由移动，而且可

以很好地近似为一个包围圆（enclosing disk）D。假设需要在两个位置之间，为该机器人找出一条无

冲突的运动路径（collision-free motion），或者判定无路可通。 

 

图7-27 与一组线段基点（障碍物）对应的Voronoi图，以及圆盘（机器人）的起始和

目标位置 



第 7 章 Voronoi 图：邮局问题 7.3 线段集 Voronoi 图 

205 

运动规划的技巧之一，就是所谓的收缩（retraction）。其思路是：Voronoi图中的各条弧给出了

介于各线段基点之间的中间线，沿这些弧行进遇到障碍的可能性最小，因此其对应的路线也是最好

的无冲突运动路径。图 7-27 给出了一个矩形区域内的一组线段，以及与它们相对应的Voronoi图。 

采用以下算法，即可在由任意一组线段表示的障碍物之间，规划出一条无冲突的运动路径。 

算法 RETRACTION(S, qstart, qend, r) 

输入：平面上互不相交的一组线段 S := {s1, …, sn}； 
 分别以 qstart和 qend为中心的两个圆盘 Dstart和 Dend， 
  半径为都是 r，而且不与 S 中的任何线段相交。 

输出：联接于 qstart和 qend之间的一条通路， 
  以其上任一点为中心、以 r 为半径的圆盘，与 S 中的任何线段都不相交。 
 如果不存在这样的通路，则报告“无通路”。 

1.  在一个足够大的包围矩形内，构造 S 的 Voronoi 图 Vor(S)。 

2.  分别确定 qstart和 qend所属的单元。 

3.  将 qstart朝 S 中与之最近的那条线段移动，从而在 Vor(S)上确定通路的起点 pstart。 
 类似地，将 qend朝 S 中与之最近的那条线段移动，从而在 Vor(S)上确定通路的终点 pend。 
 将 pstart和 pend作为顶点添加到 Vor(S)中，它们将各自所在弧一分为二。 

4.  如此改造后的 Voronoi 图中的所有顶点和边，可以当作是一幅图 G。 
 若其中有些边到各基点的最短距离不超过 r，则删除之。 

5.  采用深度优先搜索（depth-first search）算法， 
  在 G 中确定是否存在从 pstart到 pend的通路。 
 若存在，则报告的通路由三段衔接而成： 
  从 qstart到 pstart的线段，G 中从 pstart到 pend的通路，加上从 pend到 qend的线段； 
 否则，报告“不存在通路”。 

 

从 qstart 到 pstart 的线段不可能有冲突——因为在沿此方向移动的过程中，圆盘到最近障碍物的距

离只可能越来越远。同理，从 pend到 qend 的线段也不可能有冲突。而对于中心已落在 Voronoi 图上的

一对圆盘，其间存在一条无冲突的通路，当且仅当沿着 Voronoi 图存在这样的一条通路。因此，对

于圆盘形状的机器人，这要存在通路，就必定能够找出来。 

〖定理 7.12〗 

对于任意 n 条互不相交的线段（障碍物），以及一个圆盘形状的机器人，在机器人的两个位置之间

是否存在一条无冲突的通路，可以使用 O(n)空间、在 O(nlogn)时间内判定。 
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7.4 最远点 Voronoi 图 

现在考察需要 Voronoi 图的另一应用。制造出来的同一种零件，在外形上多少有些差异。如果

需要的是完美的圆形零件，就需要对它们做圆度检测（roundness test）。为此要借助坐标度量机

（coordinate measurement machine），对零件表面做点采样。假定已经制作出了圆盘，需要测定其圆

度（roundness）。用坐标度量机可以在平面上得到圆附近的一个点集 P。所谓点集的圆度，可以定

义为包含这些点的最窄圆环的宽度。这里的圆环（annulus），是指介于两个同心圆之间的区域；所

谓的圆环宽度（annulus width），即这两个圆的半径之差。 

作为最窄的圆环，其内、外边界（圆）必然穿过P中的点。将内、外边界所对应的圆分别记作

Couter、Cinner，则Couter和Cinner必然都会穿过至少一个点——否则，要么进一步收缩Couter，要么进一步

膨胀Cinner，即可得到更窄的圆环。然而，即使内、外圆都经过一个点，仍不足以得到最窄的圆环。

实际上，最窄圆环共有三种情形（如 图 7-28 所示）。无论何种，两个圆所穿过点的总数都是四。 

只要内、外圆所穿过点的数目少于上述任一情况，总可以找出更窄的圆环。这里的“找到覆盖

指定点集的最窄圆环”问题，在形式上与第 4.7 节所讨论的“找到覆盖指定点集的最小圆盘”问题

十分相似。然而，解决最小包围圆（smallest enclosing disc）的方法并不适用于此处的最小包围圆环

（smallest enclosing annulus），因为以下性质不再满足：每次新加入的点，若没有落在当前最优圆

环之内，则必然被下一最优解的边界穿过。 

 

图7-28 最窄圆环的三种可能 

 

图7-29 最远点Voronoi图的基点与单元 

找出最窄圆环，等价于找出其中心点（center point）。实际上，只要中心点（记之为 q）固定了，
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最窄圆环也就确定了⎯⎯其内、外圆分别由距离 q 最近、最远的点确定。如果已构造出该点集的

Voronoi 图，则距离 q 最近的点，也就是其 Voronoi 单元包含 q 的那个点。实际上，最远的那个点也

对应于某种几何结构，称作最远点 Voronoi 图（farthest-point Voronoi diagram）⎯⎯同样地，将平面

分割成若干单元，每一单元中的所有点，都距离 P 中的同一个点最远。点 pi 所对应的最远点 Voronoi 

单元，也是 n-1 张半平面的公共交集⎯⎯这与标准的 Voronoi 图一样，只不过采用的是每条平分线“另

一侧”，也就是距离 pi更远那一侧的半平面。因此，最远点 Voronoi 图的每个单元都是凸的。不过，

在最远点 Voronoi 图中，并非 P 中的所有点都拥有一个单元⎯⎯因为，此时这些半平面的公共交集

可能为空。不难看出，对于平面上的任何一个点，在集合 P 中距离它最远的点，必然位于 P 的凸包

上。因此对最远点 Voronoi 图而言，凡是落在凸包内部的点，都不可能拥有一个单元。 

〖观察结论 7.13〗 

给定平面点集 P，其中任一点在最远点 Voronoi 图中拥有一个单元，当且仅当它是 P 凸包的一个顶点。 

 

图7-30 最远点Voronoi图中的所有单元都是无界的 

还可以证明最远点 Voronoi 图的其它性质。设点 pi∈P 落在凸包上，且平面上的点 q 距离 pi 最远。

将 pi 与 q 所在的直线记作 l(pi, q)。考察沿着 l(pi, q)起始于 q、背向 pi 的那条射线，则该射线上的所

有点都会以 pi 作为最远点，故必落在 pi 所拥有的单元中。这就意味着，每个单元都是无界的

（unbounded）。最远点 Voronoi 图的所有顶点和边（就图的意义而言）组成一个树形结构⎯⎯它是

联通的，同时又不含任何环路。实际上，只要存在环路，就意味着存在有界的（bounded）单元。 

习题 7.14 将证明，在n个点的最远点Voronoi图中，顶点、边和单元的数目都是O(n)。另一个性

质饶有趣味：第 4.7 节中最小包围圆（smallest enclosing disc），其中心或是最远点Voronoi图的顶点，

或是贡献了一条Voronoi边的两个基点的中点。前一情形对应于三个最远点，且最远距离相等；后一

情形则对应于两个。显然，作为最小包围圆的中心，距其最远的基点不可能只有一个。 

最远点 Voronoi 图中同样存在单向无穷边（half-infinite edge），不能直接以双向链接边表（DCEL）

形式存储，但对于此类子区域划分，只需稍作调整即可沿用双向链接边表结构。对于没有真正起点

的每一条半边（half-edge），我们分别设置一个特殊的顶点记录，作为其（假想）的起点。该记录

不再保存坐标，而是代之以单向无穷边的方向。另需要注意的是，在经过上述调整后的 DCEL 中，

对于每条单向无穷边所对应的半边
→e，要么 Next(→e)无定义，要么 Prev(→e)无定义。尽管如此，我们不
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妨依然称之为“双向链接边表”。 

下面介绍一个算法，对于平面上由任意 n 个点组成的点集 P，构造其对应的最远点 Voronoi 图。

首先，构造 P 的凸包，保留凸包的顶点，并打乱其次序，记作 p1, …, ph。然后，将 ph, …, p4 从这一

循环次序中逐一剔除。剔除 pi 时，存储其顺时针方向的邻居 cw(pi)、逆时针方向的邻居 ccw(pi)。某

个点一经剔除，对于其后被剔除的点而言，它就不再视作为（顺时针或逆时针的）邻居。 

 

图7-31 每个点pj都通过指针指向包围其单元的起始边 

以 p1、p2 和 p3 的最远点 Voronoi 图为初始的基础，然后采用递增式构造策略。亦即，逐一插入

点 p4, …, pn，不断维护并更新最远点 Voronoi 图。若{p1, …, pi-1}对应的最远点 Voronoi 图已构造出来，

则为了高效地插入点 pi所对应的最远点 Voronoi 单元，需要为每个点 pj (1≤j<i) 配备一个指针，指向

双向链接边表中沿逆时针方向遍历（traverse）pj的 Voronoi 单元时起始的那条单向无穷边。 

 

图7-32 将点pi插入{p1, …, pi-1}的最远点Voronoi图中 

下面详细介绍插入pi所对应Voronoi单元的过程，如 图 7-32 所示。该单元必“诞生”于cw(pi)和

ccw(pi)的单元之间。在插入pi之前，沿着{p1, …, pi-1}的凸包，cw(pi)和ccw(pi)互为邻居。故其对应的

单元必由一条单向无穷边分隔，且该边与cw(pi)和ccw(pi)之间的平分线重合。依前所述，点ccw(pi)

必通过一个指针指向该边。此后，沿着pi与ccw(pi)之间的平分线，将会生出一条单向无穷边，它是pi

与ccw(pi)所对应单元的公共边界。沿顺时针方向遍历ccw(pi)所对应单元的边界，即可确定该平分线

与哪条边相交。该边的另一侧，是另一个点pj（1≤j≤i-1）所对应的单元，而pj与pi之间的平分线也将

为pi的单元贡献一条边。沿着pj所对应单元的边界遍历，即可找到下一条平分线以及它贡献的边界。

如此，通过顺时针遍历各单元的边界，即可沿逆时针方向依次确定新Voronoi单元的每段边界。最后
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一条平分线，必是pi与cw(pi)之间的那条，在最远点Voronoi图中，它将为pi的单元贡献另一条单向无

穷边。以上所确定的每条新边，都将加至双向链接边表结构中，于是，落在pi所对应单元内部的所有

边都将被删除⎯⎯在{p1, …, pi}所对应的最远点Voronoi图中，它们已属多余。 

概括起来，为完成下一最远点 Voronoi 单元的插入，只需利用当前的 Voronoi 图，顺序追踪新单

元（的边界），添加新边，剪除已过时的边。 

〖定理 7.14〗 

对于平面上的任意 n 个点，都可以使用 O(n)的存储空间，在期望 O(nlogn)时间内构造出其最远点

Voronoi 图。 

〖证明〗 

找出沿逆时针方向构成凸包的 h 个点，需要 O(nlogn)时间。一旦确定了按次序构成凸包的

这些点，实际上只需 O(h)时间即可构造出最远点 Voronoi 图。可通过后向分析来证明这一点。

试考察 pi所对应单元刚被插入之后的时刻。可以看出，若 pi的单元由 k条边（半边）围成，则

在此前追踪该单元的过程中，应该总共访问了{p1, …, pi-1}的最远点 Voronoi 图中的 k个单元，

故而访问到的边不超过 4k-6 条。 

{p1, …, pi}的最远点Voronoi图至多包含 2i-3 条边（习题 7.14），每条边都分别被两个单元

使用。在{p1, …, pi}中，每个点作为最后一个点被插入的机会是均等的，因此pi所对应单元的期

望规模小于 4。于是，每次插入只需期望的O(1)时间，（在初始化构造凸包之后）算法总共需

要期望的O(h)时间。  

 

现在回到计算最窄圆环（smallest-width annulus）这一问题。假定在该圆环中，Cinner 至少穿过 P

中的三个点。于是，圆环的中心必是 P 的常规 Voronoi 图中的一个顶点。类似地，若该圆环的 Couter

至少穿过 P 中的三个点，则其中心必是 P 的最远点 Voronoi 图中的一个顶点。最后一种情况，若最

窄圆环的 Cinner 和 Couter各自穿过 P 的两个点，则其中心必然既落在常规 Voronoi 图的某条边上，也同

时落在最远点 Voronoi 图的某条边上。也就是说，无论何种情形，总是能够在平面上抽取出相当小

的一个子集，保证最窄圆环的中心来自其中。 

为此，需要对常规 Voronoi 图与最远点 Voronoi 图实施叠合（overlay）运算。所生成新图的所有

顶点，正构成了最窄圆环中心的候选集，且它们覆盖了上述三种情况。实际上，并不需要真正地构

造出叠合之后的新图。一旦确定了某个顶点，以及定义 Cinner 和 Couter 的四个点，即可在 O(1)时间内

直接计算出这四个点所对应的最窄圆环⎯⎯它就是（全局）最窄圆环的一个候选者。 
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图7-33 常规Voronoi图与最远点Voronoi图的叠合 

对于平面上任意 n 点构成的点集 P，计算其最窄圆环的整个算法可概括如下。构造 P 所对应的

常规 Voronoi 图与最远点 Voronoi 图。对于最远点 Voronoi 图中的每个顶点，从 P 中找到距其最近的

点；对于常规 Voronoi 图中的每个顶点，从 P 中找到距其最远的点。至此可以得到 O(n)个四点组合，

它们分别对应于第一或第二种情形中的一个候选圆环。然后，将常规 Voronoi 图的每条边，与最远

点 Voronoi 图的各边逐一比对。若相交，则（两条边）对应的四个点确定了一个候选圆环。以上三

类候选圆环中的最窄者，即为问题的解。 

〖定理 7.15〗 

对于平面上的任意 n 个点，都可以使用 O(n)的存储空间，在 O(n2)时间内构造出其最小包围圆环，并

由此确定其圆度。 

7.5 注释及评论 

Voronoi图历史的详细考证，已超出了本书的范围。尽管如此，这里还是不妨做一简要回顾。人

们往往将Voronoi图的发现归功于Dirichlet[148]⎯⎯正因为此，有时也称之为Dirichlet镶嵌（Dirichlet 

tessellation）⎯⎯以及Voronoi[379][380]。1644 年出版的《哲学原理》（Principia Philosophiae）的第

三篇中，笛卡尔（Descartes）对宇宙爆炸做过分析，那里也出现了这类结构。就在那个世纪，Voronoi

图曾数次被重新发现。在生物学领域，这种再发现在极短的时间内就发生过两次。1965 年，Brown[75]

曾对树林中的树木密度做过研究。他定义了一个概念，称作“每棵树能够获得的面积”（area potentially 

available to a tree），实际上，如果把树当作基点，这一概念所指的也就是一棵树所对应的Voronoi单

元。一年之后，Mead[272]对一般的植物也采用了这一概念，他将Voronoi单元称为植物多边形（Plant 

Polygon）。今天，与Voronoi图及其在各研究领域中的应用相关的文献已是浩若烟海。在Okabe等人

的著作 [297]中，对Voronoi图及其应用做了详实的介绍。本节所讨论的范围，仅限于在计算几何

（computational geometry）的文献中涉及到Voronoi图的方面。 
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本章证明了Voronoi图的一些性质，其实它还具有更多其它的特性。例如，将相邻Voronoi单元所

对应的基点用线段联接起来，就得到了所有基点的一个特殊的三角剖分，称作Delaunay三角剖分

（Delaunay triangulation）。这种三角剖分具有很多极好的特性，它也是第 9 章将要讨论的主题。 

在 Voronoi 图与凸多面体（Convex Polyhedra）之间，也存在着完美的联系。试考察以下变换：

它将 E2 中的每个点 p = (px, py)，映射为 E3 中的一张非垂直平面 h(p) : z = 2pxx + 2pyy – (p2
x + p2

y)。 

如 图 7-34 所示，从几何角度来看，h(p)是单位抛物面U : z = x2 + y2 的某张切平面，其切点的垂

直投影正是(px, py)。对于由平面上若干基点构成的任一点集P，记H(P)为其中所有基点的像平面所构

成的集合。现在，考虑由H(P)中各平面所确定的正半空间。所有这些正半空间的公共交集，是一个

凸多面体P①，也就是说，P := ∩h∈H(P)
h+，其中h+表示位于h上方的半空间。奇妙的是，如果将该多面

体的顶点及边垂直投影到xy-平面上，就得到了P的Voronoi图 [167]。关于这个变换，在第 11 章中将

做详细的介绍。 

 

图7-34 通过h(p)变换，在Voronoi图与凸多面体（Convex Polyhedra）之间建立起完

美的联系 

本章讨论了最基本设置的Voronoi图⎯⎯也就是说，仅限于欧氏平面上的点集。针对这种条件的

第一个最优（O(nlogn)）算法，是由Shamos和Hoey[350]提出的，当时他们采用的是一个分治算法。

此后，许多不同的最优算法陆续提出。这里所介绍的平面扫描算法，来自Fortune[183]。Fortune最初

对本算法的介绍，与此处的讲解有所不同，这里借鉴了Guibas和Stolfi[203]对该算法的理解。 

Voronoi图可以从很多方面做推广 [28][297]。其中之一就是，拓展到高维空间中的点集。在Ed中，

n个基点所对应的Voronoi图，其最高的组合复杂度（combinatorial complexity，也就是该图中所包含

的顶点、边及其它等等的最大总数）为θ(n⎡d/2⎤)[239]，而且可以在最优的O(nlogn + n⎡d/2⎤)时间内被构造

出来 [93][133][346]。本章所提及的一些性质，比如“Voronoi图的对偶是所有基点的一个三角剖分”，

                                                        

① 若将这些平面视为一个排列（arrangement），则该多面体就是这个排列的上包络（upper envelope）。⎯⎯译
者 
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以及Voronoi图与凸多面体之间的联系等等，在高维空间中依然成立。 

另一类推广，涉及到其中所使用的度量。若采用的是 L1-度量（也称为 Manhattan 度量），则任

意两点 p 和 q 之间的距离将定义为： 

dist1(p, q)  :=  |px – qx| + |py – qy| 

也就是它们的 x-坐标之差、y-坐标之差的绝对值之和。基于 L1-度量的 Voronoi 图，所有边的方向只

有三种可能：水平、垂直或者对角（与坐标轴成 45o 夹角）。若采用的是一般的 Lp-度量，p 和 q 两

点之间的距离将定义为： 

distp(p, q)  :=  
p

|px – qx|p + |py – qy|p 

请注意，通常的欧氏度量，就是L2-度量。有好几篇论文 [118][248][252]，对基于这些度量的

Voronoi图做过研究。此外，还可以给各基点指派一个权值，并使用权值来定义距离⎯⎯这样，基点

到某个点的距离，不仅要记入它到该点的欧氏距离，还要加上该基点的权值。如此得出的图，被称

为加权Voronoi图（Weighted Voronoi diagram）[183]。在定义基点到某个点的距离时，也可以将二者

的欧氏距离，乘上基点所具有的权值。按照这种基于乘法的加权距离得到的图，也同样被称作加权

Voronoi图 ①（Weighted Voronoi Diagram）[29]。能量图（power diagram）[25][26][27][30]是Voronoi

图的另一种推广，其中使用的是一种不同的距离函数（distance function）。甚至，可以完全不考虑

任何距离函数，仅仅通过任意两个基点之间的平分线，来定义Voronoi图⎯⎯这被称为抽象Voronoi

图（abstract Voronoi diagram）[240][241][242][274]。 

 

还可以就基点的形状做一般化推广。本章介绍了一组互不相交线段所对应的Voronoi图，并讨论

了如何采用收缩（retraction）技巧，将该图用于运动规划（motion planning）。第 13 章将就运动规

划做总体介绍。 

线段Voronoi图的一个特殊而重要的变种，就是限制于一个简单多边形（simple polygon）内部，

关于该多边形各边的Voronoi图。因为相邻的边共享端点，所以在多边形的内部，可能有非零面积的

局部与两条边距离相等。实际上，每个凹顶点（reflex vertex）都属于这一情况。此时的Voronoi图，

也就是多边形内部的一个子区域划分（subdivision），其中的每一张面，都与一条边或一对边相距最

近。这种Voronoi图也被称为中轴（medial axis）或骨架（skeleton）②，可用于解决形状分析（shape 

analysis）等问题。可以在线性正比于多边形所含边数的时间内，构造出它的中轴 [123]。 

                                                        

① 无论是加法还是乘法，都有其自然的背景。以树林中的树木为例，在计算“每棵树可能获得的面积”时，如果
考虑到不同树木出生的时间不同，则需要通过加法，记入其相应的权值⎯⎯生日；如果考虑到不同树种在生长速
度上的差异，则要通过乘法，记入其相应的权值⎯⎯生长速度。⎯⎯译者 

② 准确地讲，中轴与骨架并不完全一样，二者之间有细微的差别。⎯⎯译者 
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图7-35 多边形的中轴或骨架 

通过各点所对应的一个最近基点，可以对整个空间进行子区域划分，而对于某个 1≤k≤n-1，根

据空间中各点所对应的前k个最近基点，也可以得到一种子区域划分。以这种方式得到图被称为高阶

Voronoi图（higher-order Voronoi diagram）。对应于特定的k，该图被称为k--阶Voronoi图（Order-k Voronoi 

Diagram）[6][31][70][98]。请注意，所谓 1-阶Voronoi图，实际上与标准的Voronoi图别无二致。所谓

(n-1)-阶Voronoi图也就是最远点Voronoi图（farthest-point Voronoi diagram）⎯⎯其中，基点pi所对应

的Voronoi单元，就是以pi为最远基点（的那些点所构成的）子区域。平面上任意n个点所对应的k-阶

Voronoi图，其最大的复杂度为θ(k(n-k))[249]。到目前为止构造k-阶Voronoi图的最好算法，运行时间

为O(nlog3n + nk)[6]和O(nlogn + nk·2clog*k)[326]，其中c为常数。 

 

图7-36 高阶Voronoi图 

 

最远点Voronoi图的构造需要O(nlogn)时间，不过，如果所有点都出现在凸包上，且它们沿凸包 的

排列次序已知，则可采用本章所介绍的简明算法（运行时间为期望O(n)）[116]，或者采用O(n)的确定

算法 [11]。检测物体或点集的圆度（roundness），属于度量衡学（metrology）这一科学度量领域的

问题。圆度的定义方法不一而足，本章采取的是最为广泛接受的一种。Ebarra等人 [155]给出过一个

平方量级运行时间的算法。Agarwal和Sharir[9]则给出了一个复杂的低于平方时间的算法。针对实践

中出现的某些点集特例，还有一些线性时间或接近线性时间的算法 [52][142][187]。Yap和Chang[396]

则对计算度量衡学（computational metrology）做过综述。 
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7.6 习题 

习题 7.1 试证明：对于任意的 n > 3，都存在由平面上 n 个基点构成的集合 P，使得 Vor(P)中

的某个单元拥有 n - 1 个顶点。 

习题 7.2 试证明，由 〖定理 7.3〗可以得出一个推论：每个Voronoi单元所拥有的顶点数目，

平均不到 6。 

习题 7.3 试建立一个从排序（sorting）问题到构造 Voronoi 图问题的归约（reduction），并由

此证明：Ω(nlogn)是后一问题的下界（lower bound）。这里约定：所谓“构造” Voronoi

图的算法，必须能够计算出与该图中每个顶点相关联的所有边，同时得出这些边围绕

该顶点的次序。 

习题 7.4 根据第 7.2 节中对海滩线及断点的定义，试证明：随着扫描线自上而下扫过整个平面，

各断点将勾勒出Voronoi图的所有边。 

习题 7.5 试举例说明：某个基点pi所确定的同一抛物线，有可能为海滩线贡献多段弧。你能否

进一步举例说明：其贡献的弧的数目，最大可能达到线性的 ①规模？ 

习题 7.6 试举例说明：可以找出 6 个基点，使得平面扫描算法只有在处理完它们所对应的 6 个

基点事件之后，才会首次遇到圆事件。这 6 点的位置不能是退化的⎯⎯也就是说，其

中任何三点不共线，任何四点不共圆。 

习题 7.7 在扫描线向下方推进的过程中，海滩线上的所有断点都是向下方移动吗？试证明这一

猜测，或者通过反例证伪。 

习题 7.8 试编写一个子程序，在平面扫描结束后，它能够根据尚不完整的双向链接边表以及树

T，构造出一个足够大的包围框。所谓“足够大”，指的是要能够包容下所有的基点

和所有的 Voronoi 顶点。 

习题 7.9 试编写一个子程序，在找到了一个足够大的包围框之后，它能够在尚不完整的双向链

接边表中，加入所有的Voronoi单元记录，并设置好所有相关的指针。⎯⎯也就是说，

将VORONOIDIAGRAM算法中的第 8 行具体化。 

习题 7.10 给定由平面上任意n个点构成的一个集合P（如图 7-37 所示）。 

 

图7-37 最近邻图 

 试给出一个算法，在 O(nlogn)时间内找出其中相距最近的一对点。证明你的算法是正

                                                        

① 即 O(n)。⎯⎯译者 
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确的。 

习题 7.11 给定由平面上任意 n 个点构成的一个集合 P。试给出一个算法，在 O(nlogn)时间内，

找出与每个点 p 相距最近的点。 

习题 7.12 假定已经将点集P的Voronoi图表示为（限制于某一包围框之内的）一个双向链接边表

结构。试给出一个算法，在线性正比于实际输出大小的时间内 ①，从P中找出位于其

边界上的所有点。 

习题 7.13 图 7-26 中共有 10 个断点，请确定它们分别属于五种类型中的哪一种。 

习题 7.14 试证明：平面上任意 n 个点的最远点 Voronoi 图，至多包含 O(2n-3)条边或半边。其

中包含的顶点，又至多有多少？也请就此给出一个确界。 

习题 7.15 试证明：无法采用随机增量式算法（randomized incremental algorithm）找到最小包

围圆环（smallest enclosing annulus）。为此只需证明：加至Pi-1中的某个点pi，可能

并不落在最窄圆环内，同时却又不被Pi := Pi-1 ∪ {pi}②的最窄圆环的边界穿过。 

习题 7.16 试证明：存在由 n 个点构成的点集 P，其常规 Voronoi 图与最远点 Voronoi 图（各边）

之间的交点可多达Ω(n2)个。 

习题 7.17 试证明：若常规 Voronoi 图与最远点 Voronoi 图之间的交点不超过 O(n)个，则可以在

期望的 O(nlogn)时间内确定最窄圆环。 

习题 7.18* 在Voronoi分配模型中，客户所希望获得的商品（或服务），其价格在不同基点处都

是相同的。假设情况不是这样，在基点pi处商品的价格为wi。此时，各基点所对应的

商业范围，将对应于它们的加权Voronoi图中的某个单元（参见第 7.5 节）⎯⎯在这里，

每个基点pi对应的权值就是wi。试对第 7.2 节中的扫描线算法进行修改，以将其推广

到这类情况。 

习题 7.19* 假设在对整个平面进行子区域划分之后，得到了n个凸的子区域。我们猜测这个子区

域划分就是一张Voronoi图，然而却不知道各基点的具体位置。设计一个算法，如果

猜测是正确的，该算法就能找出对应的n个基点 ③。 

 

                                                        

① 即，若 P 中落在其凸包边界上点数为 k，则该算法的时间复杂度为 O(k)。换而言之，这是一个输出敏感的
（output-sensitive）算法。⎯⎯译者 

② 原书误作“Pi := Pi-1 ∩ {pi}”。⎯⎯译者 

③ 若该子区域划分不是一个 Voronoi图，算法也必须能够检测并报告。⎯⎯译者 





88   
排列与对偶：光线跟踪超采样 

由计算机生成的三维场景图像，真实感日益提高。与真正的照片相比，如今借助计算机生成的

真实感图像已经能够以假乱真了。在这方面的发展中，有一种技术扮演着重要的角色⎯⎯这就是光

线跟踪（ray tracing）。 

计算机屏幕由许多称作像素（pixel）的小点组成。高质量屏幕所含的像素，可以多达 1280×1024

个。假设给定一个由若干物体组成的三维场景，外加一个光源和一个视点。为了生成对应于这个场
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景的一幅图像，首先需要对屏幕上的每个像素，确定哪个物体 ①对该像素而言是可见的，然后才能

确定从该物体上可见的那一点出发、射向视点的那条光线的强度⎯⎯这个过程也称作绘制

（rendering）。我们先来考察前一项工作，即确定与各像素可见的物体。光线跟踪算法在完成这项

工作时，要从每个像素发出一条射线（如 图 8-1 所示）。每条光线所碰上的第一个物体，就是与该

像素可见的物体。一旦可见的物体已经找到，接下来就可以计算出从这个可见点发出的光线强度。

此时，我们必须考虑到这个点从光源接收到了多少光，其中既有直接接收到的，也有通过其它物体

的反射而间接接受到的。光线跟踪算法的长处，就在于它能够很好地完成后一项计算任务⎯⎯而对

于图像的真实感来说，这一步计算是至关重要的。不过，本章所要讨论的范围仅限于前一部分的计

算。 

 

图8-1 利用光线跟踪技术来确定可见的物体 

 

图8-2 图像走样 

关于为每个像素确定与之可见的物体，有一个隐藏的问题：所谓的像素，并不是一个点，而是

一块很小的方形区域。通常情况下，这并不是什么问题。由于大多数的像素都被某个物体完全覆盖，

所以只要从这些像素的中心发出一条光线，就可以确定与之可见的到底是哪个物体。然而，在物体

的边界附近，这一问题就会暴露出来。如 图 8-2 所示，当某个物体的一条（直线）边穿过某个像素

时，即使这个像素 49%的面积已经被该物体覆盖，从它的中心发出的光线仍然有可能不会穿过这个

物体。反过来，若物体覆盖了该像素 51%的面积，这条光线必然会穿过该物体⎯⎯然而此时我们却

                                                        

① 这里考虑的是最简单的情况，即物体都是完全不透明的。否则，可能会有多个物体对同一像素可见。⎯⎯译者 
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会误以为，整个像素都被该物体覆盖了。 

图像中屡见不鲜的锯齿现象，根源正在于此。只要还是（将光线与像素相交的结果）生硬地划

分为“完全穿过”、“完全错过”两类，就必然会造成这种走样（artifact）。为消除这一问题，应

该允许中间情况的出现，比如“49%穿过”。这样就可以根据物体的亮度以及穿过的比率，来设置

像素的亮度（比如，像素的亮度等于物体亮度的 49%）。另外，如果某个像素内部（的不同部分分

别）与多个物体可见，还可以将这些物体各自贡献的亮度混合起来，做为该像素的亮度。 

那么，在光线跟踪算法中，到底应该如何将这些不同的亮度合成起来呢？解决的方法是，从每

个像素同时发出多条光线。比如，要是从某个像素发出 100 条光线，其中的 35 条与某个物体相交，

那么我们就可以估计出，此物体与该像素的 35%可见。这就是所谓的超采样（supersampling）⎯⎯

在每个像素内的采样点不止一个，而是多个。 

为了使这种方法可行，这些光线在每个像素内部应该如何分布呢？一种显而易见的方法就是，

将这些光线规则地分布于像素内部。比如，若采用 100 条光线，则它们对应的采样点在像素内部构

成一个 10×10 的规则网格。按照这种方法，只要其中的 35 条光线与某物体相交，则该像素内也差不

多有 35%的部分与该物体实际可见（如 图 8-3 所示）。 

 

图8-3 对像素的细分 

然而，按规则分布进行采样也有另一缺点⎯⎯尽管对特定像素而言，这种误差的确很小，但是

在不同行（或列）的像素之间，却可能由此导致（亮度的）某种规则性。误差的这种规则性分布，

将会使人类视觉系统（human visual system - HVS）发生作用，从而令人“看到”不悦的走样。就此

而言，按规则分布进行采样并非好主意。更好的办法是按某种随机模式选取采样点。当然，各种随

机模式的效果也不尽相同；不过我们依然要求，无论采样点按照何种方式分布，其中（与物体）相

交的光线条数（的比率），必须与（该像素）实际被覆盖的面积比率接近。 

现在，假设已经生成了一组采样点，需要用某种准则来评价其优劣。一种判断的准则是：光线

与某一物体相交的比率，必须与该像素内与此物体可见的面积比率接近。这两个比率之间的差异，

就是所谓的“样本集相对于该物体的差异”（discrepancy of the sample set with respect to the object）。

当然，事先不可能知道哪些物体会与某个像素可见，因此不得不做好最坏情况的打算。为此，必须

考虑一个物体与某个像素的内部可见的所有可能方式，并考虑其中的最大差异⎯⎯我们的目的，只

能是尽量地缩小这个最大差异。这个最大差异，就是所谓的“样本集差异”（discrepancy of the sample 
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set），这一数值取决于组成场景的物体类型。因此，若是按照正规的形式，就应该相对于给定的某

一组物体来定义样本集差异。这样，根据“样本集差异”这一指标，对于任一给定的样本集，我们

都可以判断它是否足够好⎯⎯若差异值（discrepancy）足够小，就保留它；否则，重新选择一组随

机的采样点。为此，我们就需要借助于某种算法，来计算出任意点集的差异值。 

8.1 差异值的计算 

前面曾提到，所谓“点集的差异值”是相对于某一类物体而言的。待考虑的物体就是场景中各

三维物体的投影。按照图形学的惯例，这里假定所有弯曲的物体都可近似为多边形网格。这样，需

要考虑的二维物体就是多面体（polyhedron）的各小平面（facet）的投影。亦即，我们只是相对于这

类多边形来讨论差异值。如 图 8-4 所示，对于一般性的场景，除非包含大量极其狭长或者体积极小

的多边形，否则对于任一多边形，多数像素都不会被同一多边形的（至少）两条边同时穿过。 

 

图8-4 一般场景中物体的投影 

如果某个像素只与多边形的一条边相交，那么在这个像素内部，这个多边形的作用就相当于一

张半平面。像素与多边形的多边同时相交的情况，更为少见。而且，（即使出现这种情况，）也不

会导致具有规律性的误差⎯⎯令人讨厌的走样，正是由于这种规则分布的误差而造成的。因此，我

们只需集中精力解决半平面的差异值问题。 

设 U := [0 : 1] × [0 : 1]为单位正方形（U 就是像素的模型），由 U 中任意 n 个采样点组成的集合

记作 S。考虑由所有可能的闭半平面（closed half-plane）组成的（无穷）集合，记这个集合为 H。对

任一半平面 h ∈ H，h 的连续测度（continuous measure）被定义为集合 h ∩ U 的面积。我们记之为μ(h)。

比如，要是某张半平面 h 完全覆盖了 U，就有μ(h) = 1。我们也可以定义出 h 的离散测度（discrete 

measure）。所谓 h 的离散测度，就是包含于 h 中的采样点在所有采样点中所占的比率。若记之为μs(h)，

则μs(h) := card(S∩h) / card(S)，这里的card(·)表示集合的基数（cardinality）。所谓“h 相对于样本

集 S 的差异值”（记作Δs(h)），就是连续测度与离散测度之差的绝对值： 

Δs(h)  :=  |μ(h) – μs(h)| 

例如对于 图 8-5 中的半平面，上述差异值等于 |0.25 – 0.3| = 0.05。最后，我们还要定义S的“半
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平面差异值”（half-plane discrepancy），也就是所有可能的半平面的差异值的上确界： 

ΔH(S) := sup
h∈H

 Δs(h) 

 

图8-5 连续测度与离散测度之差 

如此就定义好了我们所要计算的东西。现在来看看，应该如何来具体地计算它。 

所有闭半平面的差异值的上确界，等于所有开半平面、闭半平面的差异值中的最大值。在开始

对差异值最大的半平面进行查找之前，首先要确定一个有限的候选半平面集合⎯⎯将一个无限的候

选对象集合替换为一个有限集，总是不错的构思。当然，其前提是，该有限集合依然包含我们感兴

趣的那些元素。这里所确定的有限集，就应该包含具有最大差异值的那张半平面。选中的半平面，

都是差异值为局部极大的。亦即，无论如何平移或旋转这些半平面，只要平移和旋转的量足够小，

差异值总会有所降低。而在这些差异值局部极大的半平面中，必然有某一个达到全局最大差异值。 

只要某张半平面的边界线没有穿过 S 中的任何点，就必然可将其轻微平移，使其连续测度有所

增长，而其离散测度保持不变。另外，也可将其反向轻微平移，使其连续测度有所降低，而其离散

测度保持不变。因此，在这两个平移中，必有其一会使差异值上升。而我们所寻找的（差异值为全

局最大的）那张半平面，边界必然通过 S 中的（至少）一个点。现在，考察边界线穿过且只穿过一

个点 p∈S 的某张半平面 h。通过围绕 p 旋转 h，是否总能使得 h 的差异值进一步上升呢？亦即，具

有全局最大差异值的那张半平面，边界是否必然经过 S 中至少两个点呢？答案为否⎯⎯在围绕 p 旋

转 h 时，可能遇到一个连续测度函数的局部极值。不妨假设是一个局部的最大值。于是，任何足够

小的旋转，都将使该连续测度下降。在此局部的最大值处，若离散测度小于连续测度，则这种旋转

必使差异值下降。类似地，在连续测度的任一局部最小值处，若离散测度要大于连续测度，则任何

轻微的旋转，也必将令差异值下降。因此，全局最大的差异值必出现在某个这类极值点处。 
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图8-6 全局差异值的极值 

让我们来更加仔细地考察这些极值点。如 图 8-6 所示，任取S中的一个点p := (px, py)。对于任一

角度 0 ≤ φ < 2π，令lp(φ)为穿过p、与x-坐标轴正向成φ角度的那条直线。lp(φ)在其上方定义了一张初

始的半平面，我们将这张半平面记作hp(φ)；现考察这张半平面所对应的连续测度。我们所感兴趣的，

是函数φ ↦ μ(hp(φ))的局部极值点。随着φ从 0 到 2π的变化，直线lp(φ)将围绕p旋转（一周）。首先，

当lp(φ)扫过U的某个顶点时，有可能会出现一个极值点。这种情况最多可能发生 8 次。在两次这种事

件之间，lp(φ)会与U的两条固定边相交。稍做计算，就可以得出所发生的各种情况对应的连续测度。

例如，要是lp(φ)与U的上边界和左边界相交，则有： 

μ(hp(φ))  =  
1
2 (1 – py + py tanφ) (px + 

1 - py

 tanφ)  

在这种情况下，局部的极值点至多不过两个。若 lp(φ)与 U 的另外两条边相交时，连续测度函数

也有类似的规律。由此可以归纳出一条结论：对于任何点 p∈S，局部极值点只有常数个。这样，其

边界经过某一指定点的候选半平面，总共只有 O(n)个。而且，对于每个点，我们都可以在 O(1)时间

内，计算出所有极值点以及它们各自对应的半平面。这样就证明了如下引理： 

〖引理 8.1〗 

设 S 为单位正方形 U 中的 n 个点。相对 S 的差异值达到最大的那张半平面 h，必是以下几种类型： 

(i) h 的边界经过某个点 p∈S； 

(ii) h 的边界同时经过 S 中的两个甚至更多个点。 

类型(i)的选半平面的数目为 O(n)，而且可以在 O(n)时间内找出它们。 

显然，类型(ii)候选半平面的数目是平方量级的。既然类型(i)候选半平面的数目远低于平方量级，

不妨采用蛮力的（brute-force）方式来处理⎯⎯这 O(n)张半平面中的每一张，都可在常数时间内计算

其连续测度，再用 O(n)时间计算其离散测度。如此，可在 O(n2)时间内从中找出差异值最大的半平面。

在计算类型(ii)候选半平面的离散测度时，需要格外细心，为此需要一些新的技术。本章后续部分将

逐一介绍这些技术，并说明如何借助它们在 O(n2)时间内计算所有的离散测度。然后，可以计算所有

半平面的差异值（每张半平面只需常数的时间），进而从中找出最大者。最后，只要将这个最大值
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与类型(i)候选半平面中差异值的最大值做一比较，即可得到 S 的差异值。故此可得如下定理： 

〖定理 8.2〗 

在单位正方形内任选 n 个点组成集合 S。都可以在 O(n2)时间内，计算出 S 的半平面差异值。 

 

8.2 对偶变换 

平面上的任何一点，都拥有两个参数⎯⎯x-坐标和 y-坐标。平面上任何一条（非垂直的）直线，

也拥有两个参数⎯⎯其斜率，以及它与 y-坐标轴的交点。因此，可以通过某种一一对应的方式，将

一组点映射为一组直线，反之亦然。如果做得巧妙的话，甚至可以将原先点集所具有的某些性质，

转换为直线集所具有的某些性质。比如，原先共线的三个点，将映射为共点的三条直线。有多种不

同的映射方式，都能做到这一点⎯⎯它们被称为对偶变换（duality transform）。 

 

图8-7 对偶变换的一个例子 

某个对象经过对偶变换后得到的映射，称为该对象的对偶（dual）。有一种简单的对偶变换定

义如下。任意给定平面上的一个点 p := (px, py)。p 的对偶（记作 p*）定义为： 

p*  :=  (y = pxx – py) 

而直线 l : y = mx + b 的对偶，就是满足 p* = l 的那个点 p。换而言之， 

l*  :=  (m, -b) 

对于垂线，不能定义对偶变换。在大多数情况下，垂线都可以单独进行处理，因此这一点不成

问题。当然，还可以通过其它方法来处理垂线⎯⎯比如，将整个场景作轻微的旋转，从而使得其中

不再含有垂线。 

我们说，对偶变换将对象从原平面（primal plane）中映射到对偶平面（dual plane）。原来在原



第 8 章 排列与对偶：光线跟踪超采样 8.2 对偶变换 

224 

平面中具有的某些性质，在对偶平面中依然成立： 

〖观察结论 8.3〗 

设 p 为平面上的一个点，l 为平面上一条非垂直线。则对偶变换 o ↦ o*满足下列性质： 

A) 关联性的保持：p ∈ l 当且仅当 l* ∈ p*； 

B) （位置）次序的保持：p 位于 l 的上方，当且仅当 l*位于 p*的上方。 

从 图 8-7 中可以看出这些性质：在原平面中，点p1、p2 和p3都落在直线l上；而在对偶平面中，

直线p1
*、p2

*和p3
*都经过点l*。在原平面中，点p4 位于直线l的上方；而在对偶平面中，点l*位于直线

p4
*的上方。 

除点和直线之外，对偶变换也可以应用于其它的对象。比如，线段 s := —pq的对偶是什么？一种

合乎逻辑的方法，就是将 s*定义为“s 上所有点的对偶的并集”。这样，就得到了一个无穷的直线集。

既然 s 上的那些点都是共线的，故与它们对偶的直线必然穿过同一点。这些直线的并集，形成一个

双楔形（double wedge），而构成其边界的两条直线，分别是 s 的两个端点的对偶。当然，s 的两个

端点所对应的那两条对偶直线，实际上可以定义出两个双楔形⎯⎯一个是左右式的，另一个是上下

式的。这里的 s*是其中左右式的那个双楔形。 

 

图8-8 将对偶变换应用于直线段 

图 8-8 所示的就是一条线段s的对偶。其中还画出了一条与s相交的直线l，可以看到，与它对偶

的点l*落在双楔形s*内。这并不是一次巧合⎯⎯相对于与s相交的任何直线，s的端点p和q中肯定各有

一个落在上方和下方，因此，根据对偶变换的保序性，与这条直线对偶的点必然落在s*内。 

上面引入的对偶变换，有一个漂亮的几何解释。如 图 8-9 所示，令U为抛物线U : y = x2 / 2。首

先来考察U上任一点p的对偶。在点p处，U的微分是px，也就是说，p*的斜率与U在点p处的切线相同。

而事实上，任一点p ∈ U的对偶，正是U在点p处的切线⎯⎯因为，这条切线与y-坐标轴交于(0, -p2
x/2)。

现在，再来考虑不落在U上的任一点q。直线q*的斜率是多少呢？请注意，位于同一条垂线上的任意

两点，其对偶的两条直线必然斜率相等。在这里，也就是说q*必与p*平行⎯⎯其中的p，就是落在U

上、与q的x-坐标相同的那个点。 
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图8-9 对偶变换的几何解释 

考虑另一个点 q'，这个点与 q（以及 p）的 x-坐标相同，而且满足 q '
y – py = py – qy。对于 x-坐标

相同的两个点，与它们分别对偶的两条直线之间的垂直距离，等于这两个点的 y-坐标之差。因此，

直线 q*必然穿过点 q'，而且平行于 U 在点 p 处的切线。 

在审视对偶变换之后，或许你会感觉疑惑⎯⎯它究竟有何用途？实际上，只要你能够在对偶平

面中解决某个问题，也就同时解决了在原平面中与之对应的那个问题⎯⎯你需要做的，仅仅是模仿

对偶问题的答案，写出该问题的解。就其本质而言，原问题与对偶问题毕竟是相互等价的。此外，

将原问题转化到对偶平面中，还有另一个重要的好处⎯⎯可以为我们提供一种新的视角。在求解问

题时，如果能够从不同的角度来考虑它，往往能够获得更深刻的理解，并由此解决它。 

现在就来看看，如果把差异值问题置于对偶平面中加以考虑，将会是什么情况。前一节还有一

个问题尚未解决：给定由 n 个点构成的一个集合 S，其中任意两个点都确定一条直线，每条直线又

进而界定出两张半平面，如何计算出所有这些半平面各自的离散测度？ 

 

图8-10 原平面：l(p,q)及其下方点 
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图8-11 对偶平面：：l(p,q)*及其上方的直线 

对集合S进行对偶变换后，可以得到一个直线集S* := {p* : p ∈ S}。如 图 8-10 所示，对任意两点

p, q ∈ S，我们将它们所确定的直线记作l(p, q)。若 图 8-11 所示，这条直线的对偶，就是直线p*, q* ∈ 

S*的交点。考察由l(p, q)界定、位于l(p, q)下方的那张开半平面。这张半平面的离散测度，也就是严

格位于l(p, q)下方的点的个数。这就是说，在对偶平面中，我们感兴趣的是严格位于点l(p, q)*上方的

（对偶）直线的条数。若换成是位于l(p, q)下方的闭半平面，则还需要记入经过点l(p, q)*的（两条）

直线。类似地，对于由l(p, q)界定、位于l(p, q)上方的那张开半平面，我们所感兴趣的就是（严格）

位于点l(p, q)*下方的（对偶）直线的条数。 

下一节将对直线集做一研究，并给出一个算法，有效地统计出分别位于每个交点上方、下方以

及经过每个交点的直线的条数。只要将这一算法应用于 S*，就可以得到很多信息，这些信息足以帮

助我们计算出，穿过 S 中任意两点的各条直线所界定的半平面所对应的离散测度各是多少。 

有一个问题需要仔细处理：x-坐标相同的任意两点，必然对偶于斜率相等的两条直线。因此，

与这两点所确定的那条直线“对偶”的交点，在对偶平面中并不会出现。这不足为奇，因为对于垂

线，对偶变换本来就没有定义。在具体的应用中，需要对此做一步附加的处理。对于穿过至少两个

点的每条直线，我们都必须计算出其所对应半平面的离散测度。经过 S 中两个（或者更多）点的垂

线，数目不会超过线性的规模，因此，即使是使用蛮力的方法，也可以在总共 O(n2)时间内，计算出

所有这类直线对应的离散测度。 
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8.3 直线的排列 

 

图8-12 直线的排列 

如 图 8-12 所示，设L为由平面上n条直线组成的集合。由集合L，可以导出平面的一个子区域划

分（subdividsion），这个子区域划分由顶点、边以及面组成。其中有些边和面是无界的。这种子区

域划分，通常被称为“由L导出的排列（arrangement）”，记作A(L)。如果其中任何三条直线都不共

点，而且任何两条直线都不平行，我们就称之为“简单的”（simple）。 

所谓一个排列的（组合）复杂度，就是其中所有顶点、边和面的总数。无论是由直线构成的排

列，还是其在更高维空间中的推广，在计算几何（computational geometry）中都会经常遇到。在一

个点集上定义的一个问题，经过对偶变换之后，往往可以转化为另一个关于排列的问题。之所以这

样做，是因为较之点集的结构，直线排列的结构更加直观易见。例如，在原平面上经过两个点的一

条直线，在对偶排列中将变成一个顶点⎯⎯这样，这一特性就会变得更加清楚明确。排列的附加结

构并不是没有代价的。事实上，构造一个完整的排列（结构）不仅费时，而且（得出的结构）也会

占用大量的空间⎯⎯毕竟，排列的组合复杂度（combinatorial complexity）是很高的。 

〖定理 8.4〗 

设 L 为由平面上 n 条直线构成的任一集合，而 A(L)为由 L 导出的排列。则 

(i)  A(L)中的顶点不超过 n(n-1)/2 个； 

(ii) A(L)中的边不超过 n2 条； 

(iii) A(L)中的面不超过 n2/2 + n/2 + 1 张。 

上述命题中的等号成立，当且仅当 A(L)是简单的。 

〖证明〗 

A(L)中的每一个顶点，都必然是 L 中某（至少）两条直线的交点。因此，其总数至多为

n(n-1)/2。要出现这样多个顶点，当且仅当每一对直线都能贡献一个交点，而且不同的直线对

所贡献的交点互不相同⎯⎯也就是说，A(L)是简单的。 

在任何一条直线上，边的条数要比顶点的个数正好多一。后一数目至多为n-1，故任何一

条直线所贡献的边不会超过n条。所有直线累计起来，边的总数至多为n2。要出现这样多条边，
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当且仅当A(L)是简单的 ①。 

为了得出 A(L)中所含面数的上界（upper bound），可以依次引入各条直线，并估计出每

一次所增加面数的上界。令 L := {l1, …, ln}。对每一个 1 ≤ i ≤ n，定义 Li := {l1, …, li}。在引

入 li后，A(Li-1)将变成 A(Li)，而在此过程中，会增加多少张面呢？考虑由 li贡献的各条边⎯⎯其

中每条边都将原来 A(Li-1)中的某张面一分为二。因此，新增加的面数，正好等于 li在 A(Li-1)中被

分割成的段数⎯⎯这个数至多为 i。因此，面的总数至多为 

1 + ∑
i=1

n
i  =  n2/2 + n/2 + 1 

同样，要出现这样多张面，当且仅当 A(L)是简单的。  

 

图8-13 包围框（bounding box） 

因此，由直线集L导出的排列，是复杂度不超过平方量级的一个平面子区域划分。乍看起来，

双向链接边表（doubly-connected edge list）似乎适宜于存储排列结构⎯⎯以这种表示方式，可以有

效地枚举出围成某一给定面的各边，也可以从一张面转到与之紧邻的下一张面，等等。然而，双向

链接边表中只能存放有界的边，而任何一个（非空）排列中总有一定数量的无界边。所以，如 图 8-13

所示，需要引入一个足够大的包围框，将排列中的所有重要部分都包含进去⎯⎯亦即，必须将排列

中的所有顶点都包含进去。现在，这个包围框以及原排列落在包围框中的部分,共同构成了一个子区

域划分，而这个子区域划分中的所有边都是有界的，这样才可以用一个双向链接边表来存储。 

那么，这个双向链接边表又应如何构造呢？在我们脑子里首先闪过的，就是平面扫描算法。第

2 章曾借助平面扫描算法，计算一组线段之间的所有交点；后来，在计算两个平面子区域划分经叠

合之后所得的双向链接边表时，这种算法也派上过用场。实际上，采用第 2 章那些算法构造排列A(L)

并不困难。然而，这里的交点数目是平方量级的，故算法的运行时间将是O(n2logn)。这个性能虽不

算太差，但也不是最优。因此，我们转而尝试脑子里闪过的下一个方法⎯⎯递增式构造算法。 

很容易就可以在平方量级的时间内构造出一个包围框 B(L)，将 A(L)的所有顶点包含进去：计算

出各直线对之间的所有交点，并从中找出最靠左侧的、最靠右侧的、最靠下的和最靠上的。构造出

方向与坐标轴平行、包含这四个点的一个矩形，该矩形必然同时包含了该排列中的所有顶点。 

                                                        

① 亦即，任何两条直线都相交，而且所有交点互异。⎯⎯译者 
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图8-14 遍历一个排列 

按照递增式算法，直线l1, …, ln将逐一引入，每引入一条新的直线，都要相应地更新双向链接边

表。包围框B(L)以及A({l1, …, li}限制于B(L)之内的部分，共同导出了一个平面子区域划分，记作Ai。

在引入li时，需要在Ai-1 中找出与li相交的那些面，并分别将它们一分为二。为了找出这些面，可以如

以下描述的那样，自左向右沿着li扫描一遍。假设沿着某条边e进入了面f。li将迟早会在f的另一条边

e'对应的一条半边处离开面f。因此接下来，我们将根据双向链接边表中的各个Next()指针，沿着f的

边界前行，直到遇到这条边e'。然后，借助于这条半边的Twin()指针，可以找到在双向链接边表中与

e'互为兄弟的另一条半边，并由此进入到下一张面中。按照这种方式，可以在正比于f的复杂度的时

间内，找到下一张面。当然，我们也可能会碰巧在某个顶点v处穿出并离开面f。果真如此，可以围

绕着v扫描一圈，依次访问与之关联的各条边，直到发现与li相交的下一张面。借助于双向链接边表

结构，可以在正比于v的度数的时间内，完成这样一步计算。图 8-14 所显示的，就是我们对排列进

行遍历（traversal）的过程。 

这里有两个问题：首先，如何才能找到与 li 相交的、最靠左侧的那条边（亦即我们沿着 li 在 Ai-1

中经过的第一条边）？其次，每次遇到一张新的面，又如何才能真正地将它一分为二？ 

前一问题很简单。li 与 Ai-1 相交的第一条边，必然是包围框 B(L)的某一条边。只需逐一检查 B(L)

的四条边，即可确定究竟应该从何处开始遍历。与该边相关联、位于 B(L)内部的那张面，就是应该

被 li 一分为二的第一张面。倘若碰巧 li 与 Ai-1 相交于 B(L)的某一角落处，则与该角点关联的、位于 B(L)

内部的那张面也是唯一确定的，而它正是应该被 li 一分为二的第一张面。若直线 li 是垂直的，则可

以找到 li 与 Ai-1（中的各直线）之间高度最低的那个交点，然后从该点处开始遍历。由于 B(L)至多为

Ai-1 贡献 2i+2 条边，故对于每一条直线，这一步计算都只需线性时间。 

现在，假定要分割面f，而且与f相邻于左侧、同样与li相交那张面已经被分割过了。特别地，可

以假定进入面f时所跨越的那条边e也已经被分割过了。为分割面f，可采用下列方法（参见 图 8-15）。

以直线li为界，f将被分割成上、下两半。因此，我们首先要生成两个新的面记录，分别对应于新的

这两张面。接下来，在li离开面f时所跨越的那条边e'处，也要对其进行分割，并生成一个对应于li∩e'
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的顶点。这样，我们不仅生成了一个新的顶点记录，而且对于（由e'分割出来的）两条新边，还要分

别生成两个半边记录。（若li在离开f时跨越的是某个顶点，则这一步就可以省略掉。）此外，对应

于新边li∩f，也要生成（两条）半边。剩下的工作不过是：对新的面记录、顶点记录以及半边记录中

的各个指针正确地进行初始化；对已有的指针进行设置，使之正确地指向相应的顶点记录、半边记

录以及面记录；销毁对应于f的面记录、对应于e'的（两个）半边记录。第 2.3 节曾经构造过任意两

个子区域划分的叠合，只要参照当时所采用的方法，就可以完成上述任务。而每次分割计算所需的

时间，将线性正比于f的复杂度。 

 

图8-15 面的分割 

构造排列的算法，可以总结如下： 

算法  CONSTRUCTARRANGEMENT(L) 

输入：由平面上 n 条直线组成的一个集合 L 

输出：一个双向链接边表结构， 
  对应于由限制于 B(L)内部的 B(L)、A(L)共同导出的子区域划分 
  其中 B(L)为一个包围框，它包含了 A(L)中的所有顶点 

1.  构造一个足以包容下 A(L)中所有顶点的包围框 B(L) 

2.  对应于由 B(L)导出的子区域划分，构造一个双向链接边表结构 

3.  for (i = 1 to n)  

4.   do 在B(L)（的边界）上，找到li与Ai-1
①的交点所在的那条边e 

5.    f ← 与 e 相关联的那张有界面 

6.    while (f 不是无界面)  (* 也就是说，f 不是位于 B(L)外部的那张面 *) 

7.     do 将 f 一分为二，并将 f 设为下一张（与 li）相交的面 

 

以上给出了一个简单的递增式算法，用以构造排列。接下来，要对其运行时间做一分析。算法

的第 1 步是构造 B(L)，这可以在 O(n2)时间内完成。第 2 步只需常数时间。正如此前已经说明过的，

                                                        

① 原书误作 Ai。⎯⎯译者 
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为了找到被 li 一分为二的第一张面，只需消耗 O(n)时间。我们最后的任务就是要界定出，为了将与

li 相交的那些面分割开来，总共需要多少时间。 

首先假定 A(L)是简单的。这样，为分割一张面 f 并找出与 li 相交的下一张面，所需的时间将线

性正比于 f 的复杂度。因此，为插入直线 li（到 Ai-1 中）所需的时间，将线性正比于 Ai-1中与 li 相交的

各张面的复杂度之和。倘若 A(L)不是简单的，则可能会跨越某个顶点 v 以进入下一张面。这种情况

下，必须围绕着 v，逐一扫描与之相关联的各条边，以找出需要分割的下一张面⎯⎯这一过程中所

遇到的各边，不见得都属于某张（与 li）相交面的边界。然而我们还是注意到：即使是在这种情况

下，以我们所访问到的任一条边为边界的面，（尽管本身可能会与 li 不相交，但是）其闭包（closure）

必然与 li 相交。由此，便引出了所谓“带域”（zone）的概念。 

 

图8-16 在一个直线排列中，一条直线所对应的带域区域 

任给平面直线集L，均可导出一个排列A(L)。任一直线l在A(L)中对应的带域，是由A(L)中若干张

面组成的一个集合；一张面属于该集合，当且仅当其闭包与l相交。图 8-16 中给出了由 9 张面组成的

一个带域的实例。所谓带域的复杂度，就是其中所有面的复杂度⎯⎯边数、顶点数⎯⎯之和。从 图

8-16 可以看出，在计算带域的复杂度时，有些顶点被统计了一次，另一些则被统计了两次、三次，

甚至四次。为插入直线li所需的时间，将线性正比于li在A({l1, …, li})中所对应带域的复杂度。而下面

的带域定理（zone Theorem）则指出，这一数量实际上是线性的。 

〖定理 8.5（带域定理）〗 

在由平面上任意 m 条直线构成的排列中，任一直线所对应带域的复杂度都是 O(m)。 

〖证明〗 

设 L 为由平面上 m 条直线构成的一个集合，l 为另外的一条直线。不失一般性地，假定 l

与 x-坐标重合⎯⎯通过对坐标系的旋转，这一条件必然可以满足。我们还假定 L 中的任何线段

都不是水平的⎯⎯在本证明的最后，这一假设条件将被取消。 

在 A(L)中，每一条边都同时属于两张面的边界。相对于其右侧的那张面，这条边称作左侧

包围边（left bounding edge）；而相对于其左侧的那张面，我们称之为右侧包围边（right 
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bounding edge）。我们将证明：沿着 l 所对应的带域，各张面的左侧包围边的总数至多为 5m。

根据对称性，右侧包围边的总数也不会超过 5m，于是本定理得证。 

 

图8-17 带域中各张面的左侧包围边的总共不超过5m条 

我们通过对 m 的归纳来证明。对于最基本的情况（即 m = 1 时），显然是成立的。现在

假设 m > 1。在 L 内的各条直线中，令 l1为与 l相交于最右侧的那一条。首先假设，这条直线

是唯一确定的。根据归纳假设，l 在 A(L\{l1})中所对应的带域，最多拥有 5(m-1)条左侧包围边。

当插入直线 l1后，会增加一定数量的左侧包围边，不过，这种增长的来源不外乎两种：要么是

l1所贡献的新的左侧包围边，或者是原先已有的左侧包围边被 l1一分为二。在 l1与 L 中各直线

的交点中，找出位于 l 上方的第一个（即最低的那个）⎯⎯令这个交点为 v；找出位于 l 下方的

第一个（即最高的那个）⎯⎯令这个交点为 w。以 v 和 w 为端点的那条线段，就是 l1所贡献的

一条新的左侧包围边。此外，在点 v 和 w 处，l1还分别将原先的一条左侧包围边一分为二。这

样加起来，左侧包围边就增加了 3 条。如果 v 或者 w 不存在，增加的数目甚至还没有这么多。

我们声称，除此之外，不会有任何其它形式的增加。 

考察 l1位于 v 上方的部分。将与 l1相交于 v 点的另一条线段记作 l2。由 l1和 l2围成的、位

于 v 上方的那个（连通的）子区域，并不属于 l 所对应的带域。因为在 v 点处，l2自左向右地穿

越 l1，所以这个子区域必然位于 l1的右侧。既然如此，l1位于 v 上方的部分就不可能为该带域

贡献任何左侧包围边。不仅如此，对于任何一条原来属于该带域的左侧包围边 e，只要 e 与 l1

相交，而且其交点位于 v 的上方，那么沿着 e、落在 l1右侧的那一段必然不再属于该带域。因

此，尽管存在这些交点，它们都不会使左侧包围边的数目有所增加。 

同理可证，l1位于 w 下方的部分，也不可能使 l 所对应带域中的左侧包围边数目增加。因

此，正如我们所声称的那样，（左侧包围边）增加的数目充其量不会超过 3。在这种情况下，

左侧包围边的总条数不会超过 5(m-1) + 3 < 5m。 

到目前为止，我们一直假定，穿过 l 上最右端那个交点的直线只有 l1这唯一的一条。要是

这一条件不成立（即有多条直线同时穿过最右端的这个交点），我们实际上可以任取其中一条

做为 l1。按照与上面相同的推理方法可以证明，左侧包围边增加的数量至多不过是 5。（如果

有两条以上的直线同时穿过这个交点，则增加量不会超过 4；而在恰好只有两条直线同时穿过

时，增加量才最多可能达到 5。）于是，左侧包围边的总数至多为 5(m-1) + 5 = 5m。 

最后，我们来消除“L 中不含水平直线”这一假定条件。对于不与 l 重合的任何一条直线，
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任何足够轻微的旋转，都会导致 l 在 A(L)中所对应带域的复杂度增加。因为待证明的只是一个

上界，所以完全可以放心大胆地假设“这类直线根本就不存在”。即使 L 中某条直线 li与 l 碰巧

重合，根据上述证明的结论，l 在 A(L\{li})中所对应的带域，只多含有 10m - 10 条边。此时再

引入 li，这一数量最多只会增加 4m - 2⎯⎯来自于 li、对应于 li上方某张面的边，至多有 m 条；

来自于 li、对应于 li下方某张面的边，也至多有 m 条；另外，至多有 m-1 条边被一分为二，这

些边中的每一条，或者被记入到左侧包围边的总数中，或者被记入到右侧包围边的总数中。于

是，带域定理得证。  

 

至此，才可以确定我们用来构造排列的递增式算法的运行时间上界。我们已经知道：为了插入

li 所需的时间，线性正比于 li 在 A({l1, …, li-1})中所对应带域的复杂度。根据带域定理，也就是 O(i)，

因此，插入所有直线总共所需的时间为： 

∑
i=1

n
O(i) = O(n2) 

算法的第 1 到 2 步，加起来需要 O(n2)时间，故该算法的总体运行时间为 O(n2)。只要 A(L)是简单

的，A(L)的复杂度就必然是Θ(n2)，因此，我们的这一算法已经是最优的了。 

8.4 层阶与偏差 

现在可以回到最初的差异值问题了。我们已经通过对偶变换，将由n个采样点组成的集合S，转

化为由n条直线组成的集合S*；我们的任务，也转化为“对于A(S *)中的每一个顶点，计算出位于其上

方、下方以及正好经过它的直线各有多少条”。对于任何一个顶点，这三个数之和必然等于n，故计

算出其中任意两个即可。只要构造出A(S *)所对应的双向链接边表结构，也就知道了各有多少条直线

经过每个顶点。如 图 8-18 所示，对于直线排列中的每个点，我们将严格位于其上方的直线条数，定

义为该点的层阶（level）。下面就来看看，应该如何计算出A(S*)中各顶点的层阶。 

 

图8-18 排列中各顶点的层阶 
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为了得到 A(S*)中各顶点的层阶，对每条直线 l∈S*，我们都需要进行以下计算。首先，要计算出

l 上最靠左端那个顶点的层阶。为此，只要逐一检查其余的各条直线，分别确认它们是否严格地位于

这一顶点的上方。因此，这一步需要 O(n)时间。然后，借助于双向链接边表结构，可以沿着 l 自左

向右依次访问 l 上其余的各个顶点。在这个遍历的过程中，层阶是很容易维护和更新的⎯⎯只有在

顶点处，层阶才可能会有所变化。每次遇到一个顶点，只要检查与之相关联的所有边，就可以知道

层阶的变化量具体为多少。 

 

图8-19 在沿着一条直线行进的过程中，动态维护层阶 

以 图 8-19 为例，l上最靠左端那个顶点的层阶为 1。从该顶点出发，沿着与之相关联的那条边向右开

始的一段上，所有点的层阶也都是 1。在（沿l自左向右的）第二个顶点处，有一条直线自上而下地

跨越了l；于是，层阶减一，变成 0。此外，根据定义，一个点的层阶指的是“严格位于该点上方的

直线条数”，因此，第二个顶点本身的层阶也应是 0。在第三个顶点处，又有另一条直线自下而上

地跨越了l。因此，在经过这个顶点之后，层阶将增长到 1；特别地，这个顶点本身的层阶仍然为 0。

后面的情况依此类推。请注意，我们并不需要担心会有垂线出现⎯⎯因为，这个（直线的）集合是

通过对偶变换，从一组点转化过来的。这样，就可以在O(n)时间，计算出l上所有顶点各自的层阶。

而整个A(S *)中所有顶点的层阶，将可以在O(n2)时间内计算出来。 

这样，我们就知道了，在A(S *)中各顶点的上方、下方各有多少条直线，而且有多少条直线正好

穿过各顶点。现在，对于由S中任意两点确定的一条直线，我们都可以计算出，以该直线为边界的半

平面的离散测度等于多少。也就是说，所有这类离散测度都可以在O(n2)时间内计算出来。至此，〖定

理 8.2〗的证明才最终得以完成。 

8.5 注释及评论 

本章介绍了若干重要的非算法性概念⎯⎯几何对偶（geometric duality）以及排列。在求解几何

问题的时候，对偶变换可以使我们从另一个角度来进行思考；而对于计算几何学家们来说，对偶变

换已经成为了一个标准的工具。第 8.2 节所介绍的那种对偶变换，对垂线没有定义。通常，既可以

将垂线作为一种特殊情况专门加以处理，也可以通过对设置描述的轻微扰动来加以解决。事实上，

能够处理垂线的对偶变换有好几种，不过，它们都同时存在某些缺点⎯⎯有关这一方面的详细介绍，
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请参见Edelsbrunner的专著 [158]。高维空间中的点集，同样可以进行对偶变换。对于任一点p = (p1, 

p2, …, pd)，其对偶p*为一张超平面：xd = p1x1 + p2x2 + … + pd-1xd-1 – pd。反过来，对于任一超平面：

xd = a1x1 + a2x2 + … + ad-1xd-1 – ad，其对偶为一个点(a1, a2, …, ad-1, -ad)。在这种变换下，关联性以及

次序都是保持的。 

 

图8-20 借助抛物线U确定点q的对偶直线q* 

你应该记得，借助抛物线y = x2/2，可给出这种对偶变换的几何解释，并由此构造出任何点的对

偶（直线）。有趣的是，根本不用测量距离，即可构造出任一点q的对偶。如 图 8-20 所示，从q出发

画出U的两条切线。如此，点q也可理解为这两条切线的交；反过来，q的对偶直线必然会经过这两条

切线的对偶点⎯⎯而这两个点就是这两条切线与U的切点。对于位于U上方的点，也无须测量距离，

即可构造出其对偶。此处略去具体的构造方法。（提示：你必须能够完成这样的操作：给定一条直

线以及该直线外的一个点，画出经过这个点、与这条直线平行的另一条直线。） 

还有另一种几何对偶，也在计算几何中得到了成功的应用，这就是所谓的反演（inversion）。

通过这种几何对偶，可以将平面上“点位于圆内”的关系，转化为三维空间中“点位于平面下方”

的关系。更详细地说，任何一个点 p := (px, py)都被投影到三维空间中的一个单位抛物面 z = x2 + y2

上⎯⎯也就是说： 

po  :=  (px, py, p
2
x + p2

y) 

平面上的任何一个圆C := (x-a)2 + (y-b)2 = r2，都可以按照下列方法，变换为三维空间中的某张平

面：将该圆（上的各点）投影到单位抛物面上，然后取投影所在的那张平面 ①。具体地讲，就是 

Co  :=  (z = a(x-a) + b(y-b) + r2) 

这样，点 p 落在 C 的内部，当且仅当 po 位于 Co的下方。这个变换可以推广至高维空间⎯⎯这

种情况下，d-维空间中的一个超球（hypersphere），就相当于(d+1)-维空间中的一张超平面。 

 

                                                        

① 读者可以自己证明：同一圆上的任何一点，垂直投影到这个抛物面上所得的影像，都是共面的。⎯⎯译者 
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在计算几何学与组合几何学（combinatorial geometry）中，都对排列做了充分的研究。排列的

定义范围并不只限于平面。任意给定一组平面，也就相应地导出了一个三维的排列；而若是一组超

平面，则会相应地导出一个更高维的排列。在Edelsbrunner的专著 [158]中，对 1987 年之前有关排列

的研究做了出色的剖析。其中还提供了一些参考文献索引，介绍了组合几何学⎯⎯而不是计算几何

学⎯⎯的一些早期教材。如果希望获得这方面最新发展的综述，读者可以参见Halperin专著中的相关

一章 [206]。以下仅选取并罗列出若干关于平面及更高维空间中的排列的研究成果。 

由d-维空间中n张超平面构成的排列，在最坏情况下的复杂度为Θ(nd)。任一简单排列⎯⎯也就

是其中任何d张超平面都相交于一点，而且其中任何d+1 张超平面都不会相交于一点⎯⎯都会达到这

个复杂度。在排列的构造方面，Edelsbrunner等人 [165]首次给出了一个最优的算法。他们这个递增

式算法的最优性，取决于带域定理的高维空间中的一个推广⎯⎯这个更具一般性的定理指出：任意

给定由d-维空间中n张超平面所构成的一个排列，任何一张超平面所对应带域的复杂度为O(nd-1)。这

则定理的证明，也是Edelsbrunner等人给出的 [168]。 

排列中的层阶概念，同样可以推广到高维空间⎯⎯这方面的介绍也请参阅Edelsbrunner的专著

[158]。给定由任意n张超平面导出的一个排列A(H)，其中的所谓k-层阶（k-level），就是由最多有k-1

张超平面严格地位于其上方、最多有n-k张超平面严格地位于其下方的那些点所构成的集合。k-层阶

的最大复杂度是多少？至今还没有得到一个紧的上界⎯⎯即使是在平面上，亦是如此。从对偶的角

度来看，这一问题与这样一个问题紧密相关：（给定k，）对任意的一组共n（>k）个点，通过一张

超平面，可以将其中的某k个点与其余的n-k个点分隔开来，构成原点集的一个子集，这样的子集称

为一个“k-子集”（k-set）；那么，k-子集共有多少个呢？同样地，对于由任意n个点构成的点集，

其中k-子集的数目也是未知的。就平面的情况而言，Erdos等人 [174]在 1973 年证明：无论是k-子集

还是k-层阶，下界都是Ω(nlog(k+1))，上界都是O(n k)。除了Pach等人 [313]所做的微小改进（他们将

上界改进至O(n k / log*(k+1))）之外，这个问题可以说一直悬而未决。直到 1997 年，Dey才成功地

将上界改进至O(nk1/3)⎯⎯这是至今为止最好的结果。 

对于平面上任意n个点构成的集合，通过一条直线，都可以将其中的不超过k个点（与其余的n-k①

个点分隔开来）构成一个子集，称作一个“(≤k)-子集”（(≤k)-Set）。如果k是固定的，那么(≤k)-子

集的数目又是多少呢？与k-子集的情况不同，(≤k)-子集最大数目的紧上界已经为我们所知。就平面

情况而言，其最大数目为Θ(nk)；在一般的d-维空间中，这个紧上界为Θ(n⎣d/2⎦k⎡d/2⎤ )⎯⎯这个结果是由

Clarkson和Shor[133]证明的。这个上界，同样适用于排列中的(≤k)-层阶（(≤k)-level）。 

第 7 章的“注释及评论”一节，揭示了Voronoi图与高一维空间中的凸多面体之间的联系⎯⎯任

意平面点集对应的Voronoi图，与三维空间中一组半空间的公共交集的边界的投影完全一致。实际上，

                                                        

① 原书此处叙述不够严谨。按照(≤k)-子集的定义，分割出来的这个子集实际所含的点数为 t ≤k，故剩下的点应该
有 n-t ≥ n-k 个。⎯⎯译者 
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这个边界就是界定这些半空间的那些平面所构成的排列中的 0-层阶。这种联系，可以推广到k-阶

Voronoi图与排列中的k-层阶之间⎯⎯在由平面构成的同一排列中，将k-层阶向下投影（到xy-平面），

就得到了这些点所对应的k-阶Voronoi图。 

除了直线和超平面，对其它类型的对象也可以定义排列。例如，平面上的任意一组线段，也构

成一个排列。对于这类排列，即使是证明单张面所能达到的最高复杂度的界，也绝非一件易事。在

这种情况下，面不见得是凸的，因此同一条线段可以在边界上多次出现。实际上，即使是单张面的

最高复杂度，也可能是超线性的⎯⎯在最坏情况下，它是Θ(nα(n))，其中的α(n)是所谓的Ackermann

逆函数（ functional inverse of Ackermann's function），该函数的增长速度极其缓慢。借助于

Davenport-Schinzel序列（Davenport-Schinzel sequence），可以证明这个上界；如果读者对此感兴趣，

可以参阅Sharir和Agarwal合写的专著 [353]。 

对诸如排列、排列中的各个单元以及包络（envelope）等组合结构的研究目的，在于运动规划。

很多运动规划方面的问题，都可以借助排列及其结构来描述 [201][207][208][231][342][343]。 

对于我们来说，研究排列的最初动机，来自于计算机图形学以及随机采样质量等方面的问题。

差异值的方法，由Shirley[358]首先引入到计算图形学中；此后，Dobkin和Mitchell[150]、Dobkin和

Eppstein[149]、Chazelle[96]以及Berg[50]等人在算法方面又有所发展。 

8.6 习题 

习题 8.1 试证明：正如〖观察结论 8.3〗所声称的，本章所介绍的对偶变换，的确能够保持关

联性并保持次序。 

习题 8.2 正如第 8.2 节所指出的，一条线段的对偶，是一个左右式的双楔形。 

a. 给定顶点分别为p、q和r的一个三角形，若将该三角形的所有内点构成一个集合，

该集合的对偶是什么？ 

b. 原平面上何种类型的对象，其对偶为一个上下式的双楔形？ 

习题 8.3 试利用欧拉公式证明：对于含有 n(n-1)/2 个顶点和 n2条边的排列来说，其中所含面

的数目最多不会超过 n2/2 + n/2 + 1。  

习题 8.4 给定由平面上 n 条直线组成的一个集合 L。试给出一个 O(nlogn)时间的算法，构造出

一个与坐标轴平行的矩形，将 A(L)中的所有顶点都包含在其内部。 

习题 8.5 给定由平面上 n 个点组成的一个集合 S。本章曾经给出了一个算法，可以对 S 中每一

对点所确定的一条直线 l，计算出 S 中有多少个点严格地位于 l 的上方。这个算法首

先要对这个问题做对偶变换。现在，试将经过对偶变换后所得的问题，反过来转换回

到原平面之中，并且这对给定的这一问题，给出一个 O(n2)的求解算法。（在做过这
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道习题之后，相信你会认识到对偶变换的威力。） 

习题 8.6 给定由平面上 n 个点组成的一个集合 S，以及由平面上 m 条直线组成的集合 L。现在，

我们希望判断出来，S 中是否有某个点正好落在 L 中的某条直线上。该问题的对偶问

题是什么？ 

习题 8.7 在平面上给定 n 个红色的点和 n 个蓝色的点，它们分别组成集合 R 和 B。如果存在某

条直线 l，使得 R 中的各点都位于 l 的一侧，而 B中的各点都位于 l 的另一侧，我们就

称 l 为一条分隔线（separator）。试给出一个随机算法（randomized algorithm），

对于任意给定的 R 和 B，在 O(n)的期望时间内，判断它们之间是否存在一条分隔线。 

习题 8.8 第 8.2 节介绍的对偶变换中存在减号。现在，我们将其中的这些减号替换为加号⎯⎯

也就是说，点(px, py)的对偶直线为y = pxx + py；反过来，直线y = mx + b的对偶点

为(m, b)。这样的一个对偶变换，是否仍然会保持关联性和次序？ 

习题 8.9 给定由平面上 n 个点组成的一个集合 P。任选其中的一个点 p ∈ P。试给出一个随机

算法，在 O(n)的期望时间内，判断出 p 是否为 P的凸包上的一个顶点。 

习题 8.10 给定由平面上 n 条非垂直线组成的一个集合 L。假设在排列 A(L)中，所有顶点的层阶

都等于 0。对于这样一个排列，你可以做出什么断言？然后，再假设 L 中的直线可以

是垂直的。对于这样的排列，你又可以做出什么断言？ 

习题 8.11 给定由平面上若干条直线组成的一个集合 L，令 f 为排列 A(L)中坐标原点所在的那张

面。f 内部各点的对偶直线，合起来是什么样子？试对其做一描述。另外，f 各个顶点

的对偶直线又是什么样子的？你必须对 f 的顶点分几种情况讨论：由同时位于原点上

方的两条直线相交而得的顶点；由同时位于原点下方的两条直线相交而得的顶点；以

及由分别位于原点上方、下方的两条直线相交而得的顶点。 

习题 8.12 在构造某一直线集 L 所对应的排列时，每引入其中的一条直线，都要对它自左向右地

遍历一次。而为了计算出差异值，我们需要知道排列中各个顶点的层阶。为了计算出

这些层阶，也需要自左向右地遍历 L 中的每一条直线。既然如此，能否将这两次遍历

合二为一呢？⎯⎯也就是说，在将一条直线添加到排列之中的过程中，我们能否及时

地计算出各交点的层阶呢？ 

习题 8.13 给定由平面上任意 n 条直线组成的集合 L，试给出一个 O(nlogn)的算法，计算出排列

A(L)中所有顶点的最大层阶。 

习题 8.14 给定由平面上任意 n 个点组成的一个集合 S。试给出一个运行时间为 O(n2)的算法，

找出经过 S 中各点数目最多的那条直线。 

习题 8.15 给定由平面上任意 n 条线段组成的一个集合 S。我们希望通过预处理，将 S 转化为某

种数据结构，以回答这样的查询：给定一条查询直线 l，l 与 S 中的多少条线段相交？ 

a. 试在对偶平面中重新描述这一问题。 
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b. 试给出解决这一问题的一种数据结构，该结构使用 O(n2)的期望存储空间，其对

应的期望查询时间为 O(logn)。 

c. 试描述，如何才能在 O(n2logn)期望时间内构造出这一结构。 

习题 8.16 给定由平面上任意n条线段组成的一个集合S。如图 8-21 所示，如果一条直线l与S中

的所有线段都相交，l就被称为是S的一条“截线”（transversal），或者S的一个“穿

刺”（stabber）。 

 

图8-21 直线集的截线 

a. 试给出一个算法，对任何集合 S，判断出 S 是否存在一个穿刺。 

b. 现在，假设所有的线段都是垂直的。试给出一个随机算法，对任何集合 S，都能

在 O(n)的期望时间内，判断出 S 是否存在一个穿刺。 

 





99   
Delaunay三角剖分：高度插值 

前面的章节曾经谈到过地图，只不过，其涉及的范围仅限于地球表面局部的某块（如 图 9-1 所

示），并做了一个隐含的假设⎯⎯地形的高低变化可以忽略。对于荷兰这样的国家，这一假设或许

不无道理；但要是换成瑞士，这个假设就不能成立了。本章就来解决这个问题。 

借助一种称为地形（terrain）的结构，也可以表示地表的一块区域。所谓地形，是定义于三维

空间之中的二维表面，且具有如下特殊性质：如果它与某条垂线相交，那么最多相交于一点。换而

言之，它也就是某个函数f : A⊂R2 ↦ R对应的图，对于该地形的定义域（domain）A中的每个点，这
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个函数都指定了一个高度。（地球是圆的，因此如果考察的是整个地球，这就不是一种适宜的建模

方式。不过就局部范围而言，地形的确是一种相当好的建模方式。）为了使地形可视化，我们既可

以通过透视的方式将这个图直接画出来（如 图 9-2 所示），也可以象通常的地形图（topographic map）

那样，绘制出等高线（contour line）⎯⎯即由高度相等的点联接而成的线条。 

 

图9-1 局部地图 

 

图9-2 地形的透视显示 

当然，不可能知道地球上每一处的高度；我们所掌握的，只是实际测量过的那些位置的高度。

这就是说，在论及地形的时候，我们对函数f取值分布的了解，只限于某个采样子集P ⊂ A内的有限

个样本点。为了得到其定义域内其它位置的高度，不得不借助那些已知的高度，以某种方式给出近

似值。一种朴素的做法，就是对于任何点p ∈ A，都找到与之最靠近的一个采样点，然后将p 的高度

设置为这个样本的高度。然而，如 图 9-3 所示，如此生成的地形并不连续，外观很不自然。 

 

图9-3 不连续的地形 

鉴于这一问题，可采用如下方法近似地形。首先，对P做三角剖分⎯⎯由此生成平面的一个子区域划

分（subdividsion），其中每张有界的面都是三角形，而其中的顶点就是来自于P的各点。（这里假设，

所选采样点允许我们通过构造三角面片，来覆盖该地形的整个定义域。）然后，将每个采样点提升
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至其对应的高度⎯⎯这样，原来三角剖分中的每个三角形，都将转化为三维空间中的一个三角形。

如 图 9-4 所示。如此可得一个所谓的多面式地形（polyhedral terrain），它可看作是一个分段线性的

（piecewise linear）连续函数的图象。利用这种多面式地形，可以近似实际的地形。 

 

图9-4 由一组采样点，得到一个多面式地形 

现在的问题是：给定一组采样点P，应如何对它们做三角剖分？一般而言，有多种方法。然而

针对这里的特殊要求（即对地形进行近似），哪一种三角剖分才最为适合呢？没有确定的答案。我

们并不知道实际的地形，只知道在若干采样点处的高度值。我们没有其它的任何信息，但无论是何

种三角剖分，所有采样点处的高度值却总是正确的。由此看来，无论对P怎样做三角剖分，效果似乎

都差不多。然而，就其外观的自然性而言，某些三角剖分的确会更好。图 9-5 给出了同一个采样点

集的两个三角剖分，让我们来作一对比。根据各采样点的高度值，我们可以感觉出来，它们都是沿

着一道山脊分布的。三角剖分(a)与我们的这种直觉是吻合的。然而在(b)中，因为有一条边被“翻转”

了，从而出现了一道山谷，横贯跨越在该山脊之上。从直觉上看，这是错误的。 

 

图9-5 哪怕只翻转一条边，也可能会有天壤之别 

那么，能否将这一直觉归纳为某种准则，根据这一准则，我们可以说三角剖分(a)的确要优于(b)呢？ 

三角剖分(b)的问题在于，点 q 处的高度是根据距离相对更远的两个点得出的。如果 q 恰好落在

两个狭长的三角形之间的公共边上，就会出现这种问题。也就是说，问题的根源在于这两个三角形

的外形过于狭长。如此看来，要是三角剖分中含有过小的夹角，就是不好的。于是，我们可以将各

三角剖分中所含的最小夹角作为一个指标，来衡量它们的优劣。如果两个三角剖分中所含的最小夹

角相等，我们就比较其中的次小角度，……，依此类推。对于任一给定的点集 P，可能的三角剖分



第 9 章 Delaunay 三角剖分：高度插值 9.1 平面点集的三角剖分 

244 

的总数必是有限的。因此，必然存在一个使最小夹角达到最大的三角剖分，（根据这里所强调的准

则，）它就是最优的三角剖分。我们的目标，就是找出这个三角剖分。 

9.1 平面点集的三角剖分 

任取平面上的一个点集 P := {p1, …, pn}。为了能够对 P 的三角剖分做一形式化定义，我们首先

要引入极大平面子区域划分（maximal planar subdivision）这一概念。所谓的极大平面子区域划分，

是一种特殊的子区域划分⎯⎯如果试图在其中任意两个（没有直接相联的）顶点之间引入一条新的

边，都将破坏其平面性（planarity）。换而言之，任何不属于 S 的边，必然与 S 中已经存在的某条边

相交。这样，我们就可以将 P 的一个三角剖分，定义为“以 P 为顶点集的一个极大平面子区域划分”。 

按照这一定义，三角剖分的存在性是显而易见的。问题在于，如此定义的三角剖分，一定是由

三角形组成的吗？是的，除了唯一的那张无界面外，其它的所有面都是三角形⎯⎯任何有界面都是

一个多边形，而根据第 3 章的结论，任何多边形都可以被三角化。那么，无界的那张面又会如何呢？

不难看出，无论是在哪一个三角剖分T中，沿着P的凸包边界，联接任何两个相邻点的线段，都必然

是T中的一条边。由此可以得知，T中全部有界面的并，必然恰为P的凸包。（这也意味着，就这里的

应用问题而言，我们必须保证地形定义域（比方说一个矩形区域）的角点必须被采样到⎯⎯这样才

能保证三角剖分内的三角形合起来能够覆盖地形的整个定义域。） 

 

图9-6 同一点集的三角剖分含同样数目的三角形，具体数目取决于点集的规模及其

凸包的规模 

如 图 9-6 所示，对于同一点集P，任何三角剖分中所包含的三角形数目都是相等的；其中包含的边数

也是相等的。具体数目等于多少，取决于落在P的凸包边界上的点数。（如果某个点落在凸包边界上

某条边的内部 ①，我们在这里也把它统计在内。因此，落在凸包边界上的点数，不见得正好等于凸

包的顶点数目。）下面这则定理，对此做了准确的表述： 

                                                        

① 比如，互异的三个共线点同时落在凸包的边界上。⎯⎯译者 
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〖定理 9.1〗 

设 P 为由平面上不全部共线的任意 n 个点组成的一个集合，落在 P 的凸包边界上点的个数记作 k。

则 P 的任何一个三角剖分必然由 2n - 2 – k 个三角形组成，而且共有 3n - 3 – k 条边。 

〖证明〗 

 任取 P 的一个三角剖分 T，将 T 中三角形的数目记作 m。请注意，如果将该三角剖分中所

含面的数目记作 nf，则有 nf = m + 1。其中，每张三角面都是由三条边构成的，而无界的那张

面则是由 k 条边围成的。此外，每一条边都恰与两张面相关联。因此，T 中所含边的总数应为

ne := (3m + k) / 2。而欧拉公式告诉我们： 

n – ne + nf = 2 

将 ne与 nf的值代入这个公式，就得到了： 

m = 2n - 2 - k 

由此进而可以得到，ne = 3n - 3 - k。  

任取 P 的一个三角剖分 T，假设其中含有 m 个三角形。考察 T 中各三角形的总共 3m 个角度，并

将它们按照升序排序。设排序结果为(α1, α2, …, α3m)，也就是说，对任何 i < j，都有αi ≤ αj。我们将

A(T) := (α1, α2, …, α3m)称为 T 的角度向量（angle-vector）。取同一集合 P 的另一个三角剖分 T '，令

A(T ') := (α '
1, α

'
2, …, α '

3m)为与之对应的角度向量。按照字典序，如果 A(T)大于 A(T ')，我们就说“T 的

角度向量大于 T '的角度向量”。具体地，也就是存在一个下标 i，1 ≤ i ≤ 3m，满足 

对一切 j < i，都有αj = α'
j；但αi > α'

i 

这种情况，记作 A(T) > A(T ')。如果对 P 的任一三角剖分 T '，都有 A(T) ≥ A(T ')，就称三角剖分 T

为角度最优的（angle-optimal）。正如本章的引言中所提到的，若我们的目的是要根据一组采样点构

造出一个多面式地形，则角度最优的三角剖分的确是再好不过的⎯⎯正因为此，我们才会对这种三

角剖分感兴趣。 

 

接下来要讨论的问题是，什么样的三角剖分才是角度最优的。为此，需要用到下面这则定理，

人们经常称之为Thales定理（Thales's Theorem，如 图 9-7 所示）。任意给定三个点p、q和r，它们在q

处会定义出两个角度，其中较小的那个记作∡pqr。 
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图9-7 通过其相对于弦ab的张角，可以判别园内、圆上以及圆外的点 

〖定理 9.2〗 

设 C 为一个圆，直线 l 与 C 相交于点 a 和 b；另外，在 l 的同一侧有四个点 p、q、r 和 s。假设 p 和

q 恰好落在 C 上，r 和 s 分别位于 C 的内部和外部。则必有： 

  ∡arb > ∡apb = ∡aqb < ∡asb 

 

现在，针对 P 的任一 T，我们来考察其中的某一条边 e = 
__
pipj。如果边 e 不属于 T 中那张无界面

的边界，它必然会同时与两个三角形 pipjpk 和 pipjpl 相关联。如果这两个三角形合起来构成一个凸四

边形，那么只要将
__
pipj从 T 中删去，代之以

__
pkpl，我们就可以得到另一个三角剖分 T '。这一操作称作边

翻转（edge flip）。 

 

图9-8 边翻转操作 

对比T与T '的角度向量，共有六处不同⎯⎯A(T)中的六个角度{α1、…、α6}，在A(T')中被换成了{α '
1、…、

α '
6}。二者的差别如 图 9-8 所示。如果 

min
1 ≤ i ≤ 6

αi  <  min
1 ≤ i ≤ 6

α'
i 

我们就将 e = 
__
pipj称作一条非法边（illegal edge）。换而言之，只要在对某条边进行边翻转操作之后，

我们能够使局部的（即对应的六个角度中的）最小角增大，它就必然是一条非法边。由非法边的定

义，可以立即得出如下观察结论。 
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〖观察结论 9.3〗 

设 e 为三角剖分 T 中的一条非法边。在 T 中对 e 进行边翻转操作之后，设新的三角剖分为 T '。则必有

A(T ') > A(T)。 

实际上，对于给定的任何一条边，无须计算出角度α1, …, α6, α '
1, …, α '

6的具体数值，即可判断它

是否为非法边。相反，可以利用下面这则引理所给出的一个简单的判断准则。如 图 9-9 所示，根据

Thales定理，可以立即证明这一准则的正确性。 

 

图9-9 根据Thales定理找出非法边 

〖引理 9.4〗 

设三角形pipjpk和pipjpl之间的公共边为
___
pipj，令C为由点pi、pj和pk确定的圆。

___
pipj是一条非法边，当且

仅当点pl落在C的内部。而且，只要点pi、pj、pk和pl构成一个凸的四边形 ①，并且不共圆，则在
___
pipj和

___
pkpl二者当中有且仅有一条非法边。 

 

我们也注意到，这条准则对 pk和 pl来说是对称的⎯⎯pl 落在点 pi、pj和 pk 所确定的圆内，当且

仅当 pk 落在点 pi、pj和 pl 所确定的圆内。若碰巧这四个点共圆，则
___
pipj和

___
pkpl都是非法边。请注意：

若有两个三角形共有一条非法边，则它们合起来必然构成一个凸的四边形。因此，无论何时，一旦

发现一条非法边，都可以立即对它实施边翻转操作。 

不含任何非法边的三角剖分，称作合法三角剖分（legal triangulation）。由上面的观察结论可知，

角度最优的三角剖分必然也是合法三角剖分。任给一个初始的三角剖分，我们都可以很容易地构造

出一个合法三角剖分。为此，只需反复地进行边翻转操作，直到所有的边都已合法。 

算法 LEGALTRIANGULATION(T) 

                                                        

① 亦即，这四个点的凸包是一个四边形。⎯⎯译者 
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输入：点集 P 的任一三角剖分 

输出：P 的一个合法三角剖分 

1.  while (T 中至少还有一条非法边
___
pipj) 

2.   do (* 翻转边
___
pipj *) 

3.    令与边
___
pipj相邻接的两个三角形分别为 pipjpk和 pipjpl 

4.    在 T 中删除
___
pipj，然后替之以

___
pkpl 

5.  return T 

 

这个算法迟早会终止，为什么呢？由 〖观察结论 9.3〗可知，该算法中的每一轮迭代之后，T的

角度向量都会有所增长。对于任一集合P，可能的三角剖分只有有限个，因此这样一个单调变化的过

程必然会终止。一旦算法终止，得到的结果必然是一个合法三角剖分。然而，尽管这个算法必然会

终止，但是却需要经过很长的时间，因此价值不大。不过，我们还是暂且给出这个算法，因为后面

将需要用到一个类似的函数。现在，让我们来看完全不同的（或者更准确地说，表面上看来完全不

同的）另一个问题。 

9.2 Delaunay 三角剖分 

设P为由平面上n个点⎯⎯有时也称之为基点（site）⎯⎯组成的一个集合。你应该还记得第 7

章所讨论的Voronoi图。P的Voronoi图是平面的一个子区域划分，其中包含n个子区域，分别对应于P

中的各个基点⎯⎯任一基点p ∈ P所对应的子区域，由平面上以p为最近基点的所有点组成。 

 

图9-10 Vor(P)的对偶图 

P的Voronoi图，记作Vor(P)。与基点p相对应的子区域，称为p的Voronoi单元，记作V(p)。本节将
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要研究Voronoi图的对偶图。这个图记作G。其中，对应于每一个Voronoi单元（或者，也可以说是对

应于每一个基点），各有一个节点；若两个单元之间公用一条边，则在这两个单元各自对应的节点

之间，联接一条弧（arc）。请注意，这就意味着，对应于Vor(P)中的每一条边，G中都有一条弧与之

对应。正如你可以从 图 9-10 中所看到的，在G的所有有界面与Vor(P)中的所有顶点之间，存在一个

一一对应关系。 

 

图9-11 Delaunay图DG(P) 

考察G的如下直线嵌入（straight-line embedding）：其中，与Voronoi单元V(p)对应的节点，用点p

来实现；而联接于V(p)和V(q)之间的弧，则用线段
—pq来实现（如 图 9-11 所示）。这一直线嵌入，称

作P的Delaunay图（Delaunay graph），记作DG(P)。（虽然这个名字听起来法国味道十足，但是Delaunay

图却与“法国的画家”毫不相干。实际上，它是由数学家Boris Nikolaevich Delone而得名的。这位数

学家的名字原文写出来大致为“Дедоне”，翻译成英文，本来应该是“Delone”。然而，在他的那

个年代，法语和德语才是通用的科技语言，而他的这项成果则是用法语发表的，因此时至今日，人

们更加熟悉的反倒是他用法语翻译的这个名字。）点集的Delaunay图，具有若干令人惊奇的特性。

首先，它总是一个平面图⎯⎯亦即，该直线嵌入中的任何两条边都不会相互跨越 ①。 

〖定理 9.5〗 

任何平面点集的 Delaunay 图都是一个平面图。 

〖证明〗 

为证明这一结论，需要利用Voronoi图的一个特性，该特性已经在 〖定理 7.4〗(ii)中被指

出来了。为完整起见，此处将借助Delaunay图的概念，把这一特性复述一遍： 

如图 9-12 所示，
___
pipj是Delaunay图DG(P)中的一条边，当且仅当存在这样一个闭

                                                        

① 即不相交于线段的内部。⎯⎯译者 
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圆盘（closed disc）Cij：它的边界经过pi和pj，而且其中不包含来自P的任何其它基点
①。（当然，这样一个圆盘的中心必然落在V(pi)与V(pj)之间的公共边上。） 

 

图9-12 每对基点及其共同边界上任一点所确定的圆，内部必然是空的 

由顶点 pi、pj以及 Cij的中心确定的那个三角形，记作 tij。可以看出，tij的联接于 pi和圆心

Cij之间那条边，必然完全落在 V(pi)内；pj也有类似的性质。现在，任取 DG(P)中的另一条边
___
pkpl，

参照 Cij和 tij的定义方法，也可以定义出圆盘 Ckl以及三角形 tkl。 

假若本定理的断言不成立，即
___
pipj与

___
pkpl相交。既然 pk和 pl必然都落在圆盘 Cij之外，故必

然也落在三角形 tij之外。这就意味着，在围成 tij的三条边中，与 Cij的圆心相关联的那两条边

必有其一与
___
pkpl相交。同理，在围成 tkl的三条边中，与 Ckl的圆心相关联的那两条边也必有其一

与
___
pipj相交。于是，若考虑在 tij的边界上、与 Cij的圆心相关联的那两条边，以及在 tkl的边界上、

与 Ckl的圆心相关联的那两条边，则前两条边中的某一条必然与后两条边中的某一条相交。然而，

这种情况是不可能的⎯⎯因为这两条边必然分别完全落在两个不同的 Voronoi 单元之内。  

 

图9-13 Delaunay图中同一张面的各段边界，分别对应于Voronoi图中与同一个Voronoi

顶点相关联的各条Voronoi边 

P的Delaunay图，是Voronoi图的对偶图的一个直线嵌入。正如我们在此前已经注意到的，Vor(P)

中的每个顶点，都分别对应于Delaunay图中的某张面。而在Delaunay图中围成每张面的各边，分别对

                                                        

① 需要强调的是，由于这个圆盘是闭的，这句话意味着其它的基点既不能落在圆盘的内部（interior），也不能落
在其边界（即对应的圆周）上。⎯⎯译者 
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应于Voronoi图中与某个Voronoi顶点相关联的各条Voronoi边（如图 9-13 所示）。具体而言，在Vor(P)

中，若基点p1, p2, p3, …, pk各自对应的（共k个）Voronoi单元有一个共同的顶点v，则在DG(P)中，与v

相对应的面f的各个顶点，必然就是p1, p2, p3, …, pk。由〖定理 7.4〗(i)可知，在这种情况下，点p1, p2, 

p3, …, pk必然散落在某个以v为中心的圆周上⎯⎯因此可以看出，f不仅是一个k-多边形，而且它必然

还是凸的。 

如果 P 中各点是随机分布的，任何四点恰好共圆的可能性就会很小。任何集合，只要其中没有

任何四点共圆，（在本章中）我们就称它是处于一般性位置的（in general position）。若 P 的确处于

一般性位置，则在其对应的 Voronoi 图中，每个顶点的度数必然都是 3。于是，DG(P)中的每一张有界

面都必然是三角形。我们之所以经常将 DG(P)称作“Delaunay 三角剖分”（Delaunay triangulation），

原因正在于此。然而，在此我们还是应该更为谨慎一些，姑且将 DG(P)称作 P 的“Delaunay 图”（Delaunay 

graph）。至于 Delaunay 三角剖分，我们对其有另一番定义：以 Delaunay 图为基础，通过引入联边

而得到的一个三角剖分。既然 DG(P)中的每张面都是一个凸集，（通过上述方法，）这样一个三角剖

分就可以很容易地得到。需要注意的是，P 的 Delaunay 三角剖分是唯一确定的，当且仅当 DG(P)本身

已经是一个三角剖分了⎯⎯也就是说，P 是处于“一般性位置”的。 

 

至此，已经可以借助Delaunay图的概念，对关于Voronoi图的〖定理 7.4〗重新表述如下： 

〖定理 9.6〗 

设 P 为任一平面点集。则在 P 的 Delaunay 图中： 

(i) 三个点 pi, pj, pk ∈ P 同为某张面的顶点，当且仅当 pi, pj, pk 外接圆的内部不含 P 中的任何点； 

(ii) 两个点 pi, pj ∈ P 同时与某条边相关联，当且仅当存在一个闭圆盘 C，除了 pi 和 pj落在其边界上

之外，该圆盘不包含 P 中其它的任何点。 

根据 〖定理 9.6〗，可以立即得出Delaunay三角剖分的如下特性： 

〖定理 9.7〗 

设 P 为平面上的任一点集，而 T 为 P 的任一三角剖分。则 T 是 P 的 Delaunay 三角剖分，当且仅当在

T 中每个三角形的外接圆的内部，都不包含 P 中的任何点。 

此前已经解释过：就高度差值之类的应用而言，为了得到“好的”三角剖分，也就是要使其对

应的角度向量尽可能地大。接下来，我们就将对 Delaunay 三角剖分的角度向量作一考察。为此需要

做些迂回⎯⎯首先来考察所有的合法三角剖分。 
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〖定理 9.8〗 

设 P 为平面上的任一点集。则 T 是 P 的一个合法三角剖分，当且仅当 T 是 P 的 Delaunay 三角剖分。 

〖证明〗 

首先，根据定义可以立即证明：任何 Delaunay三角剖分都必然是一个合法三角剖分。 

接下来，将通过反证法证明：任何合法三角剖分也必然是一个 Delaunay 三角剖分。假设

存在 P 的某个合法三角剖分 T，它不是一个 Delaunay 三角剖分。 

 

图9-14 非Delaunay三角剖分中，必然存在内部非空的圆C(pipjpk) 

于是如图 9-14 所示，根据〖定理 9.6〗，必存在三角形pipjpk，在其外接圆C(pipjpk)的内

部，包含有另一个点pl ∈ P。三角形pipjpk的任一条边，都可以与点pl共同确定一个三角形；其

中，必有一个三角形与pipjpk不相交。不妨令之为pipjpl⎯⎯也就是说，该三角形与三角形pipjpk

的公共边为e := 
___
pipj。当然，这样的三角形pipjpk在T中可能同时存在多个，如果是这样，就取

其中使得角度∡piplpj最大的那个。请注意：三角形pipjpk的三条边，将圆C(pipjpk)分割成四个部

分：三角形pipjpk本身，以及另外三个拱形区域。现在，考察（在T中）与pipjpk相邻于边e的那个

三角形pipjpm。既然T是合法的，则e必然是合法的。由〖引理 9.4〗，pm不可能落在C(pipjpk)的

内部。因此，C(pipjpk)中以边e为底的那个拱形区域，必然被pipjpm的外接圆C(pipjpm)完全覆盖。

于是，必然有pl ∈ C(pipjpm)。此时，要么pl与pi分别处于直线
___
pjpm的两侧，要么pl与pj分别处于

直线
___
pipm的两侧。不失一般性地，假定为前一种情形。此时，根据Thales定理，必有∡pjplpm > ∡

piplpj⎯⎯这与(pipjpk, pl)的角度最大性不合。  

 

既然任一角度最优的三角剖分都必合法，故由〖定理 9.8〗可得出推论：P的任一角度最优的三

角剖分，必是P的一个Delaunay三角剖分。当P处于一般性位置时，合法三角剖分是唯一存在的⎯⎯

它就是唯一的那个角度最优的三角剖分，即与Delaunay图完全吻合的那个唯一的Delaunay三角剖分。

若P不是处于一般性位置，则在Delaunay图基础上的任何一个三角剖分，都是合法的。所有的这些

Delaunay三角剖分，并不都是角度最优的。尽管如此，它们的角度向量也相差不大。而且，根据Thales
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定理可以证明：对一组共圆的点，任何三角剖分中的最小角都是相等的。这就是说，最小角的大小

与具体的三角剖分无关。因此，在同一Delaunay图的基础上继续进行三角剖分，无论得到哪个Delaunay

三角剖分，其最小角总是相等的。这可以总结为如下定理： 

〖定理 9.9〗 

设 P 为任一平面点集。P 的任一角度最优的三角剖分，必是 P 的一个 Delaunay 三角剖分。此外，在

P 的所有三角剖分中，Delaunay 三角剖分使最小角达到最大。 

9.3 构造 Delaunay 三角剖分 

由以上分析可知，就我们的应用目标（比如根据一个采样点集 P 构造出一个多面式地形，以近

似对应的地形）而言，P 的 Delaunay 三角剖分的确是一种适宜的三角剖分。其原因在于，Delaunay

三角剖分可使其中的最小角最大化。现在的问题是，如何才能构造出一个 Delaunay 三角剖分呢？ 

第 7 章介绍过构造点集P的Voronoi图的方法。一旦得到Vor(P)，就可以很容易得到Delaunay图 

DG(P)；接下来，只要对其中包含多于三个顶点的面做进一步三角剖分，即可最终得到一个Delaunay

三角剖分。本节将另辟蹊径, 采用随机增量式算法来直接计算Delaunay三角剖分。在第 4 章中解决线

性规划问题时，以及在第 6 章中解决点定位问题时，这类算法都曾获得过成功。 

 

图9-15 足够大的包围三角形 

第 6 章中，首先用一个足够大的矩形，将整个场景都包括进去。这样会有很多便利之处，比如，

可以避免无界梯形（trapezoid）之类的麻烦。按照同样的思路，此处也首先用一个足够大的三角形

将整个点集P包围起来（如 图 9-15 所示）。为此，需要引入两个辅助点p-1 和p-2，它们与P中的最高

点联合构成的三角形，将包含所有的点。也就是说，我们计算的是P∪{p-1, p-2}的（而不是P的）Delaunay

三角剖分。这个三角剖分一旦构造出来，只需将p-1、p-2 以及与它们关联的各边删去，即可得到P的

Delaunay三角剖分。为此，我们所选择的p-1 和p-2 必须相距足够远，才不致于对P的Delaunay三角剖分

中的任何三角形有所影响。尤其必须保证的一点是，它们不能落在P中任何三点的外接圆内。具体的

实现细节，将在稍后介绍；现在，还是先来看看算法本身。 
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这是一个随机增量式算法。我们按随机次序逐一引入各点，整个过程中，都要维护并更新一个

与当前点集对应的Delaunay三角剖分。考虑引入点pr时的情况。首先，要在当前的三角剖分中，确定

pr落在哪个三角形内（具体方法稍后将介绍）。然后，将pr与该三角形的三个顶点分别联接起来，生

成三条边。倘若pr碰巧落在三角剖分的某条边e上，就需要找到与e关联的那两个三角形，然后将pr

与对顶的那两个顶点分别联接起来，生成两条边。这两种情况的处理方法如 图 9-16 所示。 

 

图9-16 引入点pr时可能的两种情况：pr落在某个三角形内部（左），pr恰好落在某条

边上（右） 

如此又得到了一个三角剖分，但它不见得是一个 Delaunay 三角剖分⎯⎯因为，在引入点 pr之后，原

来的某些边可能不再合法。为消除这些不合法性，需要针对每一条可能的非法边，调用一次子函数

LEGALIZEEDGE。这个子函数通过边翻转操作，将所有的非法边转换为合法边。以下首先对主算法做

一准确的描述，然后再讨论这种转换的具体细节。为便于分析，不妨假定集合 P 由 n+1 个点组成。 

算法 DELAUNAYTRIANGULATION(P) 

输入：由平面上 n+1 个点组成的一个集合 P 

输出：P 的一个 Delaunay三角剖分 

1.  令 p0为 P 中依字典序最高的点，亦即，y-坐标最大的多个点中最靠右的那个 

2.  在 R2中选取相距足够远的点 p-1和 p-2，将 P 完全包含于三角形 p0p-1p-2之中 

3.  将 T 初始化为单独的一个三角形 p0p-1p-2 

4.  随机地选取 P\{p0}中各点的一个次序：p1, …, pn 

5.  for r ← 1 to n 

6.   do (* 将 pr插入到 T 中 *) 

7.    找到 pr所在的三角形 pipjpk ∈ T 

8.    if (pr落在三角形 pipjpk的内部) 

9.     then 分别将 pr与三角形 pipjpk的三个顶点联接起来 
 (* 生成三条边，从而将三角形 pipjpk一分为三 *) 

10.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pipj, T) 

11.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pjpk, T) 
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12.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pkpi, T) 

13.    else (* pr正好落在三角形 pipjpk的某一条边（不妨设为
___
pipj）上) 

14.      将 pr分别与 pk以及与
___
pipj关联的另一三角形的第三个顶点 pl联接起来 

 (* 从而将与
___
pipj相关联的那两个三角形划分成四个三角形 *) 

15.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pipl , T) 

16.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
plpj, T) 

17.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pjpk, T) 

18.      LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pkpi, T) 

19.  将点 p-1、p-2以及与之关联的所有边从 T 中剔除掉 

20.  return (T) 

 

接下来将要讨论的问题是：在第 8 行（或者第 13 行）得到了一个三角剖分之后，应该如何将其

转换为一个Delaunay三角剖分。由〖定理 9.8〗可知，一个三角剖分是Delaunay三角剖分，当且仅当

其中的所有边都是合法的。按照算法LEGALTRIANGULATION的原则，不断地对非法边实施翻转操作，

直到重新回到一个合法三角剖分。只有一个问题尚待解决：在点pr插入之后，哪些边有可能会变得

非法？如 图 9-17 所示，我们注意到，原来的任何一条合法边
___
pipj，只有在与其相关联的（最多两个）

三角形之一发生变化时，才有可能会成为一条非法边。因此，我们只需检查新生成的那些三角形（的

各边）。这项工作是由子程序LEGALIZEEDGE来完成的，它会对有关的各边进行检查，若有必要，则

进行边翻转。每翻转一条边之后，可能又会进而使得其它的某些边变得非法。对于所有可能的新非

法边，LEGALIZEEDGE都要递归地调用自己，逐一进行核查。 

 

图9-17 只有在与之关联的三角形发生变化时，原先的合法边才可能转为非法边 

算法 LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pipj, T) 
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1.  (* pr为插入的点，
___
pipj为 T 中可能需要翻转的一条边 *) 

2.  if (
___
pipj是非法的) 

3.   then 令 pipjpk为沿着边
___
pipj与 prpipj相邻的三角形 

4.     将原来的边
___
pipj替换成边

___
prpk  (* 翻转

___
pipj *) 

5.     LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pipk, T) 

6.     LEGALIZEEDGE(pr, 
___
pjpk, T) 

 

其中，第 2 行要检查某条边的合法性。通常，利用 〖引理 9.4〗的结论即可完成这一测试。然

而在这里，由于特殊点p-1 和p-2 的存在，情况要略微复杂一些。这一问题将在稍后讨论；我们首先来

证明该算法的正确性。 

 

图9-18 新生出的每一条边，都必然与pr相关联 

为了保证该算法的正确性，需要证明：LEGALIZEEDGE子程序的所有调用都返回之后，将不会再

有任何的非法边。从LEGALIZEEDGE的代码可以清楚地看出，由于pr的插入而新生出来的每一条边，

都必然与pr相关联。这一点也可以从 图 9-18 中看出：在原有的某些三角形被销毁之后，新生出来的

三角形用灰色表示。至关重要的一个观察结论（将在后面得到证明）是：所有新的边都是合法的⎯⎯

因此，并不需要对它们进行检查。此前我们已经注意到了：任何一条边若（从合法）变成非法，则

与之相关联的（至多两个）三角形中必有其一发生了变化。综合这两个观察结论可知：所有可能变

为非法的边，都必然会接受该算法的检查。也就是说，该算法是正确的。需要指出的是：与算法

LEGALTRIANGULATION一样地，该算法也不致于陷入无限的死循环⎯⎯这是因为，每经过一次翻转，

三角剖分的角度向量总是会单调地增长。 



第 9 章 Delaunay 三角剖分：高度插值 9.3 构造 Delaunay 三角剖分 

257 

〖引理 9.10〗 

无论是由算法 DELAUNAYTRIANGULATION 生成的边，还是在插入点 pr 的过程中生成的边，都是Ω ∪ 

{p1, …, pr}的 Delaunay 三角剖分中的边。 

〖证明〗 

首先，考察将三角形 pipjpk（可能还有三角形 pipjpl）分割开来的边
___
prpi、

___
prpj、

___
prpk（也可

能还有
___
prpl）。既然在插入点 pr之前，pipjpk曾经是 Delaunay 三角剖分中的一个三角形，故对

于任何的 t < r，点 pt都不可能落在 pipjpk的外接圆 C 内。我们可以将 C 收缩为另一个圆 C'，这

个圆包含于 C 之中，而且穿过 pi和 pr。既然 C' ⊂ C，则 C'（的内部）必然是空的。这就说明，

在插入点 pr之后，
___
prpi必然是 Delaunay 图中的一条边。同样的道理，

___
prpj和

___
prpk也具有这一性

质。（如果还有
___
prpl，亦是如此。） 

 

图9-19 经翻转操作后，边
___
pipj被替换为边

___
prpl 

接下来，考察被LEGALIZEEDGE翻转的任一条边。如 图 9-19 所示，每经过一次这样的翻转

操作，都会将某个三角形pipjpk的边
___
pipj替换为与pr相关联的另一条边

___
prpl。在插入点pr之前，pipjpk

是一个Delaunay三角形，而且，pr落在该三角形的外接圆之内（否则
___
pipj就不会是非法的）。因

此，我们总是能够将该外接圆收缩为另一个圆，使得除了pr和pl落在其边界上之外，这个圆的内

部是空的。这样，在此次插入之后，
___
prpl必然是Delaunay图中一条边。  

 

以上证明了算法的正确性。下面，还需要就以下两个重要步骤的实现方法做一详细描述：在算

法DELAUNAYTRIANGULATION的第7行，如何才能找到pr所处的那个三角形？在子函数LEGALIZEEDGE

第 2 行的测试中，如何才能妥善地处理点 p-1和 p-2？首先回答前一问题。 

 

为了确定pr落在哪个三角形之中，可以模仿第 6 章曾经使用过的一种方法：在构造Delaunay三
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角剖分的过程中，我们同时也构造一个点定位结构D⎯⎯它是一幅有向无环图（directed acyclic 

graph）。D中的各匹叶子，分别对应于当前三角剖分T中的各个三角形，而且在这些叶子节点与对应

的三角形之间，我们也的确会维护一些指针，使它们互相指向对方。D中的每个内部节点，都对应于

曾经在此前某个阶段的三角剖分中存在过的某个三角形，只不过到了现在，这个三角形已经被销毁

了。这个点定位结构的构造方法如下。在第 3 行，我们将D初始化为只含有一个叶子节点的一幅

DAG⎯⎯这个节点对应于三角形p0p-1p-2。 

 

图9-20 将点pr插入到三角形Δ1中时，数据结构D的相应变化（本图忽略了D中没有发生

变化的部分） 

现在，假设在算法执行过程的某一步，我们将当前三角剖分中的某个三角形pipjpk进一步细分为

三个（或者两个）三角形。与这个操作相对应地，结构D中将会增加三匹（或者两匹）叶子；而原先

对应于三角形pipjpk的那匹叶子，将成为一个内部节点；这个内部节点通过若干个指针，指向新近生

成的这三匹（两匹）叶子。通过一次边翻转操作，可以将原来的两个三角形pkpipj和pipjpl替换为新的
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三角形pkpipl和pkplpj，此时的处理方法也与之类似⎯⎯对应于这两个新的三角形，分别生成一匹叶子，

并且要通过指针，从原来与pkpipj和pipjpl对应的节点分别指向新的这两匹叶子。图 9-20 中所显示的，

就是在引入一个新的点之后，结构D随之发生的变化。需要注意的是，在将原来的某匹叶子转换为一

个内部节点时，需要从该节点发出的指针最多不会超过 3 个。 

借助于结构 D，在将下一点 pr 引入到三角剖分中的时候，可以按照如下方法确定其位置。从 D

的根节点（即对应于三角形 p0p-1p-2的那个节点）开始。只要依次检查这个根节点的三个孩子节点，

就可以确定 pr落在其中的那个三角形之中；然后，我们就转到与这个三角形相对应的那个孩子节点。

接下来，逐一检查这个节点的各个孩子节点，进而转到其中包含 pr的一个（子）三角形。如此进行

下去，直到到达 D 的某匹叶子。这匹叶子所对应的，就是在当前三角剖分中包含 pr的那个三角形。

因为从任何节点发出的指针不会超过 3 个，因此这一查找过程所需要的时间，将线性正比于查照路

径的长度⎯⎯或者换而言之，线性正比于结构 D 中包含 pr的三角形总数。 

 

现在，只剩下最后一个技术细节尚未交待⎯⎯如何选取合适的 p-1 和 p-2？又如何实现对一条边

合法性的测试？一方面，既然不希望由于 p-1和 p-2 的存在而对 P 的 Delaunay 三角剖分造成任何影响，

它们就必须相距足够远；而另一方面，我们也不希望为此使用巨大的坐标值。因此在这里，只是符

号式地（symbolically）看待这些点⎯⎯无需给它们赋予实际的坐标，而修改点定位与鉴别合法边的

测试算法，使得其效果等同于这些点相距足够远。 

以下，对于任意一对点 p := (xp, yp)和 q := (xq, yq)，若 yp>yq，或者 yp = yq且 xq > xp，则称“p 高

于 q”。依此定义，即可在 P 中各点之间确定一个字典序。 

分别取位于整个点集 P 之下、之上的一对水平线 l-1和 l-2。假想地在 l-1上取 p-1，沿 l-1 向右移动

p-1，直到它不再落在 P 中任何三个点的外接圆内，并使 P 中各点相对于 p-1 的极角次序，与它们的字

典序完全一致。然后，假想地在 l-2上取 p-2， 沿 l-1 向左移动 p-1，直到它不再落在 P∪{p-1}中任何三

个点的外接圆内，并且使得 P∪{p-1}中各点相对于 p-2 的极角次序，与它们的字典序完全一致。 

P∪{p-1, p-2}的 Delaunay 三角剖分由四部分组成：P 的 Delaunay 三角剖分，p-1与 P 的右侧凸包

上各点之间的联边，p-2与 P 的左侧凸包上各点之间的联边，以及 p-1 与 P-2 之间的联边
——p-1p-2。P 中的

最高点 p0 和最低点，与 p-1 和 p-2 之间都有联边。 

在点定位阶段，需要判断点 pj 相对于有向直线
→pipk的位置。得益于以上 p-1 和 p-2 的选取方法，

以下条件都是等价的： 

 pj位于有向直线
→pip-1的左侧； 

 pj位于有向直线
→p-2pi的左侧； 
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 按字典序，pj大于 pi。 

在判断某条边的合法性时，又该如何处理 p-1和 p-2 呢？设待测试的边为
→pipj，设与该边关联的两

个三角形（如果都存在的话）的第三个顶点分别为 pk和 pl。 

 →pipj为三角形 p0p-1p-2 的一条边。这类边必定合法。 

 下标 i、j 和 k 均非负。这是最常见的情况，参与测试的这些点都不是当做符号来处理的。

因此，
→pipj非法，当且仅当 pl 落在 pi、pj和 pk 的外接圆内。 

 所有其余的情况。这些情况下，
→pipj合法当且仅当 pl 落 min(k, l) < min(i, j)。 

最后一种情况还需进一步说明。其中，
→pipj即

→p-1p-2的情况，属于第一类情况，故而可以假定下标

i 和 j 中至多一个为负。另一方面，鉴于 pk和 pl之一必定就是刚刚插入的点 pr，下标 k 和 l 中也至多

有其一为负。 

若四个下标中中有一个为负，则对应的点必落在另三个点外接圆之外，此时我们的方法正确。 

否则，min(i, j)和 min(k, l)都是负的。再考虑到 p-2必落在 P∪{p-1}中任意三点的外接圆之外，说

明我们的方法（在这一情况下）也是正确的。 

9.4 分析 

首先，我们要对该算法执行时数据结构的演变过程做一考察。这一过程中数据结构的总体变化

量，也就是算法生成和销毁的三角形总数。在开始分析之前，需要引入两个记号：Pr := {p1, …, pr}，

以及 DGr := DG(Ω ∪ Pr)。 

〖引理 9.11〗 

由算法 DELAUNAYTRIANGULATION 生成的三角形，总数目的期望值不超过 9n + 1。 

〖证明〗 

一开始，我们要以Ω中的点为顶点，生成单独的一个三角形。在算法的第 r 轮迭代中，我

们要插入 pr。为此，首先要对一个或者两个三角形进行细分，得到三个或者四个新的三角形。

无论如何，经过这一细分后生成的新边的数目总是确定的⎯⎯具体讲，也就是
___
prpi、

___
prpj、

___
prpk和

___
pipj（或者是

___
prpl）。此外，在 LEGALIZEEDGE过程中我们每翻转一条边，也会生成两个新的三角

形。而且同样地，经过每次翻转操作，还会在 DGr中生成一条与 pr相关联的新边。总而言之：
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在插入点 pr之后，若 DGr中与 pr关联的边数为 k，则我们所生成的三角形的数目不会超过 2(k-3) 

+ 3 = 2k – 3。其实，k 也就是 pr在 DGr中的度数；记作 deg(pr, DGr)。 

那么，就集合P可能的所有排列而言，pr的度数的期望值等于多少呢？为了界定这一数值，

我们需要再次使用曾经在第 4 章和第 6 章使用过的方法⎯⎯后向分析。也就是说，在这一时刻，

我们首先要固定集合Pr。我们需要界定的，是Pr中的一个随机成员⎯⎯点pr⎯⎯的期望度数。根

据〖定理 7.3〗，Delaunay图 DGr中至多含有 3(r+3) - 6 条边。将三角形p-1p-2p-3的三条边从其

中排除掉，Pr中各顶点度数的总和要小于 2 × [3(r+3) – 9] = 6r。这就是说，Pr中任一随机点的

期望度数为 6。将上述分析结论综合起来，我们就可以这样来界定在第r步中生成三角形的数目： 

E[第 r 步生成的三角形数目] 

≤ E[2 · deg(pr, DGr) - 3] 

= 2 × E[deg(pr, DGr)] - 3 

≤ 2 × 6 - 3 

= 9 

生成的三角形总数，等于最开始时生成的那个三角形 p-1p-2p-3，以及随后每一步插入过程

中所生成三角形的数目之和。故由期望的线性律可知：其期望值不超过 1 + 9n。  

 

这样就得出了如下的最后结论： 

〖定理 9.12〗 

任意给定由平面上 n 个点组成的一个集合 P，我们都可以使用 O(n)的期望空间，在 O(nlogn)的期望时

间内构造出 P 的 Delaunay 三角剖分。 

〖证明〗 

算法的正确性，在上面的讨论中已经得证。至于其空间复杂度，我们可以注意到：只有查

找结构D，才有可能占用超过线性规模的存储空间。然而，D中的每一个节点，都对应于在该算

法过程中生成的某一三角形。根据〖引理 9.11〗，其期望值为O(n)。 

为了界定该算法的期望运行时间，我们暂且不计（第 6 行）点定位查询所消耗的时间。这

样，该算法的运行时间，就正比于其生成的三角形总数。再一次可由〖引理 9.11〗得出结论：

若不考虑用于点定位查询的时间，该算法的期望运行时间为O(n)。 

现在，回过头来估计点定位查询所消耗的时间。每次在当前的三角剖分中确定点 pr的位置，

所需要的时间都将正比于我们需要在 D 中访问的节点总数。而任何一个被访问到的节点，都对

应于算法在此前所生成的、包含点 pr的某一三角形。在这些三角形中，除了最后（对应于一匹

叶子的）那个之外，都满足下面三条性质： 它诞生于算法此前的某个阶段； 但后来又（通
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过细分或翻转操作）被销毁了； 当然，它还必须包含点 pr。因此，若对当前三角剖分中的三

角形分别统计，则对点 pr进行定位所需的时间可以划分为两部分：前一部分为常数 O(1)，后一

部分线性正比于满足上述三条性质的三角形总数。 

三角剖分中的任何一个三角形 pipjpk若被销毁了，其原因不外乎以下两种之一： 

 插入点 pl，该点位于三角形 pipjpk的内部（或者落在其边界上）； 

 通过边翻转操作，将三角形 pipjpk 以及与之相邻的另一个三角形 pipjpl，替换为新

的一对三角形 pkpipl和 pkpjpl。 

若是前一原因，则在插入点 pl之前，pipjpk原本就是一个 Delaunay 三角形。若是后一种情

况，则要么 pipjpk是原来的一个 Delaunay 三角形，而且插入的点是 pl，要么 pipjpl是原来的一

个 Delaunay 三角形，而且插入的点是 pk。如果 pipjpl是原来的一个 Delaunay 三角形，那么既

然后来需要对边
___
pipj实施翻转操作，就必然意味着点 pk和 pr都落在 pipjpl的外接圆内。 

无论是哪一种情况，只要三角形 pipjpk的确被访问到了，我们就总是可以将导致这次访问

的原因，归于另一个 Delaunay 三角形Δ，而且Δ与 pipjpk同时被销毁掉了⎯⎯也就是说，点 pr

落在Δ的外接圆内。任意给定一个三角形Δ，由 P 中所有落在Δ外接圆之内的点构成的集合，记

作 K(Δ)。根据前面的分析，在确定点 pr位置的过程中需要访问到某个三角形的原因，可以归于

满足 pr ∈ K(Δ)的某个三角形Δ。不难看出，对于 K(Δ)中的任何一点，三角形Δ最多只能起到一

次这种作用。因此，所有点定位查询所消耗的时间总量为： 

O(n + ∑
Δ

card(K(Δ))) .............................................................................. (9.1) 

求和范围覆盖算法所生成的所有三角形。稍后将证明：该和式的期望值为 O(nlogn)。  

 

接下来需要解决的问题，就是界定出各个集合K(Δ)的大小。若Δ是Ω ∪ Pr的Delaunay三角剖分中

的一个三角形，card(K(Δ))的期望值应该等于多少呢？我们知道：在r = 1 时，其期望值大致为n；而

当r = n时，则应该是零。然而，介于这两个极端之间，情况又会如何呢？随机化（randomization）具

有这样一点好处：通常它总是会在这两个极端之间进行“插值”。马上会闪入我们脑子里的一个直

觉就是：既然Pr是一个随机样本，那么落在三角形Δ ∈ DGr内部的点数就应该差不多是O(n/r)。这个直

觉是正确的，然而千万不要掉以轻心⎯⎯实际上，这一点并不见得对DGr中的所有．．三角形都成立。尽

管如此，在计算表达式 (9.1)时，这一点看起来的确是成立的。 

本节剩下的部分将就点集处于一般性位置的情况，对上述事实给出一个扼要的证明。对于一般

化的情况，这一结论同样能够成立。不过，想要现在就给出证明，恐怕得费九牛二虎之力。因此，

我们只好将这项工作推迟到下一节⎯⎯在那里，我们将在更具一般性的条件下解决这一问题。 
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〖引理 9.13〗 

对于任何处于一般性位置的点集 P，都必有 

∑
Δ

card(K(Δ))  =  O(nlogn) 

其中的求和范围，覆盖由算法生成的所有 Delaunay 三角形Δ。 

〖证明〗 

既然 P 处于一般性位置，它的任一子集 Pr也必然处于一般性位置。这就意味着：在插入点

pr 之后所得到的三角剖分必然是唯一确定的，它就是 DG(Ω∪Pr)。将 DG(Ω∪Pr)中的三角形组成

一个集合，记作 Tr。根据这一定义，在第 r 轮迭代中生成的那些 Delaunay 三角形合起来，正好

等于 Tr\Tr-1。于是，就可以将我们准备界定的那个求和式重新表述为： 

∑
r=1

n

⎝
⎛

⎠
⎞∑

Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))   

对于每个点 q，我们都用 k(Pr, q)来表示满足 q ∈ K(Δ)的三角形Δ ∈ Tr；此外，令 k(Pr, q, pr)

为既满足 q ∈ K(Δ)，而且也与 pr相关联的那些三角形Δ ∈ Tr的数目。我们知道，在第 r 轮迭代

中生成的任何一个 Delaunay 三角形，都必然与 pr相关联。因此就有： 

∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))  =  ∑
q ∈ P\Pr

k(Pr, q, pr) ........................................................ (9.2) 

现在暂且将 Pr固定。也就是说，我们将总是在“假定 Pr等于某个固定集合 P*
r”的前提下，

相对于集合 P 的所有排列来考察其期望值。这样，k(Pr, q, pr)的大小将取决于 pr的选取。一个

三角形Δ ∈ Tr与一个随机点 p ∈ P*
r相关联的概率，至多不过

3
r，因此就得到： 

E[k(Pr, q, pr)]  ≤  
3 · k(Pr, q)

r  

只要对所有的q ∈ P\Pr进行求和，再应用式 (9.2)可得： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  
3
r · ∑

q ∈ P\Pr

k(Pr, q) ................................................... (9.3) 

P\Pr中的任何一个点 q，都有均等的机会成为 pr+1，因此有： 

E[k(Pr, pr+1)]  =  
1

n - r · ∑
q ∈ P\Pr

k(Pr, q) 
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将这一等式代入不等式 (9.3)，就得到了： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  3 · (
n - r

r ) · E[k(Pr, pr+1)] 

那么，k(Pr, pr+1)又等于多少呢？它正是Tr中满足pr+1 ∈ K(Δ)的三角形Δ的数目。根据〖定

理 9.6〗(i)的准则，这类三角形正是在插入点pr+1之后将被销毁掉的那些三角形。因此，可进一

步将上式写成： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  3 · (
n - r

r ) · E[card(Tr\Tr+1)] 

〖定理 9.1〗告诉我们，Tm中所含三角形的总数正好是 2(m+3) - 2 - 3 = 2m + 1。故而，

在插入点pr+1 后，将被销毁掉的三角形的数目，正好要比新生成的三角形少两个。因此，上述

求和式又可以进一步写成： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  3 · (
n - r

r ) · E[card(Tr+1\Tr) - 2] 

需要指出的是，直到现在，我们一直都是将 Pr看成一个固定的集合。这样，我们就可以针

对满足 Pr ⊂ P 的所有可能的 Pr，直接对这一不等式的两端分别进行平均；而且，若针对集合 P

的所有排列来计算期望值，这一不等式依然成立。 

我们已经知道，在插入点 pr+1的过程中所生成三角形的数目，总是等于在 Tr+1中与 pr+1相

关联的边数；而且，这种边的期望数目等于 6。因此可以最终得到： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  12 · (
n - r

r ) 

最后，只需将这一不等式针对所有的 r 进行求和，本引理即可得证。  

9.5 *随机算法框架 

至此，读者应该已经在本书中见过了三个随机增量式算法：第一个用于解决第 4 章中的线性规

划问题，另一个用于解决第 6 章中梯形图的计算问题，还有一个出现在本章，用来计算Delaunay三

角剖分。（第 11 章还会介绍一个这样的算法。）这几个算法与出现在计算几何（computational geometry）

文献中的其它此类算法一样，其工作原理如下。 

假设待解决的问题是：根据一组输入的几何对象X，构造某种几何结构T(X)（例如，给定平面上

的一组点，构造与之对应的Delaunay三角剖分）。若利用随机增量式算法来解决这一问题，将按照

随机的次序，逐个引入X中的各个对象；与此同时，还要对结构T做动态的维护和更新。每插入一个
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新的对象，算法都将首先确定，由于该对象的引入，结构T中的哪些部分将会发生冲突，以至于需要

进行调整⎯⎯这一步称作“定位”（location）；然后，需要在这些位置对结构T实施局部调整⎯⎯这

一步称作“更新”（update）。正是因为所有的随机增量式算法都是如此相似，所以对它们的分析方

法也就大同小异。虽然针对不同的问题有不同的随机增量式算法，但即使你愿意不厌其烦地对每个

算法都按部就班地进行一次分析，所得出的复杂度上界（upper bound）却都是一样。为了省去这些

重复性工作，我们必须建立起一套公理框架（axiomatic framework），从各种随机增量式算法中提炼

出其本质的共性。这一框架被称作构形空间（configuration space），利用这一框架，许多随机增量

式算法的复杂度上界都可以直接得到。（不巧的是，“configuration space”一词已经在运动规划领

域中被采用了，在那个领域里，该术语的含义与这里完全不同⎯⎯具体请参见第 13 章。）本节将先

对这一框架进行描述，然后再给出一个定理。对符合这一框架的任何随机增量式算法，我们都可以

运用这一定理进行分析。例如，只要借助该定理，〖引理 9.13〗就可以立即得证；而且，这种方法

无需假定P处于一般性位置。 

 

所谓的一个构形空间，是一个四元组(X, Π, D, K)。其中，X 为问题的输入，由一组共有限个（几

何）对象组成；我们用 n 来表示 X 的基数。集合 Π中的每个元素，都称为一个构形（configuration）。

最后，对 Π 中的每一个构形Δ，D 和 K 都为其指定了 X 的某个子集，分别记作 D(Δ)和 K(Δ)。我们

说，集合 D(Δ)的各元素分别定义．．（define）了某个构形Δ，而集合 K(Δ)的各元素则与某个构形Δ发生

冲突．．（conflict），或者说毁灭．．（kill）了构形Δ。集合 K(Δ)中所含元素的数目，称作构形Δ的冲突规．．．

模．（conflict size）。(X, Π, D, K)必须满足下列条件： 

 d := max{card(D(Δ)) | Δ ∈ Π}必须是一个常数。称作该构形空间的最大度数．．．．（maximum 

degree）。另外，由同一集合定义的构形，总数不得超过某个常数上界。 

 对于所有的Δ ∈ Π，都有 D(Δ) ∩ K(Δ) = ∅。 

对于任一构形Δ，若 X 的某个子集 S ⊆ X 将 D(Δ)包含于其中，却与 K(Δ)不相交，我们就说Δ是

“在 S 上活跃的．．．（active）”。对于 X 的任一子集 S，我们将在 S 上活跃的所有构形组成一个集合，

记作 T(S)。也就是说： 

T(S)  :=  {Δ ∈ Π : D(Δ) ⊆ S，而且 K(Δ) ∩ S  =  ∅} 

这些活跃的构形，就构成了我们所希望构造的（几何）结构。更确切地说，我们的目标就是要

计算出 T(X)。在对这一抽象框架深入讨论之前，我们还是首先来回顾一下截至目前所遇到的各种几

何结构，看看它们是否符合这一框架。 

9.5.1 半平面求交 

在这一问题中，输入集合X就是平面上的一组半平面。我们需要定义好Π、D以及K，使得T(X)
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恰好就是我们希望构造的东西⎯⎯具体说，也就是X中所有半平面的公共交集（如 图 9-21 所示）。 

 

图9-21 一组半平面的公共交集 

为此可以采用如下方法。首先，找出 X 中各半平面的边界线，这些直线之间的所有交点组成了构形

集合 Π。对于其中的任一构形Δ ∈ Π，其定义集．．．（defining set）D(Δ)由确定这一交点的那两条直线组

成；而其毁灭集．．．（killing set）K(Δ)，则由所有不含该交点的半平面组成。这样，无论是对于 X 的任

一真子集 S ⊂ X，还是对于 S = X 本身，集合 T(S)都由 S 中各半平面的公共交集的所有顶点组成。 

9.5.2 梯形图 

 

图9-22 梯形图 

就这一问题而言，输入集X是平面上的一组线段。而集合Π中的每一个构形就是一个梯形，这种

梯形必然出现在X的某个子集S ⊆ X所对应的梯形图中（如 图 9-22 所示）。对于任一构形Δ，其定义

集 D(Δ)由确定Δ所必需的那些线段组成；而梯形Δ的毁灭集 K(Δ)，则由那些与Δ相交的线段组成。

按照这样的定义，集合T(S)恰好就是由S所对应的梯形图中的所有梯形组成的。 

9.5.3 Delaunay 三角剖分 

如 图 9-23 所示，输入集X为平面上处于一般性位置的一组点。而集合Π中的每一个构形Δ都是

一个三角形，它由X中（不共线的）某三个点确定。定义集 D(Δ)是一个点集，其中的元素也就是Δ

的各个顶点；而毁灭集 K(Δ)则由落在Δ外接圆内的那些点组成。T(S)由若干三角形构成，根据 〖定

理 9.6〗，这些三角形恰好组成了S的那个唯一的Delaunay三角剖分。 
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图9-23 Delaunay三角剖分 

正如此前所交待过的，我们的目标是构造出结构 T(X)。若采用随机增量式算法来实现这一构造

过程，我们将首先计算出 X 中所有对象的一个随机排列 x1, …, xn，然后再按照这一次序逐一引入这

些对象；在此过程中，我们还要动态地维护 T(Xr)，其中的 Xr := {x1, …, xr}。之所以可以这样做，是

因为构形空间具有这样一个基本的性质：只要在局部对某个构形Δ进行检查，就可以判断出Δ究竟是

否属于 T(Xr)⎯⎯为此，只需找到Δ的定义集和毁灭集。具体来说，无论 Xr中的各个对象是按照何种

次序被引入的，最终得到的 T(Xr)都是一样的。例如，某个三角形Δ属于 S 的 Delaunay 三角剖分，当

且仅当Δ的顶点均来自于 S，而且 S 中的任何点都没有落在Δ的外接圆内。 

在对随机增量式算法进行分析的时候，通常首先要做的，就是为该结构的期望变化量建立一个

（上）界。这类例子很多，比如〖引理 9.11〗。下面这则定理的作用就是完成这项工作，不过，它

是在抽象出来的构形空间框架中来完成这项工作。 

〖定理 9.14〗 

设(X, Π, D, K)为一个构形空间，取 T 和 Xr定义如上。于是，包含于 T(Xr) \ T(Xr-1)中的构形的数目，期

望值不会超过 

d
r · E[card(T(Xr))] 

其中，d 为该构形空间的最大度数。 

〖证明〗 

在此前的几种情况中，都要对结构的变化量做出界定；这里亦是如此，我们也要采用后向

分析的方法⎯⎯也就是说，我们试图统计的不是在将 xr插入到 Xr-1中之后而生出的构形的数量，

而是在 Xr中删除 xr之后随之消失的构形的数量。为此，不妨令 Xr为 X 的某个固定子集 X*
r ⊂ X，

其基数等于 r。这样，我们的任务就是界定出，在将某个随机对象 xr从 Xr中删除之后，T(Xr)中

随之消失的那些构形Δ ∈ T(Xr)的期望数目。按照 T 的定义，这种Δ必然满足 xr ∈ D(Δ)。满足Δ ∈ 

T(Xr)和 x ∈ D(Δ)的二元组(x, Δ)，至多只有 d · card(T(Xr))个。由此可知： 

∑
x∈Xr

card({Δ ∈ T(Xr) | x ∈ D(Δ)})  ≤  d · card(T(Xr)) 
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这样，在 Xr中随机删除一个对象之后，随之消失的构形的期望数目，就应该等于
d
r · card

(T(Xr))。为了得出这一结论，我们所取的 Xr是 X 的一个基数为 r 的固定子集 X*
r ⊂ X。为了进而

得出一般性的上界，还需要考虑到所有可能的基数为 r 的子集，并对它们做平均⎯⎯这样，就

得到了
d
r · E[card(T(Xr))]。  

 

在随机增量式算法的运行过程中，（几何）结构的变化总量会有多大？〖定理 9.14〗已经对此

给出了一个一般性的上界。然而在另一方面，点定位的计算量又是多少呢？本章也就此给出了一个

上界；而在其它的很多时候，都将需要得到一个与之形式相同结果。具体而言，我们的任务就是要

得出下面这个和式的上界： 

∑
Δ

card(K(Δ)) 

这里的求和范围，覆盖了由算法生成的所有构形Δ⎯⎯任何一个这样的构形，都出现在（至少）某一

个 T(Xr)中。下面这则定理，给出了它的一个上界。 

〖定理 9.15〗 

设(X, Π, D, K)为一个构形空间，取 T 和 Xr定义如上。于是，若考虑所有的 T(Xr)（1 ≤ r ≤ n），并对

至少出现在其中某一个 T(Xr)之中的那些构形Δ进行求和∑
Δ

card(K(Δ))，则该和式的期望值不会超过 

∑
r=1

n

d2 · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · ⎝
⎛

⎠
⎞E[card(T(Xr))]

r   

其中，d 为该构形空间最大度数。  

〖证明〗 

这里几乎可以照搬〖引理 9.13〗的证明过程。首先，将这一求和式整理为： 

∑
r=1

n

⎝
⎛

⎠
⎞∑

Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))  

然后，考察 T(Xr)中满足 y ∈ K(Δ)的构形Δ，将这类Δ的总数记作 k(Xr, y)；考察 T(Xr)中同时

满足 y ∈ K(Δ)和 xr ∈ D(Δ)的构形Δ，将这类Δ的总数记作 k(Xr, y, xr)。在插入 xr之后，随之生出

的每一个新构形Δ都必然满足 xr ∈ D(Δ)。这就意味着： 



第 9 章 Delaunay 三角剖分：高度插值 9.5 *随机算法框架 

269 

∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))  =  ∑
y ∈ X\Xr

k(Xr, y, xr) ......................................................... (9.4) 

现在，将集合 Xr固定住。这样，k(Xr, y, xr)的期望值就取决于在 Xr中对 xr的选取。对于 T(Xr)

中的任一构形Δ，y ∈ Δ成立的概率不会超过
d
r，因此就有： 

E[k(Xr, y, xr)]  ≤  
d · k(Xr, y)

r  

只要对所有的y ∈ X\Xr，对该不等式求和，然后利用等式 (9.4)，就可以进一步得到： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  
d
r · ∑

y ∈ X\Xr

k(Xr, y) ................................................... (9.5) 

另一方面，X\Xr中的每一个 y 作为 xr+1出现的可能性都是相同的，于是就有： 

E[k(Xr, xr+1)]  =  
1

n-r · ∑
y ∈ X\Xr

k(Xr, y) 

将这个等式代入不等式 (9.5)，就得到了： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · E[k(Xr, xr+1)] 

在插入 xr+1的下一次迭代中，T(Xr)中的某些构形Δ将被销毁掉。现在可以看到，所谓的 k(Xr, 

xr+1)，正是这些将被销毁掉的构形的总数。这就是说，可以将上面最后那个不等式重新写成： 

E[ ∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · E[card(T(Xr)\T(Xr+1))] ............................ (9.6) 

然而，与〖引理 9.13〗的证明稍有不同的是，这里不能直接通过在第r+1 轮迭代中生成的

构形的数目，来界定在该轮迭代中被销毁掉的构形的数目⎯⎯原因在于，在一个一般的构形空

间中，这并不见得一定成立。因此，后面的证明将稍作变化。 

首先请注意到，不等式 (9.6)的两边，都可以分别对所有可能的Xr进行平均；而且，在取遍

X的所有排列之后，该不等式将依然成立。然后，再对所有r进行求和，并将其结果写成： 

∑
r=1

n

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · card(T(Xr)\T(Xr+1))  =   ∑
Δ

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n - [j(Δ) - 1]

j(Δ) - 1 ................... (9.7) 

其中，右侧的求和范围覆盖了由算法生成、后来又被销毁的所有构形Δ，这里的 j(Δ)表示销毁构

形Δ的那轮迭代的编号。令 i(Δ)表示生成构形Δ的那轮迭代的编号。既然 i(Δ) ≤ j(Δ) - 1，就有： 
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n - [j(Δ) - 1]
j(Δ) - 1   =  

n
j(Δ) - 1 - 1  ≤  

n
i(Δ) - 1  =  

n - i(Δ)
i(Δ)  

将其代入等式 (9.7)，就得到 

∑
r=1

n

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · card(T(Xr)\T(Xr+1))  ≤  ∑
Δ

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n - i(Δ)

i(Δ)  

而该不等式的右端不会超过 

∑
r=1

n

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · card(T(Xr)\T(Xr-1)) 

二者之间的差别，在于那些生成后没有被销毁的构形。 

于是就有： 

E[∑
r=1

n

∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  ∑
r=1

n

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · E[card(T(Xr)\T(Xr-1))] 

最后，根据〖定理 9.14〗，就可以得到我们所需要的一个上界： 

E[∑
r=1

n

∑
Δ ∈ Tr\Tr-1

card(K(Δ))]  ≤  ∑
r=1

n

d · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · 
d
r · E[card(T(Xr))] 

  

至此已在将条件抽象化之后，完成了对结构变化量的分析。如果你想试试，可以应用这一概括

性的结论，来分析我们用以构造 Delaunay 三角剖分的那个随机增量式算法。特别地，可以证明： 

∑
Δ

card(K(Δ))  =  O(nlogn) 

这里的求和范围，覆盖该算法所生成的全部三角形Δ；而集合 K(Δ)则由落在该三角形外接圆内的所

有点组成。 

对于不是处于一般性位置的点集，我们也希望能够定义出一个构形空间，且其中的构形都是三

角形。但不幸的是，这看起来似乎是不可能的。因此，在选取构形的时候，我们只好稍做调整。 

 

设 X 为平面上的一个点集（它不见得处于一般性位置）。你应该记得，集合Ω中的元素，就是
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在开始构造之初，我们所引入的三个附加点。在选取Ω中的这些点时，我们已经保证了它们不致于

对联接于 P 中各点之间的 Delaunay 边造成任何的破坏。由 X ∪ Ω中不共线的三个点构成的任一三元

组Δ = (pi, pj, pk)，都定义了一个满足 D(Δ) := {pi, pj, pk}的构形；而组成集合 K(Δ)的各点，要么落在三

角形 pipjpk 的外接圆的内部，要么落在该圆介于 pi和 pk 之间、经过 pj的那段弧上。这样的一个构形Δ，

称作X的一个Delaunay隅（Delaunay corner）⎯⎯因为，Δ在S ⊆ X上是活跃的，当且仅当沿着Delaunay

图 DG(Ω∪S)中的某张面的边界，pi、pj 和 pk 为依次相邻的三个顶点。请注意，不共线的任何三点，

都定义了三个互异的构形。 

 

图9-24 K(Δ)由落在三角形piprpj外接圆内的点组成（实心点为落在K(Δ)内的点；空心

点为落在K(Δ)外的点） 

一个重要的观察结论是：由算法DELAUNAYTRIANGULATION生成的每一个新三角形，都可以表示

为piprpj的形式⎯⎯其中，pr为本次迭代中将要插入的那个点；而
___
prpi和

___
prpj都是来自Delaunay图DG(Ω ∪ 

Pr)中的边（请回顾〖引理 9.10〗）。由此可知，在生成三角形piprpj的时候，三元组(pi, pr, pj)就是DG(Ω 

∪ Pr)中的一个Delaunay隅；而且正因为如此，它必然是一个在集合Pr上活跃的构形。至于该构形所

定义的集合K(Δ)，则是由落在三角形piprpj外接圆内的那些点组成的（如 图 9-24 所示）。因此，可以

将最初的那个求和式界定为 

∑
Δ

card(K(Δ)) 

任何一个 Delaunay 隅Δ，只要它曾经在构造过程的某一步中，出现在某个 Delaunay 图 DG(Ω ∪ Pr)中，

都属于上述求和式的范围。 

现在可以利用 〖定理 9.15〗。在S∪Ω对应的Delaunay图中，总共有多少个Delaunay隅呢？当该

Delaunay图已是一个三角剖分时，即最坏的情况。若S由r个点组成，则该三角剖分必由 2(r+3) - 5 个

三角形组成；相应地，共有 6(r+3) - 15 = 6r + 3 个Delaunay隅。于是，由 〖定理 9.15〗可知： 
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∑
Δ

card(K(Δ))  ≤  ∑
r=1

n

9 · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · ⎝
⎛

⎠
⎞6r-3

r   ≤  54n · ∑
r=1

n
1
r  ≤  54n(lnn + 1) 

至此，〖定理 9.12〗已经完全得证。 

9.6 注释及评论 

计算几何领域所研究的点集的三角剖分问题，即使在其它的领域中，也是广为人知的。二维或

者更高维点集的三角剖分，对数值分析（比如有限元分析）以及图形学来说，都是极为重要的（一

项预处理技术）。本章所讨论的三角剖分，仅限于一种情况⎯⎯只能利用给定的点做为三角剖分的

顶点。若允许使用附加的点⎯⎯即所谓的Steiner点（steiner point）⎯⎯则对应的问题就称为网格化

（meshing），第 14 章将对此进行研究。 

 

Lawson[244]曾经证明：通过（一系列的）边翻转操作，同一平面点集的不同三角剖分之间都可

以相互转化。后来他还建议通过反复地进行边翻转，来找到一个好的三角剖分⎯⎯每经过一次这样

的边翻转，三角剖分的某个代价函数就会有一定的改善 [245]。 

在早期的一段时间内，人们已经注意到，所谓插值效果好的三角剖分，应该尽量避免狭长三角

形的出现 [38]。然而直到后来，才由Sibson[360]将这一性质归纳为：若不考虑退化情况，则以角度

向量为标准，局部最优的三角剖分必是唯一的⎯⎯而这个三角剖分，也就是Delaunay三角剖分。 

这种方法只注意到了角度向量，而完全没有考虑到各数据点的具体高度，因此，它也被称作与

数据无关的方法（data-independent approach）。Rippa[328]曾经给出过采用这种方法的理由，根据他

的证明，无论具体的高度如何分布，在所有的三角剖分中，Delaunay三角剖分总能够使所生成地形

的粗糙度（roughness）最小化。不过，根据他的定义，粗糙度等于地形梯度的L2-模（L2-norm）的平

方的积分。后来的一些研究工作，试图通过引入高度信息这一因素来改进三角剖分。这类所谓的与

数据相关的方法（data-dependent approach），是由Dyn等人 [154]首先提出的。根据数据点的高度，

他们提出了对三角剖分进行评价的多种准则。有趣的是，他们也是从Delaunay三角剖分出发，然后

通过一系列的边翻转操作，不断得到改进后的三角剖分。针对分片的三次插值，Quak和Schumaker[325]

也采用了与此相同的方法；Brown[76]的工作，也是如此。Quak和Schumaker注意到，在逼近光滑表

面方面，他们所得到的三角剖分虽然比Delaunay三角剖分有所改进，但是并不大；然而若换成不光

滑的表面，效果就会有天壤之别。 

Delaunay三角剖分与Voronoi图互为对偶，关于这个问题，第 7 章中给出了更多的参考文献。 
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本章所介绍的随机增量式算法，来自Guibas等人 [196]；不过，其中对∑Δ card(K(Δ))的分析方法，

则是来自Mulmuley的专著 [290]。将该方法推广到退化点集的论证方法则是新的。Boissonnat等人

[69][71]以及Clarkson与Shor[133]，还分别提出了其它一些随机算法（randomized algorithm）。 

 

人们已经发现，由某一点集P得出的很多种几何图（geometric graph），都是P的Delaunay三角剖

分的子图。其中最重要的一个几何图，恐怕就要数点集的欧几里得最小支撑树（Euclidean minimum 

spanning tree - EMST）[349]了。其它的还包括Gabriel图（Gabriel graph）[186]，以及相对邻近图（relative 

neighbor graph）[374]。习题部分将对这些几何图进行讨论。 

还有一种重要的三角剖分，就是所谓的最小权三角剖分（minimum weight triangulation）

[12][42][146][147]⎯⎯亦即，以所采用各边的长度为权，总权重最小的那个三角剖分。在任一点集的

所有三角剖分中确定最小权三角剖分，在最近已被 [291]证明是NP-完全的（NP complete）。 

9.7 习题 

习题 9.1 试讨论如下问题：由平面上任意 n 个点组成的一个集合，可能有多少个三角剖分？ 

 a. 试证明：对于由 n 个点组成的集合，可能的三角剖分不会超过 2
(
n
2)
个；  

 b. 试证明：（对任何 n，总是）存在由 n 个点组成的一个集合，该集合至少有 2
n-2 n

个可行的三角剖分。 

习题 9.2 在三角剖分中，每个点的度数等于与之关联的边数。试构造出一个由 n 个点组成的平

面点集，它必须具有这样的性质：无论如何对其进行三角剖分，其中总是存在一个点

的度数为 n-1。 

习题 9.3 试证明：对于同一平面点集的任何两个三角剖分，我们总是可以通过（一系列的）边

翻转操作，将其中的一个三角剖分转换为另一个。提示：首先证明，给定同一凸多边

的任何两个三角剖分，总是可以通过（一系列的）边翻转操作，将其中的一个三角剖

分转换为另一个。 

习题 9.4 试证明：对于所有顶点都共圆的任何一个凸多边形（convex polygon），任何三角剖

分的最小角都是相等的。这就意味着，点集的任何．．一个 Delaunay 三角剖分，都将使

最小角达到最大。 

习题 9.5 a. 试证明：对于平面上的任意四个点 p、q、r 和 s，其中 s 落在 p、q 和 r 的外接圆

之内，当且仅当如下条件成立（假定点 p、q 和 r 按逆时针方向构成一个三角形）： 
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  det 

⎝⎜
⎜
⎜⎛

⎠⎟
⎟
⎟⎞

px py p
2
x+p

2
y 1

qx qy q
2
x+q

2
y 1

rx ry r
2
x+r

2
y 1

sx sy s
2
x+s

2
y 1

 > 0 

 b. 只要对上面的行列式进行测试，就可以判断三角剖分中的一条边是否合法。除此

之外，你能否给出其它的方法来实现这一判断？将你的方法与上面的方法进行比较，

然后讨论二者各自的优、缺点。 

习题 9.6 算法 DELAUNAYTRIANGULATION调用了一个递归过程 LEGALIZEEDGE。试将该过程改写成

迭代的形式，并将其与递归的版本做一比较，然后讨论二者各自的优、缺点。 

习题 9.7 试证明：出现在DG(Pr)中却不属于DG(Pr)的任何一条边，必与pr相关联。也就是说，正

如图 9-18 所示的那样，在DG(Pr)中出现的各条新边，必然构成一个（以pr为中心的）

星形结构。不借助于算法DELAUNAYTRIANGULATION，试对此给出一个直接的证明。 

习题 9.8 设n个点构成一个处于一般性位置的集合P，q ∉ P为P的凸包内的任一点。在P的

Delaunay三角剖分中，令pipjpk为包含q的一个三角形。（注意，由于q可能正好落在

Delaunay三角剖分中的某条边上，故这样的三角形可能有两个 ①。）试证明：
___
qpi、

___
qpj

和
___
qpk必然都是P ∪ {q}的Delaunay三角剖分中的边。 

习题 9.9 本章所给出了一个随机算法，它能够在 O(nlogn)的期望时间内，构造出任意 n 个点

的 Delaunay三角剖分。试证明：在最坏情况下，该算法的运行时间为Ω(n2)。 

习题 9.10 按本章所介绍的算法，在开始构造Delaunay三角剖分之前，首先要引入两个附加点p-1

和p-2。它们不能落在任何三个输入点的外接圆内，而且可以按照字典序看到P中各点。

为了保证这一点，这里的做法是：在实现涉及它们的操作时，须做特殊处理（参见第

9.3 节）。如果企图避免做如此特殊处理，需要显式地计算出这两个点的具体坐标。

请你给出计算的方法。（相对于本章介绍的方法，）这种方法更好吗？ 

习题 9.11 对于任一平面点集 P，其欧几里得最小支撑树（Euclidean minimum spanning 

tree - EMST）被定义为“联接 P 中所有点、长度最短的树”。在很多应用中，都需

要通过通讯线路（比如构建局域网）、公路、铁路等诸如此类的形式，将平面环境中

的多个基点联结起来。这类问题都将涉及到 EMST。 

                                                        

① 又，由于 q ∉ P，故这样的三角形至多只有两个。⎯⎯译者 
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 a. 试证明：在P的Delaunay三角剖分的边集中，包含了P的一棵EMST①； 

 b. 试利用上述性质设计一个算法，在 O(nlogn)时间内构造出 P 的一棵 EMST。 

习题 9.12 所谓的旅行商问题（traveling salesman problem - TSP），就是在给定若干个点之后，

计算出一条遍历（traverse）所有点的最短路径。旅行商问题是 NP-难的（NP hard）。

试借助上题所定义的 EMST，设计一个 TSP 的近似算法（approximate algorithm）。

该算法所生成的遍历路径，长度不超过最优解的两倍。 

习题 9.13 任意平面点集P的Gabriel图（Gabriel graph）定义如下：其中两点p和q为该图贡献一

条边，当且仅当以pq为直径的圆的内部没有P中其它任何点（如图 9-25 所示）。 

 

图9-25 pq为Gabriel图的一条边，当且仅当以pq为直径的圆内部为空 

 a. 试证明：P 的 Gabriel 图是 DG(P)的一个子图； 

 b. 试证明：在 P 的 Gabriel 图中，p 和 q 为相邻的两点，当且仅当由 p 和 q 确定的那

条 Delaunay边，与和它对偶的 Voronoi 边相交； 

 c. 试给出一个算法，在 O(nlogn)时间内，构造出任意 n 个点的 Gabriel 图。 

习题 9.14 对任意的平面点集 P，其相对邻近图（relative neighborhood graph - RNG）定义如下：

两个点 p 和 q 为相对邻近图贡献一条边，当且仅当 

  d(p, q)  ≤  min
r ∈ P\{p,q}

max
 

(d(p, r), d(q, r)) 

 

图9-26 pq为相对邻近图的一条边，当且仅当lune(p,q)内部为空 

 对于任意两点 p 和 q，令 lune(p,q)为分别以 p 和 q 为中心、以 d(p, q)为半径的两个

圆的公共部分。 

 a. 试证明：p 和 q 为相对邻近图贡献一条边，当且仅当 lune(p, q)的内部不含 P 中的

任何点； 

                                                        

① 注意：同一点集可能有多棵 EMST。⎯⎯译者 
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 b. 试证明：P 的相对邻近图为 DG(P)的一个子图； 

 c. 试给出一个算法，构造出任意点集的相对邻近图。 

习题 9.15 试证明：对于任意点集 P，其 EMST、RNG、GG 以及 DG 的边集具有如下关系： 

  EMST  ⊆  RNG  ⊆  GG  ⊆  DG 

 （其中各图的定义，参见以上的几道习题。） 

习题 9.16 对于由任意n个点组成的集合P，所谓P的一个k-聚类（k-clustering），就是将P划分为

非空的子集P1, …, Pk
①。对于其中任意两个子集Pi和Pj，它们之间的距离被定义为Pi中

各点到Pj中各点的最短距离，亦即： 

  dist(Pi, Pj)  :=  min
p∈Pi,q∈Pj

dist(p, q) 

 我们希望（对任意的 P 和 k）找出一个 k-聚类，使得各子集之间的最短距离达到最大。 

 a. 假设子集（Pi和 Pj）之间的最短距离是由 p ∈ Pi和 q ∈ Pj实现的。试证明：
___
pq 必

为 P 的 Delaunay 三角剖分中的一条边。 

 b. 试给出一个算法，在 O(nlogn)时间内构造出一个 k-聚类，使得其中各子集之间的

最短距离达到最大。提示：使用并查数据结构（union-find data structure）。 

习题 9.17 所谓三角剖分的权重．．（weight），就是其中所有边的总长度。构造最小权三角剖分．．．．．．．

（minimum weight triangulation），就是在任一点集的所有三角剖分之中，找出权重

最小者。 有人曾猜测：Delaunay三角剖分就是最小权三角剖分。请举一反例。 

习题 9.18* 试构造一个几何的构形空间(X, Π, D, K)，其中的 T(Xr)\T(Xr+1)与 T(Xr+1)\T(Xr)相比，可

以大到任意程度。 

习题 9.19* 利用构形空间（的概念及结论），对第 6 章中的随机增量式算法重新做一分析。 

 

                                                        

① Pi ∩ Pj = ∅，1 ≤ i < j ≤ k。⎯⎯译者 



1100   
更多几何数据结构：截窗 

将来，多数汽车上都会配备一套车辆导航系统，它可以帮助你确定你的位置，并引导你通往目

的地。这样一个系统中存有一张路线图，比如美国的公路图。系统也会跟踪你的位置，这样，无论

何时，你总能在车载计算机的屏幕上看到自己所处局部的路线图。这样的局部范围，通常是你当前

所在位置周围的一块矩形区域。有的时候，该系统甚至还能为你提供更多的帮助。比如，它可能会

提醒你，必须在前方的某个岔路口拐弯，否则就无法到达目的地。 

为发挥作用，该地图必须提供充分的信息细节。整个欧洲的一份详细地图中，含有极大量的数
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据。幸运的是，地图中只有一小部分内容需要显示。当然，系统还是应该能够在地图中找出这些部

分：给定一个矩形区域⎯⎯称为截窗（window）⎯⎯系统必须能够确定，地图中的那些部分（公路、

城市等）落在截窗内部，并显示这些内容。这个过程，称为截窗查询（windowing query）。 

 

图10-1 在美国地图上的一次截窗查询 

对地图的各个部分逐一检查，看看它是否落在截窗的内部，是一种直截了当的方法。然而鉴于

此时所处理数据的规模之大，这并不是一个可行的方法。我们的方法是，通过将地图存储为某种数

据结构，使得我们可以快速地抽取出落在特定截窗之内的部分。 

 

截窗查询不仅对地理图的操作有用。在其它（如计算机图形学或 CAD/CAM 等）一些应用领域

中，截窗查询也扮演着重要的角色。其中的一个例子，就是飞行模拟。组成地形模型的三角面片，

数量可能极大，但是在飞行员的视野范围之内，通常只是整个地形的很少一部分。因此，只能选取

位于某一给定区域之内的那部分地形。这一问题中的区域是三维的，故被称作视体（view volume）。 

 

图10-2 印刷电路板对应于平面图画 

另一个例子来自印刷电路板的设计（参见第 14 章）。如 图 10-2 所示，这类设计所得到的结果，一

般包括（若干层）由线路及元件构成的平面图画（planar drawing）。在设计过程中，设计员时常需

要放大电路板上某一特定的部分，以便更为仔细地进行观察。同样地，我们在这里所需要做的，就

是在电路板上所有的线路和元件当中，找出落在截窗之内的那些。实际上，无论何时，只要人们需

要对一个巨大而复杂对象的某一很小局部进行查看，就需要用到截窗技术。 
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第 5 章所介绍的区域查找与截窗查询非常类似。二者的差别，在于各自所处理数据的类型⎯⎯

前者所处理的数据是点集，而后者所处理的数据通常都是线段、多边形或曲线之类。另外，我们往

往会在高维查找空间中进行区域查找，而截窗查询的查找空间通常都仅限于二维或三维。 

10.1 区间树 

我们首先从上面所给例子中最容易的那个入手⎯⎯这就是对一块印刷电路板的截窗。这一问题

之所以比其它问题更加容易，是因为其处理的数据是受限制的⎯⎯印刷电路板上的物体，边界通常

都是由线段组成的，而且这些线段的方向只有少数几种可能。它们常常会与电路板的侧边平行，或

者与某条侧边成 45 度角。这里只考虑所有线段都与某一条侧边平行的情况。换而言之，如果认为x-轴

与电路板的底边重合，y-轴与左边重合，那么每条线段都与x-轴或y-轴平行⎯⎯如 图 10-3 所示，我

们称它们是与坐标轴平行的（axis-parallel）或正交的（orthogonal）。同时假定，查询窗口（query window）

也是与坐标轴平行的⎯⎯即它是一个各边都与坐标轴平行的矩形。 

 

 

图10-3 正交截窗查询 

设S为一组共n条与坐标轴平行的线段。为了解答截窗查询，需要使用一种数据结构来存放S，

使得对于任何给定的查询窗口W := [x : x'] × [y : y']，与W相交的所有线段总可以有效地被报告出来。

首先来看看，线段可能会如何与截窗相交。可以分为以下情况：线段可能完全落在W内部，可能与

W的边界有一个交点，也可能有两个交点，也可能与W的边界（部分）叠合（即有无数个交点）。

在多数情况下，线段至少有一个端点落在W内。只要将S中各线段所有的 2n个端点组成一个集合，

并针对截窗W进行一次区域查找，就可以找出所有这类线段。在第 5 章中，我们曾经见过能够支持

这一操作的一种数据结构⎯⎯区域树。一棵二维的区域树需要占用O(nlogn)空间，而且每次区域查找

都可以在O(log2n + k)时间内完成，其中k为实际被报告出来的点数。我们也曾经证明过：借助分散层

叠技术，可以将查询时间改进到O(logn + k)。这种方法有一个小问题。如果我们真地利用W对由所有
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线段端点构成的点集进行区域查找，那些两个端点都落在W中的线段就会被报告两次。这个问题不

难解决⎯⎯在每条线段第一次被找出来之后，我们立即对该线段做个记号，只有那些未做记号的线

段，才需要报告出来。另一种解决方法是，一旦在W中找到了某条线段的一个端点，我们将随即检

查该线段的另一个端点，看看它是否也落在W内。若没有落在W内部，则报告该线段。要是另一个

端点也落在W之内，那么只有在当前端点为（所属线段的）左端点或下端点的时候，才报告该线段。

上述分析可以归纳为如下引理： 

〖引理 10.1〗 

设 S 为平面上一组共 n 条与坐标轴平行的线段。对于任一与坐标轴平行的查询窗口，我们都可在

O(logn + k)时间内，将至少有一个端点落在该查询窗口内的所有线段报告出来；为此，需要使用一个

占用 O(nlogn)空间的数据结构，其预处理时间为 O(nlogn)。其中，k 为实际被报告出来的线段条数。 

 

 

图10-4 与查询窗口相交、两个端点都落在查询窗口之外的线段 

下面要讨论的问题是，如何找出两个端点都落在查询窗口之外（但仍然与查询窗口相交）的那

些线段（如图 10-4 所示）。这些线段或者与W的边界有两个交点，或者与W边界上的某条边（部分）

叠合。如果是一条垂直线段，它将与边界上的两条水平边相交。如果是水平线段，就会与两条垂直

边相交。因此，只要报告出与W边界的左边或顶边相交的所有线段，就可以（进一步从中）找出所

需的线段。（请注意，并不需要对边界上的另外两条边进行查询。）更准确地说，我们只需要报告

出两个端点都落在W之外的那些线段⎯⎯因为，其它的线段在此前已经被报告出来了。不妨集中考

虑这样一个问题：找出与W的左侧边相交的所有水平线段。我们只需交换x-和y-坐标，就可以按照同

样的方法处理顶边。 

我们面对的是这样一个问题：对平面上的一组水平线段S进行预处理，使得对于任一垂直查询

线段，我们都能够有效地将S中与之相交的所有线段报告出来。为了加深对该问题的理解，首先来看

看一个简单的版本：如图 10-5 所示，查询“线段”是一条完整的直线。设l := (x = qx)为这条查询直

线。水平线段s := (x, y)(x', y)与l相交，当且仅当x ≤ qx ≤ x'。因此，在这种条件下，只有线段的x-坐标
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才起作用。换而言之，这个问题已退化为这样一个一维的问题：在实轴上给定一组区间，要求将包

含待查询点（query point）qx的所有区间报告出来。 

 

图10-5 问题简化：针对直线的查询 

设 I := {[x1 : x '
1], [x2 : x '

2], …, [xn : x '
n]}为实轴上的一组闭合区间。为了同时考虑到原来二维的问

题，我们把该实轴假想为水平的，而且将“小（大）于…”说成是“位于…的左（右）边”。令 xmid

为这 2n 个区间端点的中值（median）。于是，在 xmid 的左边和右边，至多各有一半的区间端点。如

果查询值 qx落在 xmid 的左边，那么显然，完全落在 xmid 右边的区间都不可能包含 qx。根据这种构思，

可以构造出一棵二叉树。在该树的右子树中存放的，是由完全落在 xmid 右边的区间所组成的一个集

合 Iright；在左子树中存放的，是由完全落在 xmid 左边的区间所组成的一个集合 Ileft。对左、右两棵子

树，按照同样的方法进行递归构造。这里有一个问题需要处理：对于包含 qx 的那些区间，又将如何

处理呢？一种可能的方法是，将这些区间同时存放在左、右两棵子树中。 

 

图10-6 根据xmid，对所有线段进行分类 

然而这样一来，对于节点的孩子，这一问题依然可能再次发生。于是，一个区间将可能被多次

存储，从而导致该数据结构占用的空间过于庞大。为了克服区间重复存储的问题，可以采用另外一

种方法：对于由包含xmid的区间所组成的集合Imid，我们将其单独存储为另一个结构，并将该结构指

定给树的根节点。具体方法参见 图 10-6。请注意，在这幅（以及其它的）图中，尽管所有区间实际

上都落在实轴上，我们还是将它们画在不同的高度上，以示区别。 

借助这些新的关联结构，即可将Imid中包含qx的所有区间报告出来。至此又回到了此前所提出的
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问题：给定一组区间Imid，要求从中找出包含qx的所有区间。然而，如果运气不佳，Imid可能会与I完

全一样，如 图 10-7 所示。 

 

图10-7 运气不佳时，Imid可能与I完全一样 

表面看来，似乎我们又转回了原地，但实际上已经有所区别。现在我们已经知道了，Imid 中的

每个区间都包含了 xmid⎯⎯这一点十分有用。比如，假设 qx 位于 xmid 的左侧。在这种情况下，我们

就可以推断出，Imid 中每一区间的右端点必然位于 qx 的右侧。因此，只有各区间的左端点才是重要

的⎯⎯qx 落在区间[xj : x'
j] ∈ Imid 内，当且仅当 xj ≤ qx。如果按照左端点递增的次序，将各区间组织成

一个有序表，那么只要 qx 落在某个区间内，它就必然同时落在该区间在列表中的每一个前趋区间之

内。也就是说，可以沿着列表（从前往后）顺序扫描各个区间，一旦发现某个区间不包含 qx，即可

立即停止。此时之所以可以停止，是因为后面的区间绝不可能包含 qx。类似地，若 qx 位于 xmid 的右

侧，也可以沿着一个存放右端点的列表，（从前往后）顺序扫描各个区间。此时的这个列表，必须

按照右端点坐标递减的次序来组织⎯⎯只有这样，当待查询点 qx 落在 xmid 右侧时，才能对其进行遍

历（traversal）。最后，还有一种可能是 qx = xmid。此时，只需将 Imid 中的所有区间报告出来。（我

们并不需要专门处理这种情况。实际上，只要顺序扫描其中任一有序表即可。） 

 

图10-8 区间树 

接下来，对用以存放I中各区间的整个数据结构做一简要描述。该数据结构被称为区间树（interval 

tree）。图 10-8 就是一棵区间树，其中的垂直虚线，分别表示各节点所对应的xmid值。 

 若 I = ∅，则区间树为一匹叶子。 

 否则，取 xmid 为所有区间端点的中值。令 
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 Ileft := {[xj : x'
j] ∈ I | x'

j < xmid} 

 Imid := {[xj : x'
j] ∈ I | xj ≤ xmid ≤ x'

j} 

 Iright := {[xj : x'
j] ∈ I | xmid < xj} 

其对应的区间树的根节点为 v，xmid 就存放在 v 处。此外， 

 集合 Imid 被存储了两遍⎯⎯一次存放在按照各区间左端点排序的列表 Lleft(v)中，另一

次存放在按照各区间右端点排序的列表 Lright(v)中； 

 v 的左子树为与子集 Ileft 对应的一棵区间树； 

 v 的右子树为与子集 Iright对应的一棵区间树。 

〖引理 10.2〗 

任意 n 个区间所对应的区间树，占用 O(n)空间，深度为 O(logn)。 

〖证明〗 

深度的上界（upper bound）不证自明，故只需证明存储空间的上界。我们注意到，子集

Ileft、Imid和 Iright互不相交。这样，每一区间只能在一个集合 Imid中出现一次，于是，每一区间

只能在两个有序表中各出现一次。这就说明，所有关联列表所占用的空间总量不会超过 O(n)。

另外，树本身也只占用 O(n)的存储空间。  

 

根据区间树的定义，可以直接得到一个递归构造区间树的算法，如下所示。（你应该记得，lc(v)

和 rc(v)分别表示节点 v 的左、右孩子。） 

算法 CONSTRUCTINTERVALTREE(I) 

输入：实轴上的一组区间 I 

输出：集合 I 所对应区间树的根节点 

1.  if (I = ∅) 

2.   then return(一匹空叶子) 

3.   else 生成一个节点 v 
    计算全部区间端点的中值 xmid，并将 xmid存入 v 中 

4.     计算出 Imid，根据 Imid构造出两个有序表： 
     所有左端点的有序表 Lleft(v) 
     所有右端点的有序表 Lright(v) 
    并将这两个列表存入 v 中 

5.     lc(v) ← CONSTRUCTINTERVALTREE(Ileft) 

6.     rc(v) ← CONSTRUCTINTERVALTREE(Iright) 
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7.     return v 

确定一组点的中值，只需要线性的时间。尽管如此，与第 5 章的情况一样，更好的办法反而是

首先对所有点进行一次排序，并找出其中的中值。这样，在随后的各次递归调用中，就可以很容易

对这些经过预排序的集合进行更新。设nmid := card(Imid)，则生成列表Lleft(v)和Lright(v)需要O(nmidlognmid)

时间。因此，我们所需要的时间（不计递归调用所需的时间）为O(n + nmidlognmid)。与 〖引理 10.2〗

的证明方法同理，我们可以证明：该算法的运行时间为O(nlogn)。 

〖引理 10.3〗 

一组共 n 个区间所对应的区间树，可以在 O(nlogn)时间内构造出来。 

还有一个问题需要解释：借助区间树，如何才能找出包含 qx 的所有区间？我们已经就此做过扼

要的描述，下面就来给出具体的算法过程。 

算法 QUERYINTERVALTREE(v, qx) 

输入：以 v为根节点的一棵区间树，以及一个待查询点 qx 

输出：包含 qx的所有区间 

1.  if (v 不是叶子) 

2.   then if (qx < xmid(v)) 

3.      then 遍历列表 Lleft(v)： 
        从其中最左侧端点所属的区间开始，逐一报告出包含 qx的各区间 
        一旦到达不包含 qx的（第）一个区间，即终止遍历 

4.        QUERYINTERVALTREE(lc(v), qx) 

5.      else 遍历列表 Lright(v)： 
        从其中最右侧端点所属的区间开始，逐一报告出包含 qx的各区间 
        一旦到达不包含 qx的（第）一个区间，即终止遍历 

6.        QUERYINTERVALTREE(rc(v), qx) 

上述算法的查询时间，不难分析。每访问一个节点 v，只需要花费 O(1 + kv)时间，其中 kv 为在

v 处所报告出来的区间数目。所有被访问过的节点所对应的 kv 累加起来，自然应该等于 k。此外，

在树中的任一深度，我们最多访问一个节点。正如前面已经提到的，区间树的深度为 O(logn)。因此，

总的查询时间就是 O(logn + k)。 

 

上述有关区间树的结果，可以归纳为如下定理： 



第 10 章 更多几何数据结构：截窗 10.1 区间树 

285 

〖定理 10.4〗 

给定一组共 n 个区间 I，其对应的区间树占用 O(n)空间，而且能够在 O(nlogn)时间内构造出来。对于

任一待查询点，都可以借助区间树，在 O(logn + k)时间内将包含该点的所有区间报告出来，其中 k

为实际被报告出来的区间数目。 

 

至此可以稍事停顿并回味一下，上述结果到底对我们有何帮助。我们最初所要解决的问题是：

将一组与坐标轴平行的线段组织成某种数据结构，以使得对于任一指定的截窗W = [x : x'] × [y : y']，

都能够（有效地）找出与W相交的所有区间。使用第 5 章所介绍的数据结构⎯⎯区域树⎯⎯可以找

出（至少）有一个端点落在W之内的所有线段。与W相交的其它线段，必然与W的边界相交两次 ①。

为了找出这些线段，我们打算分别使用W的左侧边和底边 ②进行查询。这样，就需要某种数据结构

来存放一组水平线段，使得与任何垂直的待查询线段相交的所有线段，可以被有效地报告出来；类

似地，还需要一个数据结构来存放一组垂直线段，以支持针对任何水平线段的求交查询。我们从一

个稍微简单些的问题入手，并建立了一种数据结构来解决这一问题⎯⎯这个问题之所以简单些，是

因为其中的待查询对象是一条完整的直线。由此引出了区间树。现在，就来看看，应该如何对区间

树做推广，使之支持针对垂直线段的查询（如 图 10-9 所示）。 

 

图10-9 针对垂直线段的查询 

令SH ⊆ S为S中所有水平线段组成的子集，设q为一条垂直的待查询线段qx × [qy : q '
y]。对于SH中

的任何一条线段s := [sx : s '
x] × sy，我们将[sx : s '

x]称为该线段的x-区间（x-interval）。假定已经按照x-

区间的次序，将SH中的所有区间组织成了一棵区间树T。让我们对查询算法QUERYINTERVALTREE实际

检查一遍，看看在针对某一垂直的待查询线段q对T进行查找的过程中，会出现什么情况。以存储于

树T根节点处的xmid值为界，假定qx落在左侧。这种情况下，有一点依然成立：我们只需要对左子树进

                                                        

① 更准确地说，应该是“至少有两个交点”。⎯⎯译者 

② 原著第二版误作“top edge”，虽勘误已指出应为“bottom edge”，但可惜第三版仍未予更正。⎯⎯译者 
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行递归查询。之所以能够跳过右子树，是因为完全落在xmid右侧的那些线段不可能与q相交。然而，

原先对集合Imid的处理方式在此却不能继续套用。现在，线段s ∈ Imid的左端点落在q的左侧，还不足

以说明它必然与q相交；另一个必要条件是，s的y-坐标必须落在[qy : q '
y]之间。这一点可以从 图 10-10

中看出。 

 

图10-10 与q相交的每一条线段，其左端点必然落在阴影区域内 

因此，仅仅将所有端点组织成一个有序表，还是不够的。为此，需要另一种更为精致的关联结构：

对于任一待查询区域(-∞ : q '
x] × [qy : q '

y]，我们都能利用这一结构，将左端点落在该区域中的所有线段

报告出来。反之，若q落在xmid的右侧，也应该能够将其右端点落在区域[qx : +∞) × [qy : q '
y]中的所有

线段报告出来⎯⎯为了处理这种情况，还需要另一个关联结构。那么，如何实现这种关联结构呢？

实际上，我们所需要进行的查询，不折不扣地就是针对某一（平面）点集的矩形区域查询。于是顺

理成章地，使用第 5 章所介绍的二维区域树结构就行了。按照这种方法，关联结构将占用O(nmidlognmid)

的存储空间，其中nmid := card(Imid)，而对应的查询时间则为O(lognmid + k)。 

 

这样，用以存放 SH 中各水平线段的数据结构，形式如下。其主结构为存放所有线段 x-区间的

一棵区间树 T。在每个节点 v 处，我们存放的不再是两个有序表 Lleft(v)和 Lright(v)，而是如下的两棵区

域树：前一棵区域树 Tleft(v)存放的是 Imid(v)中所有线段的左端点；后一棵区域树 Tright(v)存放的是 Imid(v)

中所有线段的右端点。就其占用的存储量而言，区域树要比有序表高出一个 logn 的因子，因此该数

据结构总共占用的存储量将达到 O(nlogn)。预处理时间依然是 O(nlogn)。 

现在的查询算法与 QUERYINTERVALTREE 基本相同，二者只有一点差别⎯⎯在这里，不再是对有

序表 Lleft(v)进行遍历（traversal），而是对区域树 Tleft(v)进行查询。因此在每个节点上，只需要花费

O(logn + kv)时间，其中 kv 为（在 v 处）实际被报告出来的线段条数。既然查找路径由不超过 O(logn)

个节点组成，故总的查询时间就变成了 O(log2n + k)。 

由此可得如下定理： 
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〖定理 10.5〗 

设 S 为平面上的一组共 n 条水平线段。对于任一垂直待查询线段（query segment），我们都可在 O(log2n 

+ k)时间内，将 S 中与该线段相交的所有线段报告出来，其中 k 为实际被报告出来的线段条数；为

此需要借助一个数据结构，该结构占用 O(nlogn)空间，并可在 O(nlogn)时间内被构造出来。 

该结论与〖引理 10.1〗综合起来即可得到一种方法，解决针对与坐标轴平行的线段的截窗问题。 

〖推论 10.6〗 

设 S 为平面上一组共 n 条与坐标轴平行的线段。对于任一与坐标轴平行的矩形查询窗口，我们都可

在 O(log2n + k)时间内，将 S 中与该截窗相交的所有线段报告出来，其中 k 为实际被报告出来的线段

条数；为此需要借助一个数据结构，该结构占用 O(nlogn)空间，并可在 O(nlogn)时间内被构造出来。 

10.2 优先查找树 

第 10.1 节介绍了支持截窗的数据结构，其中的关联结构是通过区域树来实现的。针对这种结构

进行的区域查找，具有如下特殊性质：每次查询都在某一侧无界。本节将介绍另一种数据结构，称

为优先查找树（priority search tree），这种结构能够利用上述特殊性质，将存储性能改进至O(n)。这

一结构同时也简单许多，因为它并不需要进行分散层叠。利用优先查找树而不是区域树这一数据结

构来解决截窗问题，可以将 〖定理 10.5〗中的存储上界改进至O(n)。不过，〖推论 10.6〗中的存储

上界并不会因此有所改进⎯⎯因为，为了报告出落在截窗中的所有端点，仍然需要使用一棵区域树。 

设P := {p1, …, pn}为平面上的一组点。我们希望设计出一种结构，来求解形如(-∞ : qx] × [qy : q '
y]

的矩形查询。为了理解如何对这种特殊性质加以利用，让我们来看看一维的情况。一般的一维区域

查找，就是要找出落在某个区域[q '
x : qx]之内的所有点。为了能够有效地找出这些点，可以如第 5 章

所介绍的那样，将所有的点组织成一棵一维的区域树。如果待查询区域的左侧是无界的，实际上就

是要查找出落在(-∞ : qx]内的所有点。我们可以更高效地解决这个问题，方法是：从最左侧的点开始

对一个有序表进行遍历（traversal），一旦遇到第一个没有落在该区域中的点就立即终止遍历。采用

这种方法，查询时间为O(1 + k)，而不再是通常情况所需要的O(logn + k)。 

现在，又该如何将这一策略推广至左侧无界的二维区域查找呢？无论如何，如果不使用关联结

构，就必须将 y-坐标的信息集成到该结构中来，这样才能在 x-坐标落在(-∞ : qx]内的所有点中，轻松

地找出 y-坐标落在[qy : q '
y]内的那些点。要是采用一个简单的线性列表，并不足以漂亮地完成这一任

务。因此，我们采用了另一种结构⎯⎯堆（heap）。 
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图10-11 集合{1, 3, 4, 8, 11, 15, 21, 22, 36}对应的一个堆 

我们通常都是利用堆来支持优先级查询（priority query）⎯⎯即从一组数值中找出最小（或最大）

者。不过，堆也可以用以支持形如(-∞ : qx]的一维区域查找。就查询时间而言，堆与有序表相同，都

是 O(1 + k)。通常，堆优于有序表的方面在于：无论是插入新的点，还是将最大的点删除，都可以更

加高效地完成。对我们来说，堆的树形结构还有另一个优点：它可以使得对 y-坐标的集成更加容易

⎯⎯我们马上就会看到这一点。 

 

图10-12 堆 

如 图 10-12 所示，所谓的堆，就是定义如下的一棵二叉树。该树的根节点存放了最小的x-值。集合

中其余的点被分成规模接近的两个子集；这两个子集也是按照同样的规则，分别递归地存储。如图

10-11 所示的，就是堆的一个例子。我们只要从上而下对这棵树搜索一趟，就可以回答一次针对(-∞ : 

qx]的查询。每搜索到一个节点，都要检查一下存储于该节点处的点，看看它的x-坐标是否落在(-∞ : qx]

内。如果是，就报告出该点，并对其左、右子树继续搜索下去；否则，就终止对树中该部分的搜索。

例如，在针对区间(-∞ : 5]对 图 10-11 中的那棵树进行搜索时，将报告出点 1、3 和 4。我们也会访问

到节点 8 和 11，不过一旦到达这些位置后，就不再会从那里继续搜索下去。 

得益于堆的灵活性，每个集合都可以任意地划分为两个子集。如果还希望对y-坐标进行查找，

就可以采用一个技巧⎯⎯在划分子集的时候，不是像普通的堆那样随意进行划分，而是根据y-坐标

来进行划分。更准确地说，在将（除根节点以外的）其余各点划分为两个子集的时候，我们不仅要

使子集的规模相互接近，而且前一子集中每个点的y-坐标，都要小于后一子集中的所有点。这一点

如 图 10-13 所示。在该图中，树被画成了朝向侧面的，其目的是为了说明此处的划分是按照y-坐标

进行的。在 图 10-13 的示例中，点p5 的x-坐标最小，所以存放在根节点中。其余的（五个）点按照

y-坐标一分为二。其中，点p3、p4 和p6的y-坐标更小，所以归入左子树。在这三个点中，p3 的x-坐标

最小，于是该点就存放在左子树的根节点处。依此类推。 
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图10-13 一个点集及其对应的优先查找树 

对于任一点集P，其优先查找树的形式化定义如下。我们假定，所有点的坐标互异。在第 5 章

（更准确地说，是第 5.5 节）中我们已经了解到，这一假定条件并不会降低该方法的一般性；只要

采用合成数之类的方法，就可以模拟出“所有点坐标均互异 ①”这一条件。 

 若 P = ∅，则对应的优先查找树为一匹空的叶子。 

 否则，设 pmin 为集合 P 中 x-坐标最小的那个点。令 ymid 为其余诸点 y-坐标的中值。取 

 Pbelow := {p ∈ P\{pmin} | py < ymid} 

 Pabove := {p ∈ P\{pmin} | py > ymid} 

对应的优先查找树的根节点为 v，其中存放了点 p(v) := pmin，以及数值 y(v) := ymid。此外， 

 v 的左子树为对应于集合 Pbelow的一棵优先查找树； 

 v 的右子树为对应于集合 Pabove的一棵优先查找树。 

 

图10-14 对一棵优先查找树进行查询 

由此，可以直接导出一个构造优先查找树的 O(nlogn)算法。有趣的是，只要所有点已经按照 y-坐

标排好了序，其对应的优先查找树居然可以在线性时间内构造出来。此方法的思想是，自下而上（而

不是自上而下）地进行构造，具体的构造过程与普通堆相同。 

                                                        

① 更为准确的表述是“各点的 x-坐标互异，各点的 y-坐标互异”。⎯⎯译者 
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针对区域(-∞ : qx] × [qy : q '
y]对一棵优先查找树的查询过程，大致如下。首先，分别针对qy和q '

y进

行查询，其结果如 图 10-14 所示。其中所有用阴影表示的子树，只包含y-坐标落在指定区域内的点。

因此接下来只需按照x-坐标，逐一检查这些子树即可。这项工作可以由下面的子程序完成，它基本

上就是堆的查询算法。 

算法 REPORTINSUBTREE(v, qx) 

输入：以 v为根节点的一棵优先查找树，以及数值 qx 

输出：该子树中 x-坐标不超过 qx的所有点 

1.  if (v 不是一匹叶子，而且(p(v))x ≤ qx) 

2.   then 报告 p(v) 

3.     REPORTINSUBTREE(lc(v), qx) 

4.     REPORTINSUBTREE(rc(v), qx) 

 

〖引理 10.7〗 

REPORTINSUBTREE(v, qx)可以在 O(1 + kv)时间内，从以 v 为根节点的子树中，将 x-坐标不超过 qx 的所

有点报告出来，其中 kv为实际被报告出来的点数。 

〖证明〗 

在以 v 为根节点的子树中，任取满足下述条件的一个节点μ：μ中所存放的点 p(μ)满足

(p(μ))x ≤ qx。根据该数据结构的定义，沿着从μ通往 v 的路径，各节点所存储的点的 x-坐标构

成一个递减序列，即这些点的 x-坐标均不超过 qx。因此，在其中每一节点处，搜索都不会终止

⎯⎯由此可知，（搜索）必然会到达μ，而 p(μ)也必然会被报告出来。于是可以得出结论：x-坐

标不超过 qx的每一个点都会被报告出来。反过来，显然只有这些点才会被报告出来。 

在访问到的每一个节点 v 处，只需要消耗 O(1)时间。一旦访问到一个满足μ ≠ v 的节点μ，

我们必然已经在μ的父节点处报告过另一个点。我们将消耗在μ处的时间记到这个点的“账”上。

这样一来，每个被报告出来的点都记了两次账⎯⎯这就说明，如果μ ≠ v，我们消耗在节点μ处

的时间就是 O(kv)。再加上消耗在 v 处的时间，总共消耗的时间就是 O(1 + kv)。  

 

如果对每一棵被挑拣出来的子树（即 图 10-14 中用阴影表示的那些子树），都调用一次

REPORTINSUBTREE，就可以找出所有落在待查询区域中的点吗？答案是否定的。例如，既然树的根

节点所存储的是x-坐标（全局）最小的点，它很可能就落在待查询区域内。实际上。在（从根节点）

到qy和q '
y的两条查找路径上，每一节点所存储的点都有可能落在待查询区域之内⎯⎯因此，我们还需

要对这些节点进行检查。由此可得如下查询算法： 
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算法 QUERYPRIOSEARCHTREE(T, (-∞ : qx] × [qy : q
'
y]) 

输入：一棵优先查找树 T，以及一个左侧无界的待查询区域 

输出：落在该区域内的所有点 

1.  在 T 中分别查找 qy 和 q'
y 

 设 vsplit为两条查找路径分道扬镳处的那个节点 

2.  for (qy 和 q'
y所对应查找路径上的每一个节点 v) 

3.   do if (p(v) ∈ (-∞ : qx] × [qy : q
'
y]) then 报告 p(v) 

4.  for (在 vsplit的左子树中、在 qy所对应查找路径上的每一个节点 v) 

5.   do if (该查找路径在 v 处拐向左侧) 

6.     then REPORTINSUBTREE(rc(v), qx) 

7.  for (在 vsplit的右子树中、在 q'
y所对应查找路径上的每一个节点 v) 

8.   do if (该查找路径在 v 处拐向右侧) 

9.     then REPORTINSUBTREE(lc(v), qx) 

 

〖引理 10.8〗 

算法 QUERYPRIOSEARCHTREE 可以在 O(logn + k)时间内，报告出落在待查询区域(-∞ : qx] × [qy : q '
y]内

的所有点，其中 k 为实际被报告出来的点数。 

〖证明〗 

首先证明：由该算法报告出来的每一个点，都落在待查询区域之内。对于（从根节点到）

qy和q '
y的搜索路径上的每个（节点所存储的）点，这一点不言而喻⎯⎯因为这些点必然会经过

显式的测试，从而判断出它们是否落在待查询区域内。试考察算法第 6 行中对

REPORTINSUBTREE(rc(v), qx)的某次调用。设p为在调用过程中被报告出来的一个点。根据 〖引

理 10.7〗，可得px ≤ q '
x 。另外，由于这次调用过程中访问到的所有节点都居于vsplit的左侧，而

且q'
y > y(vsplit)，故有py ≤ q '

y。最后，由于这次调用过程中访问到的所有节点都居于v的右侧，

而且针对qy的搜索路径在v处朝左拐（left-turn），故有py ≥ qy。对于在第 9 行中被报告出来的

那些点，同理可证。 

以上证明了：所有被报告出来的点都落在待查询区域内。反过来，设 p(μ)为该区域中的任

一点。在针对 qy的搜索路径朝右拐（right-turn）的任何一个节点处，其左子树中所有点的 y-坐

标都应小于 qy。同理可以说明：在针对 q'
y的搜索路径朝左拐的任何一个节点处，其右子树中所

有点的 y-坐标都应大于 q '
y。因此，μ要么属于两条搜索路径之一，要么属于某棵被调用了

REPORTINSUBTREE的子树。无论是何种情形，p(μ)都会被报告出来。 
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最后来分析该算法的运行时间。它应该线性正比于分布在针对qy和q '
y的搜索路径沿途之上

的节点数目，再加上对子程序REPORTINSUBTREE的所有调用所需的时间。这棵树的深度为

O(logn)，故每条搜索路径由O(logn)个节点组成。根据 〖引理 10.7〗，对REPORTINSUBTREE的

所有调用需要O(logn + k)时间。  

 

优先查找树的性能，可以归纳为如下定理： 

〖定理 10.9〗 

对于由平面上任意 n 个点组成的集合 P，我们都可在 O(nlogn)时间内为其构造出一棵占用 O(n)存储空

间的优先查找树。借助这棵优先查找树，对于任何形如(-∞ : qx] × [qy : q '
y]的待查询区域，我们都可在

O(logn + k)时间内从 P 中找出落在该区域中的所有点，其中 k 为实际被报告出来的点数。 

10.3 线段树 

至此，我们已经对针对一组与坐标轴平行的线段的截窗问题进行了讨论。为解决这一问题，我

们建立了一种很好的数据结构，该结构使用了区间树，并以优先查找树作为其联合结构。之所以将

处理的对象限制于与坐标轴平行的线段，是着眼于解决诸如印刷电路板设计等应用问题。然而，如

果查询的对象换成路线图，这一限制条件就不再满足了⎯⎯此时，线段的方向显然可以是任意的。 

通过一种技巧，可将一般性的区域查找问题，转换为限制于与坐标轴平行的线段的一个问题。 

 

图10-15 利用包围框（bounding box），将一般性查询转换为正交查询 

为此，需要将每条线段替换成它的包围框（如 图 10-15 所示）。这样，使用此前针对与坐标轴平行

的线段所建立的那种数据结构，就可以找出与查询窗口W相交的所有包围框。接下来，只要逐一检

查与W相交的各包围框中的每条线段，就可以判断它们本身是否与W相交 ①。在实践中，这一技术

的效果通常还不错⎯⎯在其包围框与W相交的那些线段中，绝大部分线段本身也会与W相交。然而

                                                        

① 实际上，这一条件并不充分。比如，将 W 的对角线朝两端分别延长ε > 0，这样得到的一条线段 s 与 W相交，
但组成 s 包围框的四条线段与 W都不相交。⎯⎯译者 
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在如 图 10-16 所示的最坏情况下，这种方法的效率极差⎯⎯在这种情况下，每一个包围框都与W相

交，而任何线段都不与W相交。因此，为了确保查询速度足够快，必须求助于其它的方法。 

 

图10-16 最坏情况 

 

与此前的做法一样，我们也将与W相交的所有线段划分为两类：至少有一个端点落在W内的线

段，以及与截窗边界相交的线段 ①。借助区域树，可以报告出所有的第一类线段。为了找出第二类

线段，我们需要针对截窗的四段边界，分别做一次相交查询。（当然，这里需要仔细处理，以保证

每条线段最多只被报告一次。）我们将只以垂直边界为例，说明进行查询的方法。至于水平边界，

方法是类似的。这样，就可以假定输入S为平面上的一组方向任意的线段，而我们的目标则是从S中

找出与某一垂直待查询线段q := qx × [qy : q '
y]相交的所有线段。我们还假定S中的线段互不相交，但允

许（在端点处）首尾衔接。（要是允许线段相交，问题的难度就会增加很多，而且时间复杂度的上

界也会很高。如果的确需要处理这种情况，可以求助于第 16 章将要介绍的技术。） 

 

首先来看看，是否可以直接采用前一节所介绍的方法，来处理方向任意的一组线段。通过在区

间树中搜索qx，我们可以挑选出若干个子集Imid(v)。对于任一被选出来的节点v，只要xmid(v) > qx，Imid(v)

中每一条线段的右端点都必然会落在q的右侧。如果这是一条水平线段，那么它与待查询线段相交的

充要条件就是，它的左端点落在区域(-∞ : qx] × [qy : q '
y]内。然而，如果允许线段取任意的方向，情况

就不再那么简单了⎯⎯如 图 10-17 所示，即使已经知道线段的右端点落在q的右侧，仍然于事无补 ②。

因此，区间树并不适用于这种情况。下面将试图构造出另一种可以解决一维问题的数据结构，而且

这种结构更加适宜于处理方向任意的线段。 

                                                        

① 此处对第二类线段的定义不够准确。改为“…，以及与截窗边界至少有两个交点的线段”似更妥。⎯⎯译者 

② 具体地讲，对于右端点落在 q 之右侧的一条线段，其左端点落在区域(-∞ : qx] × [qy : q
'
y]之内，并不意味着该线

段与待查询线段相交；反之，即使其左端点落在区域(-∞ : qx] × [qy : q
'
y]之外，该线段也不见得与待查询线段不

相交。此处的插图只反映了前一种情况，请读者自己给出后一情况的实例。⎯⎯译者 
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图10-17 线段方向任意时，截窗查询无法分解为沿两个正交方向的两次查询 

设计数据结构的模式之一，就是所谓的轨迹法（locus approach）。每一次查询，都可以用若干

个参数来描述。以截窗问题为例，需要四个参数：qx、q '
x、qy 和 q '

y。对任何一组参数的组合，我们

能得到某一具体的回答。相近的参数组合，常常会对应于同一个答案；如果我们将截窗稍微移动一

点，与之相交的往往还是原先的那些线段。我们将参数所有可能的组合合在一起，称之为参数空间

（parameter space）。就截窗问题而言，其对应的参数空间是四维的。按照轨迹法，就是要将参数空

间划分成多个子区域，使得在同一子区域内的任何查询都对应于同一个答案。这样，无论是什么查

询，只要能够确定它（在参数空间中）所属的子区域，我们也就可以得到所需的答案。只有在划分

出来的子区域数目不大的情况下，这种方法才能奏效。然而就截窗问题而言，这一条件并不成立。

事实上，子区域的数目可以高达Θ(n4)。尽管如此，按照轨迹法，我们还是能够得出一种新的数据结

构，以替换区间树。 

设I := {[x1 : x '
1], [x2 : x '

2], …, [xn : x '
n]}为实轴上的一组共n个区间。我们所希望找到的数据结构，

应该能够对任一待查询点qx，报告出S中包含qx的所有区间。这种查询只需一个参数qx描述，因此其

对应的参数空间为一条实轴。将各区间的端点从左到右排成序列p1, …, pm（其中剔除了重合的端点）。

所谓对参数空间的划分，只不过是在这些点pi的位置对实轴进行分割。如 图 10-18，如此分割所得到

的子区域，称作基本区间（elementary interval）。划分出来的基本区间从左到右依次是： 

(∞ : p1), [p1 : p1], (p1 : p2), [p2 : p2], …, (pm-1 : pm), [pm : pm], (pm : +∞) 

 

图10-18 基本区间 

在这个基本区间的序列中，开区间与闭区间交替出现：每一个开区间，都介于某两个相邻端点

pi 和 pi+1 之间；而每一个闭区间，都是某一端点本身。之所以要将所有点 pi 本身都看作一个区间，

自然是因为在一个区间的内部的查询结果，与在区间端点处不见得完全相同。 

为找出包含待查询点 qx的那些区间，必须找出包含 qx 的那些基本区间。为此，需要建立一棵二

分查找树 T，树中的叶子分别对应于各基本区间。与某匹叶子μ对应的基本区间，记作 Int(μ)。 
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图10-19 最坏情况下，每个区间都被重复地存放线性次 

如果将I中包含Int(μ)的所有区间（经排序后）存放在叶子μ处，就可以在O(logn + k)时间内，报

告出包含qx的k段区间⎯⎯首先，用O(logn)时间在T中搜索qx；然后，用O(1 + k)时间报告出存放在μ处

的所有区间。照此方法，可以有效地回答查询。问题是，如此一来，该数据结构将需要占用多大的

存储量呢？跨越很多段基本区间的那些区间，将被重复地存储在这种数据结构的多匹叶子中。因此，

要是各区间之间（部分）叠合的现象很普遍，总的存储量将会很大。如 图 10-19 所示，倘若我们运

气不佳，存储量甚至会高达平方量级。下面就来看看，是否有办法降低其存储消耗量。 

 

图10-20 将线段s存放在v处，而不是分别存放在μ1、μ2、μ3和μ4处 

如 图 10-20 所示，有一个区间跨越了五个基本区间。考察分别与基本区间μ1、μ2、μ3和μ4相对应的

四匹叶子。如果针对qx的搜索路径终止在其中的某匹叶子处，我们就必须报告这段区间。关键的一

个观察结果是：搜索路径终止于μ1、μ2、μ3 或μ4，当且仅当该路径穿过内部节点v。 

 

图10-21 线段树：其中的节点通过箭头，指向对应的正则子集 
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既然如此，为什么还要将该段区间分别存放在叶子μ1、μ2、μ3 和μ4（以及μ5 处）处，而不干脆将它

存放在节点v处（以及μ5 处）呢？一般而言，每段区间都分别被存放在若干个节点处，这些节点的并

集首先必须覆盖这段区间，而且我们会尽可能地选用层次更高的节点。基于这一原理的数据结构，

称为线段树（segment tree）。下面将针对一组区间I所对应的线段树，给出精确的描述。如 图 10-21

所示的，就是与五段区间相对应的一棵线段树。 

 线段树的主体结构，为一棵平衡二分查找树 T。I 中的所有区间导出了一组基本区间，而 T

中的叶子就按照某种次序，分别对应于这些基本区间⎯⎯最左侧的叶子对应于最左端的基

本区间，其余依此类推。与叶子μ相对应的基本区间，记作 Int(μ)。 

 T 中的每个内部节点，都对应于由（至少两段）基本区间合并而成的某段区间⎯⎯与节点 v

相对应的区间 Int(v)，就是在以 v 为根节点的子树中，所有叶子μ对应的基本区间 Int(μ)的

并集。（这同时说明，Int(v)也是它的两个孩子各自对应区间的并集。） 

 在 T 中的任一节点或叶子 v 处，都存放了一段区间 Int(v)，以及区间的一个集合 I(v) ⊆ I（可

以采用链表的形式来组织）。这个集合，就是对应于节点 v 的正则子集，它由 I 中的一些

区间[x : x'] ∈ I 组成，这些区间必须满足：Int(v) ⊆ [x : x']，而且 Int(parent(v)) ⊈ [x : x']。 

下面就来看看，将区间尽可能存放于高层节点中的这种策略，是否的确有助于存储量的降低。 

〖引理 10.10〗 

n 段区间所对应的线段树只占用 O(nlogn)空间。 

〖证明〗 

既然 T 是一棵由不超过 4n + 1 匹叶子组成的平衡二分查找树，其高度应为 O(logn)。我们

断言：在 T 的任一深度，每个区间[x : x'] ∈ I 最多记录于两个节点（所对应的集合 I(v)）中。 

 

图10-22 同一深度上的三个节点v1、v2和v3 

为证明这一断言，任取三个深度相同的节点v1、v2和v3（从左向右编号，如图 10-22 所示）。
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假设[x : x']存储于v1和v3处。这就意味着，[x : x']跨越了从Int(v1)的左端点到Int(v3)的右端点

的整段区间。因为v2处于v1和v3之间，所以Int(parent(v2))必然也包含在[x : x']内。于是，[x : 

x']就不可能同时存放在v2中。由此可以得出结论：在T的任一指定深度上，每段区间都只能存放

在不超过两个节点中⎯⎯因此，总的存储量为O(nlogn)。  

 

由此看来，上述策略的确行之有效⎯⎯我们已经将最坏情况下的存储量，从平方量级降低到了

O(nlogn)。不过另一方面，查询（时间）又会有何变化？依然能够轻松地完成查询吗？答案是肯定的。

具体的过程，可以描述为下面这个简单的算法。该算法的首次调用，使用的（参数）是 v = root(T)。 

算法 QUERYSEGMENTTREE(v, qx) 

输入：线段树（或者其某棵子树）的根节点，以及待查询点 qx 

输出：树中包含 qx的所有区间 

1.  报告 I(v)中的所有区间 

2.  if (v 不是叶子) 

3.   then if (qx ∈ Int(lc(v)) 

4.      then QUERYSEGMENTTREE(lc(v), qx) 

5.      else QUERYSEGMENTTREE(rc(v), qx) 

在树中的每一层，该查询算法只访问一个节点，因此总共需要访问 O(logn)个节点。在每个节点

v 处，花费的时间都是 O(1 + kv)，其中 kv 为实际被报告出来的区间数目。由此，可以得出如下引理： 

〖引理 10.11〗 

借助线段树，可以在 O(logn + k)时间内，报告出包含待查询点 qx 的所有区间，其中 k 为实际被报告

出来的区间数目。 

可按照下面的方法，构造一棵线段树。首先，需要花费 O(nlogn)时间，对 I 中所有区间的端点

进行排序。由此可以得到一组基本区间。接下来，需要将所有基本区间组织成一棵平衡二分查找树；

对于树中的每一个节点 v，都要确定其代表的区间 Int(v)。按照自底而上的次序，可以在线性时间内

完成这项任务。最后，需要计算出每个节点各自对应的正则子集。为此，可以将各区间逐一插入到

线段树中。为了将一段区间插入到 T 中，可以使用参数 v = root(T)来调用下面的子程序： 

算法 INSERTSEGMENTTREE(v, [x : x']) 

输入：线段树（或者其某棵子树）的根节点，以及一段区间 

输出：该区间被插入到（子）树中 

1.  if (Int(v) ⊆ [x : x']) 

2.   then 将[x : x']存放到 v 中 
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3.   else if (Int(lc(v) ∩ [x : x'] ≠ ∅) 

4.      then INSERTSEGMENTTREE(lc(v), [x : x']) 

5.     if (Int(rc(v) ∩ [x : x'] ≠ ∅) 

6.      then INSERTSEGMENTTREE(rc(v), [x : x']) 

 

为了将一段区间[x : x']插入到线段树中，需要花费多少时间呢？在被访问到的每一个节点处，

我们只需要花费常数时间（假定 I(v)都是以诸如链表之类的简单结构存储的）。在访问每个节点 v

的时候，我们要么将[x : x']存放在 v 处，要么 Int(v)中含有[x : x']的一个端点。我们已经知道，在 T

中的同一层上，任何区间最多只能被存放两遍。另外，在每一层上，最多只能各有一个节点所对应

的区间包含 x 或 x'。因此，在每一层上最多只需要访问四个节点。于是，插入单段区间所需的时间

应为 O(logn)，而构造线段树的总体时间为 O(nlogn)。 

线段树的性能，可以归纳为如下定理。 

〖定理 10.12〗 

对于由任意 n 段区间组成的集合 I，我们都可在 O(nlogn)时间内，相应地构造出一棵占用 O(nlogn)空

间的线段树。借助这棵线段树，对于任一待查询点，我们都可在 O(logn + k)时间内，从 I 中找出包含

该待查询点的所有区间，其中 k 为实际被报告出来的区间数目。 

 

你应该还记得，区间树只占用线性规模的空间，而且利用这种数据结构，我们同样可以在 O(logn 

+ k)时间内，报告出包含指定待查询点的所有区间。因此如果只是限于这类任务，区间树就已经足矣。

只有在需要回答更为复杂的查询（比如针对一组线段的截窗查询）时，诸如线段树之类更为强大的

结构才会有用武之地。其原因在于，包含 qx 的所有区间合起来，正好．．就是我们在对线段树进行搜索

的过程中，所挑选出来的那些正则子集的并集。要是换成一棵区间树，尽管在每次查询的过程中我

们也会挑选出 O(logn)个节点，但这些节点中所存放的区间并不都会包含待查询点。这样，接下来还

要通过对有序表进行遍历（traversal），才能最终找出相交的所有区间。而对线段树而言，我们则可

以将所有的正则子集存放到对应的联合结构中，以支持更进一步的查询。 

 

现在回到最初的截窗问题。设S为平面上方向任意、互不相交的一组线段。我们希望从S中找出

与一段待查询线段q := qx × [qy : q '
y]相交的所有线段。我们来看看，如果按照x-区间将S中的各线段组

织成一棵线段树T，将会有何效果。这样，T中的每个节点v都可以被看作是对应于一条垂直条带（slab）：

Int(v) × (-∞ : +∞)。如果一条线段完全横跨于v所对应的条带之上⎯⎯此时我们称该线段跨越（span）

该条带⎯⎯同时又没有跨越v的父节点所对应的条带，那么它就属于v所对应的正则子集。该子集记
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作S(v)。图 10-23 对此做了说明。 

 

图10-23 正则子集中的各条线段，跨越了该节点所对应的条带，但不跨越其父节点

所对应的条带 

如果我们针对 qx对 T 进行搜索，就会得到 O(logn)个正则子集⎯⎯它们就是搜索路径沿途上各节

点所对应的正则子集⎯⎯它们合起来囊括了所有 x-区间包含 qx的那些线段。在这样一个正则子集中，

任一线段 s 与 q 相交，当且仅当 q 的下端点比 s 更低，同时 q 的上端点比 s 更高。 

 

图10-24 沿垂直方向，与正则子集S(v)对应的查找树T(v) 

那么，如何才能将介于q的两个端点之间的所有线段找出来呢？为此需要利用这样一个事实：正则子

集S(v)中的所有线段，必然都跨越节点v所对应的条带，而且这些线段互不相交。这就意味着，可以

沿着垂直方向对这些线段进行排序。于是，如 图 10-24 所示，可以将S(v)存储为一棵按照垂直次序

组织的查找树T(v)。只要对T(v)进行搜索，就能够在O(logn + kv)时间内，找出所有相交的线段，其中

kv为实际相交的线段数目。因此，存储集合S的主体数据结构如下： 

 集合 S 被存储为一棵按照各线段 x-区间组织的线段树 T。 

 T 中任一节点 v 所对应正则子集中的线段，均跨越 v 所对应的条带，但不跨越 v 的父节点所

对应的条带。按照各线段在条带内的垂直次序，该正则子集存放于二分查找树 T(v)中。 

 

任何一个节点 v 的联合结构所占用的存储量，线性正比于 S(v)的规模，因此总共占用的存储量
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为 O(nlogn)。这些联合结构可以在 O(nlogn)时间内被构造出来，因此总的预处理时间为 O(n2logn)。稍

做进一步的努力，就可以将这一指标改进到 O(nlogn)。改进的思想是，在构造线段树的过程中，在

各线段之间沿着垂直方向维护一个（偏）序。只要存在这样一个顺序，就可以在线性的时间内构造

出所有的联合结构。 

查询算法十分简单：按照通常的方法在线段树中搜索qx；沿着搜索路径每到达一个节点v，就要

在T(v)中搜索q的上端点和下端点，从S(v)中找出与q相交的所有线段。这基本上就是一次一维的区域

查找（参见第 5.1 节）。在T(v)中的每次搜索需要O(logn + kv)时间，其中kv为在v处实际报告出来的线

段条数。于是，总的查询时间就是O(log2n + k)，由此可以得出如下定理： 

〖定理 10.13〗 

设 S 为平面上一组共 n 条互不相交的线段。对于任一垂直待查询线段，我们都可在 O(log2n + k)时间

内，报告出 S 中与该线段相交的所有线段，其中 k 为实际被报告出来的线段条数。为此，我们需要

借助于一个占用 O(nlogn)空间的数据结构，该结构可在 O(nlogn)时间内构造出来。 

实际上，只要各线段不相交于内部即可。很容易验证，当允许线段的端点相互重合时，这种方

法依然适用。由此可以得出如下推论： 

〖推论 10.14〗 

设 S 为平面上一组共 n 条内部互不相交线段。对于任一与坐标轴平行的矩形查询窗口，都可在 O(log2n 

+ k)时间内，从 S 中找出与其该窗口相交的所有线段，其中 k 为实际报告出来的线段条数。为此，

需要借助于一个占用 O(nlogn)空间的数据结构，该结构可在 O(nlogn)时间内构造出来。 

10.4 注释及评论 

 

图10-25 区间[a : b]对应于点(a, b) 

“找出包含某一给定点的所有区间”之类的查询，常常也被称作穿刺查询（stabbing query）。

为解决这类问题，可以使用区间树结构，这种结构是由Edelsbrunner[157]和McCreight[270]提出的。
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优先查找树则是由McCreight[271]提出的。McCreight同时注意到，优先查找树结构也可以用以解决

穿刺查询问题。为此，只需要进行一个简单的转换⎯⎯如 图 10-25 所示，将每个区间[a : b]映射到平

面上的点(a, b)。这样，为了完成针对qx的穿刺查询，只要进行一次针对区域(-∞ : qx] × [qx : +∞)的区

域查找即可。而这种类型的区域，属于优先查找树能够支持的一种特殊情况。 

线段树是由Bentley[45]首先提出的。不过，如果仅仅是将它当做一种一维的数据结构来解决穿

刺查询问题，效率反而不如区间树⎯⎯这是因为，它需要占用O(nlogn)空间。线段树的重要性主要在

于，可以按照某种方式，将存放于各节点处的区间子集进行结构化组织，使得该问题能够方便地得

到解决。因此，针对二维甚至更高维对象的处理，人们对线段树还做了很多种扩展与推广

[211][157][163][301][375]。线段树比区间树更为强大的另一方面在于，只要对线段树结构做些调整，

就可以很容易地解决所谓的穿刺计数查询（stabbing counting query）问题⎯⎯即，统计包含某一给定

待查询点的区间总数。针对这一问题，并不需要将各区间以列表的形式存放到每个节点中，只要存

入一个代表具体数目的整数即可。对任一待查询点，只要把搜索路径上沿途各节点中存放的整数累

加起来，就可完成查询。用来解决穿刺计数查询问题的这样一棵线段树，只需占用线性规模的空间，

而查询时间为O(logn)⎯⎯因此，已经达到最优了。 

曾经有些人研究过区间树及线段树的动态性（dynamization）问题⎯⎯也就是说，使之能够插入

和（或）删除区间。实际上，优先查找树最初的版本，就是一种完全动态的数据结构，为此要将普

通的二分查找树，换成红黑树（red-black tree）[199][137]或者其它种类的平衡二分查找树⎯⎯对这

些结构的每次更新，只要进行O(1)次旋转。在很多环境中，输入都是不断变化的，动态性在这些场

合就很重要。在许多平面扫描算法（plane sweep algorithm）中，通常都需要将状态结构组织为某种

动态结构（dynamic structure），在这种情况下，动态数据结构也是很重要的。在解决一些问题时，

也需要用到线段树的动态版本。 

可分解搜索问题（decomposable searching problem）概念的提出，极大地促进了一大类数据结构

朝动态性的发展 [46][48][166][254][269][276][304][306][307][308][337]。设S为在搜索问题中涉及到的

一组对象，设A ∪ B为S的一个划分。对于任何搜索问题，如果一旦获得了该问题分别针对A和B的答

案，就总可以在常数的时间内导出该问题针对S的答案，那么就称这个问题是可分解的

（decomposable）。比如，穿刺查询问题就是可分解的⎯⎯无论将输入划分为哪两个子集，只要分

别找出这两个子集中的穿刺区间，实际上也就报告出了整个集合中的穿刺区间。与此类似，穿刺计

数查询也是可分解的⎯⎯只要将两个子集各自对应的数目相加，就可得到整个集合对应的总数。还

有一些搜索问题（比如区域查找问题 ）也是可分解的。只要问题是可分解的，就可以通过一种通用

的方法，将原来（解决该问题）的静态数据结构转化为动态数据结构。有关这方面的综合介绍，请

参阅Overmars的专著 [299]。 

穿刺查询问题可以推广至高维空间。这种情况下，给定的是一组与坐标轴平行的（超）矩形，

要求从中找出包含每一待查询点的所有（超）矩形。为了回答这种高维穿刺查询，可以使用一种多
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层线段树（multi-level segment tree）结构。这种数据结构占用O(nlogd-1n)空间，利用它可以在O(logdn)

时间内回答每次查询。采用分散层叠技术（参见第 5 章），可以将这一上界降低一个对数因子。如

果通过区间树来实现联合结构中的最低一层，还可以将其存储量降低一个对数因子。无论是区间树

还是优先查找树，都不存在高维的版本⎯⎯也就是说，不能通过简明的方式对这些结构进行推广，

使之能够用以解决高维空间中类似的查询问题。不过，这些结构还是可以用来实现线段树和区域树

中的联合结构。例如，在求解针对一组与坐标轴平行的矩形的穿刺查询问题时，或是针对形如[x : x'] 

× [y : y'] × [z : +∞)的待查询区域进行区域查找时，这都将会很有用处。 

10.5 习题 

习题 10.1 第 10.1 节解决了以下问题：在如图 10-26 所示的一组水平线段中，找出与某一给定

垂直线段相交的所有线段。为此，我们使用了区间树，并采用优先查找树来实现其联

合结构。实际上，还有其它的方法。 

 

图10-26 一组水平线段 

 比如，可以按照 y-坐标的次序，将所有线段组织成一棵一维区域树⎯⎯这样，就可以

找出其 y-坐标落在待查询线段（query segment）的 y-区域之内的所有线段。这样找

出来的线段，既不可能处于待查询线段上方，也不会处于下方。尽管如此，它们仍然

可能会完全处于待查询线段的左侧或者右侧。这些线段，可以表示为 O(logn)个正则

子集的并。对于其中每个正则子集，都可以（将其中的线段）按照 x-坐标组织成一棵

区间树，并将其作为（对应节点的）联合结构⎯⎯这样，就可以从中找出真正与待查

询线段相交的那些线段。 

a. 试用伪代码描述相应的算法。 

b. 试证明：该数据结构的确能够正确回答每次查询。 

c. 该结构预处理时间、占用存储量以及查询时间的上界各是多少？试给出证明。 

习题 10.2 设 P 为由平面上 n 个点组成的一个集合，其中各点已按 y-坐标排序。试证明：只要 P

已经如此排序，就可以在 O(n)时间内将 P 中各点组织为一棵优先查找树。 

习题 10.3 优先查找树算法的描述中，假定所有点的坐标互异。我们也曾指出，只要采用第 5.5

节所介绍的合成数，就可以消除这种限制。试证明：利用合成数技术，的确可以（在
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不做任何限制的情况下）实现优先查找树的构造和查询过程中所需的所有基本操作。 

习题 10.4 如果是针对一组互不相交的线段进行截窗查询，就可以将任务一分为二：首先，针对

所有的端点进行一次区域查找；随后，分别针对截窗的四条边，各进行一次相交查询。

试说明，如何才能不致使同一线段被报告多次。为说明清楚，你需要列举出一条方向

任意的线段可能与查询窗口相交的所有情况。 

习题 10.5 本题的要求是：说明如何在O(nlogn)时间内，构造出〖定理 10.13〗中的数据结构。

在那里，我们通过将各线段按照垂直方向的次序组织为一棵二分查找树，以实现联合

结构。如果事先已经知道（各线段的）垂直次序，就可以在线性时间内构造出每个联

合结构。因此，剩下的问题就是：如何在总共不超过O(nlogn)时间内，对各正则子集

中的线段进行排序。 

 

图10-27 不相交线段之间的上下次序 

 设S为由平面上一组共n条互不相交的线段。对于其中任意两条线段s和s' ∈ S，我们称

“s居于s'下方”（记作s ≺ s'）的充要条件是，分别存在两个点p ∈ s和p' ∈ s'，使得

px = p'
x且py < p'

y（如图 10-27 所示）。 

a. 试证明：在S中定义的≺关系，是一个无环关系（acyclic relation）。也就是说，

你需要证明：可以将S中的线段排成一个序列s1, s2, …, sn，使得对任何i > j都有si ⊀ sj。 

b. 试给出一个算法，在O(nlogn)时间内构造出这样一个序列。提示：通过平面扫描，

找出沿垂直方向相邻的所有线段；根据这些线段之间的邻接关系（及其垂直高度），

将它们组织成一幅有向图；最后，对这幅图实施拓扑排序。 

c. 借助这一无环序，如何才能得出线段树中各正则子集所对应的有序列表？试对此

做出说明。 

习题 10.6 设 I 为实轴上的一组区间。我们希望对给定的任一待查询点，都能够在 O(logn)时间

内统计出 I 中包含该待查询点的区间数目。这样，查询时间将与实际包含该待查询点

的线段数目无关。 

a. 试基于线段树，给出解决这个问题的一种数据结构，要求其占用的存储量不得超

过 O(n)。针对该数据结构对应的预处理时间和查询时间，试分别进行分析。 
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b. 试基于区间树，给出解决这个问题的另一种数据结构。要求将与区间树中各节点

相关联的列表，替换为其它的结构。针对该数据结构所占用的存储空间、对应的预处

理时间和查询时间，试分别进行分析。 

c. 试基于简单的二分查找树，再给出解决这个问题的一种数据结构，要求其占用的

存储量不得超过 O(n)，查询时间不得超过 O(logn)。（这就是说，实际上根本不需要

借助线段树结构，也能有效地解决这一问题。） 

习题 10.7 a. 我们的目标是解决如下的查询问题：如 图 10-28 所示，在平面上给定一组共n

条互不相交的线段S，对于任何一条发自点(qx, qy)、垂直向上直到无穷远的射线，从

S中找出与该射线相交的所有线段。 

 

图10-28 与某条射线相交的所有线段 

 试给出解决这个问题的一种数据结构，要求其占用的存储量不得超过 O(nlogn)，而且

查询时间不得超过 O(logn + k)，其中 k 为实际被报告出来的线段数目。 

b. 接下来，假设我们只希望找出查询射线所穿过的第一条线段。试给出解决这个问

题的一种数据结构，要求其占用的期望存储量不超过 O(n)，期望查询时间不超过

O(logn)。提示：采用轨迹法。 

习题 10.8 可以利用线段树来实现多层次数据结构。 

a. 设 R 为平面上一组共 n 条与坐标轴平行的矩形。试给出存储 R 的一种数据结构，

要求对于任一待查询点 q，都能够有效地从 R 中报告出包含 q 的所有矩形。针对该数

据结构所占用的存储量以及查询时间，试分别进行分析。提示：将所有矩形对应的

x-区间组织成一棵线段树；再利用适当的某种联合结构，来组织线段树中所有节点各

自对应的正则子集。 

b. 将上述数据结构推广至 d-维空间。此时，给定的是一组与坐标轴平行的超矩形

（hyperrectangle）⎯⎯亦即，形如[x1 : x '
1] × [x2 : x '

2] × … × [xd : x '
d]的多胞体

（polytope）⎯⎯要求从中找出包含给定待查询点的所有超矩形。针对该数据结构所

占用的存储量以及查询时间，试分别进行分析。 

习题 10.9 设 I 为实轴上的一组区间。我们希望将这些区间组织成某种数据结构，使得对于任一
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区间[x : x']，都可以高效地从 I 中找出包含于该区间之内的所有区间。试给出一个解

决这一问题的数据结构，其占用的存储量不得超过 O(nlogn)，而且查询时间不得超过

O(logn + k)，其中 k 为实际被报告出来的区间数目。提示：利用区域树。 

习题 10.10 与上题一样，这里的输入也是实轴上的一组区间 I，但是问题稍有不同：对于任一给

定的区间[x : x']，我们希望能够有效地从 I 中找出包含该区间的所有区间。试给出一

个解决这个问题的数据结构，要求其占用的存储量不得超过 O(n)，而且查询时间不得

超过 O(logn + k)，其中 k 实际被报告出来的区间数目。提示：利用优先查找树。 

习题 10.11 二维区域查找问题还有其它的解法，比如，考虑下面的方法：按照 x-坐标，将所有点

组织成一棵平衡二分查找树。对树中的任一节点 v，考虑以 v 为根节点的子树，将存

储于该子树中的所有点构成一个集合，记之为 P(v)。对于每个节点 v，我们将 P(v)分

别组织成两棵优先查找树 Tleft(v)和 Tright(v)⎯⎯Tleft(v)支持左端无界的区域查找；Tright(v)

支持右端无界的区域查找。 

针对区域[x : x'] × [y : y']的查询过程如下。首先考虑分别通往 x 和 x'的两条搜索路径，

找到它们的分叉位置，设该节点为 vsplit。接下来，在树 Tright(lc(vsplit))中对区域[x : +∞) 

× [y : y']进行查询，并在树 Tleft(rc(vsplit))中对区域(-∞ : x'] × [y : y']进行查询。这样，

就找出了所有的答案（并不需要继续在树中进行搜索！）。 

a. 试证明：利用这种数据结构，的确可以正确地解决区域查找问题。 

b. 该数据结构的预处理时间、存储量以及查询时间各是多少？试给出证明。 

习题 10.12 a. 我们在第 10.3 节中曾给出过一个算法，将一段区间插入到线段树中（假定区间

的两个端点已经在主树中出现了）。试说明，同样可以在O(logn)时间内删除一个区

间。（为此，需要维护一些附加的信息。） 

b. 在平面上，设P = {p1, …, pn}为一组共n个点，R = {r1, …, rn}为一组共n个可能

相交的矩形。试给出一个算法，从P中找出满足pi ∈ rj的所有配对(pi, rj)。要求算法的

运行时间不超过O(nlogn + k)，其中k为实际被报告出来的配对数目。 

 





1111   
凸包： 混合物 

从油井中抽出的原油，是包含多种成份的混合物；而采自不同油田的原油，各种成份的比例也

不尽相同。为使原油中的各种成份达到某种特定的比例，以便于进一步的加工提炼，通常采用的一

种做法，就是将来自不同油井的原油适当地混合起来。 

来看一个实例。为简化起见，我们只关心产品中的两类成份⎯⎯不妨称之为 A 和 B。假设有内

含这两类成份的两种混合物 ξ1 和 ξ2⎯⎯ξ1 中含有 10%的 A 成份，35%的 B 成份；ξ2 中含有 16%的 A

成份，20%的 B 成份。我们还进一步地假设：我们真正所需要的混合物，应该含有 12%的 A 成份和
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30%的 B 成份。那么，利用已有的这两种混合物，能否兑制出我们所需的混合物呢？可以，只要将

它们按照 2 : 1 的比例混合起来，就可以达到目的。然而，若我们所需要的是另一种含有 13%A 成份、

22%B 成份的混合物，则无论按照何种比例来混合 ξ1 和 ξ2，都将是徒劳的。不过，要是同时还有第

三种混合物 ξ3，该混合物含有 7%的 A 成份、15%的 B 成份，那么只要将 ξ1、ξ2和 ξ3 按照 1 : 3 : 1 的

比例混合起来，也可以达到目的。 

这类问题，与几何有甚关系？其实，如 图 11-1 所示，只要将ξ1、ξ2 和ξ3这三种已有的混合物分

别表示为平面上的点（具体地，令p1 := (0.1, 0.35)、p2 := (0.16, 0.2)和p3 := (0.07, 0.15)），其间的关系

就一目了然了。 

 

图11-1 三种混合物能够“勾兑”出的混合物，对应于一个三角形内的所有点 

将 ξ1和 ξ2按照 2 : 1 的比例混合，得到的混合物就对应于点 q := (2/3) · p1 + (1/3) · p2。该点落在线段
___
p1p2

上；另外，若用 dist(. , .)表示两点之间的距离，则该点还满足 dist(p2, q) : dist(q, p1) = 2 : 1。一般而言，

按照不同比例混合 ξ1 和 ξ2，可以“勾兑”出与线段
___
p1p2上任何一点相对应的混合物。如果共三种混

合物，就可以“勾兑”出与三角形 p1p2p3 内任何一点相对应的混合物。例如，将 ξ1、ξ2 和 ξ3 按照 1 : 

3 : 1 的比例混合起来所得到的混合物，就与点(1/5) · p1 + (3/5) · p2 + (1/5)p3 = (0.13, 0.22)相对应。 

如果共有 n 种混合物可用，n > 3，它们分别对应于点 p1, …, pn，那么情况又将如何？假设我们

按照 l1 : l2 : … : ln 的比例将它们混合起来。令 L := ∑j=1
n lj，λi := li/L。我们注意到： 

对任何 i，都有λi ≥ 0；∑
i=1

n
λi  =  1 

只要按照如此确定的比例，将已有的这些混合物混合起来，所得到的混合物就将对应于点 

∑
i=1

n
λipi 

如果这里的λi的确满足上面的条件⎯⎯每个λi都非负，而且其总和为 1⎯⎯那么这种线性组合

（linear combination）就被称为凸组合．．．（convex combination）。第 1 章曾经将一个点集的凸包定义为
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“包含这一点集的最小凸集”⎯⎯或者更准确地，为“包含这一点集的所有凸集的公共交集”。可

以证明：任一点集的凸包，都恰好是由这些点可能的所有凸组合构成的集合。因此，为了判断某种

所需的混合物能否由已有的几种混合物“勾兑”出来，只要分别找出这些混合物所对应的点，再构

造出它们的凸包，最后判断所需混合物所对应的点是否落在该凸包内部。 

 

图11-2 混合物包含d种成份时，可“勾兑”出混合物对应于一个d维凸多胞体 

那么，要是我们所关心的混合物的成份不止两类，情况又将如何呢？上面的结论依然成立；不

过，此时需要进入更高维的空间。更准确地说，如 图 11-2 所示，倘若需要考虑d种成份，就必须将

每一种混合物表示为d-维空间中的一个点。任意给定若干种混合物，由它们各自对应的点所构成的

凸包，是一个凸多胞体⎯⎯其内部的点，对应于所有可以“勾兑”出来的混合物。 

 

凸包（尤其是三维空间中的凸包），在众多应用中都能发挥作用。例如在计算机动画领域，这

种几何结构就可以被用来加速碰撞检测。任意给定两个物体 P1 和 P2，我们希望检测它们是否相交。

如果在大多数情况下问题的答案都是否定的，那么使用下面的方法就会很合算。将这两个物体分别

近似为P̂1和P̂2，这两个新的物体不仅分别包含了原先的两个物体，而且相对来说更为简单。现在，

如果要判断 P1 和 P2 是否相交，可以首先判断P̂1和P̂2是否相交；只有在这对新的物体相交时，才需要

进一步去检测原先的那对物体是否相交（假设后一检测更加耗时）。 

 

图11-3 使用包围球近似几何体的效果往往不好 

那么，应该将原先的那对物体近似到何种程度呢？这里需要做个折衷。一方面，我们希望它们

尽可能地简单⎯⎯这样，求交检测的代价才会更低。而另一方面，新的物体越是简单，其对原先物

体的近似程度也就越低，相应地，我们需要对原来的物体进行检测的可能性也将更大。在所有的可
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能中，一个极端的选择就是采用包围球（bounding sphere）⎯⎯虽然球体之间的求交计算非常简单，

但是对于许多的物体来说，使用球体进行近似的效果并不算好。除包围球之外，另一种选择是使用

凸包⎯⎯尽管与球体相比，凸包之间的求交计算更为复杂，但是相对于非凸的物体而言，还是要简

单得多；更重要的是，大多数的物体都可以通过凸包来更好地近似。 

11.1 三维凸包的复杂度 

我们在第 1 章中已经看到，对于由平面上任意n个点组成的集合P，其凸包都是一个凸多边形

（convex polygon）①，而且该多边形的顶点全部来自于P。因此，该凸包至多拥有n个顶点。在三维

空间中，类似的结论依然成立：由任意n个点组成的集合P，其凸包都是一个凸多胞体，而且该多胞

体的顶点全部来自于P。因此，该凸包将由不超过n个顶点确定。在平面情况中，根据顶点数目的上

界（upper bound），马上就可以得出一个结论：凸包本身的复杂度是线性的⎯⎯因为，在任何一个

平面多边形中，边的数目与顶点的数目必然相等。然而在三维空间中，这一点将不再成立。实际上，

一个多胞体中所含的边可能会多于顶点。不过还算幸运，正如下面这则定理将要指出的，在任意凸

多胞体中，边与小平面的数目仍不会相差太多。（按照正规的定义，如 图 11-4 所示，所谓凸多胞体

的一张小平面．．．，就是由其边界上的共面点所组成的极大集合。凸多胞体的每一张小平面，都必然是

一个凸多边形。而凸多胞体的每一条边，都是它的某张小平面的边。） 

 

图11-4 凸多胞体的组成 

〖定理 11.1〗 

设 P 为包含 n 个顶点的任一凸多胞体。则 P 中所含的边不会超过 3n - 6 条，所含的小平面不会超过

2n - 4 张。 

〖证明〗 

首先，让我们回忆起欧拉公式。该公式指出：对于任何连通的平面图，若其中包含 n 个节

点、ne条边和 nf张面，则如下关系必然成立： 

                                                        

① 如果不考虑退化情况的话。⎯⎯译者 
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n - ne + nf  =  2 

 

图11-5 将一个立方体看作一个平面图。 

请注意，其中的某张小平面将被映射为图中的一张无界面 

对于任何凸多胞体，都可以按图 11-5 所示的方法，将其边界看作一幅平面图。于是，凸

多胞体的顶点数、边数以及面数也同样满足上面的关系。（实际上，最初的欧拉公式所针对的

本来就是多胞体，而不是平面图。）在与P对应的图中，每张面都由至少三条弧围成；而且，每

一条弧都与两张面相关⎯⎯如此就有 2ne ≥ 3nf。将这一不等式代入欧拉公式，就得到： 

n + nf - 2  ≥  3nf / 2 

于是，nf ≤ 2n - 4。只要再应用一次欧拉公式，就可以得到 ne ≤ 3n - 6。当然，有可能所

有的小平面都是三角形，即所谓的单纯多胞体．．．．．（simplicial polytope）⎯⎯在这种特殊情况下，

因为 2ne = 3nf，所以上述关于边及小平面数目的上界都将成为确界。  

对于所谓的亏格（genus）为零（即不含孔洞和通道）的非凸多胞形，〖定理 11.1〗依然成立。

对于亏格更大的多胞体，也存在类似的上界。不过，鉴于本章讨论的是凸多边形，我们就不对（非

凸）多胞体做严格的定义了⎯⎯若要针对非凸的情况证明本定理，的确需要先给出这一定义。 

我们在此前已经观察到，三维点集P的凸包是一个凸多胞体，而且其顶点全部来自于集合P。只

要将这一观察结论与 〖定理 11.1〗结合起来，就可以得出如下结论： 

〖推论 11.2〗 

在三维空间中，任意 n 个点的凸包的复杂度为 O(n)。 

11.2 构造三维凸包 

设P为由三维空间中任意n个点组成的一个集合。与此前在第 4、6 和 9 章中的做法一样，这里

也将借助随机增量式算法，来构造P的凸包CH(P)。 
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我们的递增式构造过程的第一步是，在P中选出不共面的四个点⎯⎯这样，它们的凸包必是一

个四面体（tetrahedron）。具体做法如下。任取P中的两点p1 和p2。然后，依次将集合P中的各点，与

由p1 和p2 确定的那条直线进行比较，直到出现一个不落在该直线上的点p3。接下来，继续将P中的各

点，与由p1、p2 和p3 确定的平面进行比较，直到出现一个不落在该平面上的点p4。（要是找不到这样

的四个点，就说明P中的所有点都共面。果真如此，就可以借助第 1 章所介绍的算法，来计算该集合

的凸包。） 

接下来，还要将其余各点的次序随机打乱，将它们排成 p5, …, pn。我们将按照这一随机的次序，

逐一处理各点；在此过程中，还将动态地维护凸包。对于任何一个整数 r ≥ 1，令 Pr := {p1, …, pr}。

该算法反复循环，每循环一次，都要将点 pr加入到 Pr-1 的凸包中去⎯⎯也就是将 CH(Pr-1)转化为 CH(Pr)。

其间可能出现两种情况： 

 若 pr落在 CH(Pr-1)的内部或者边界上，则 CH(Pr) = CH(Pr-1)，无需做任何计算。 

 

图11-6 多胞体的地平线 

 现假设pr落在CH(Pr-1)之外。请试想着站在点pr的位置，朝CH(Pr-1)看去。你应该能够看到CH(Pr-1)

的某些小平面⎯⎯这些小平面都在正面；但是另外的那些就无法看到了，因为它们都在背

面。在CH(Pr-1)的表面上，所有那些可见的小平面组成了一个连通的区域，称作pr在CH(Pr-1)

上的可见区域．．．．（visible region）。这个区域，是由CH(Pr-1)的某些边组成的一条封闭折线围

成的，我们称这条折线为pr在CH(Pr-1)上的地平线（horizon）。正如可以从 图 11-6 中看到的

那样，如果以pr为中心将地平线投影到某平面上，得到的影像恰好就是CH(Pr-1)到同一平面

的投影的边界。从几何意义上讲，“可见”究竟意味着什么呢？ 

如 图 11-7 所示，考察CH(Pr-1)上任一小平面f所在的那张平面hf。这张平面定义了两个闭的

半空间⎯⎯根据CH(Pr-1)的凸性，它必然完全包含于其中的某个闭半空间之中；如果一个点

来自于hf另一侧的那个开空间，它就会与面f可见。 
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图11-7 平面hf为CH(Pr-1)贡献一张小平面f（f与p可见，但与q不可见） 

在将 CH(Pr-1)转化到 CH(Pr)的过程中，pr的地平线扮演了一个重要的角色。为完成这一转化，

原先 CH(Pr-1)表面的哪些部分需要被保留下来，哪些又需要被替换掉呢？实际上，需要保留

的部分，就是与 pr不可见的那些小平面；需要被替换掉的部分，就是与 pr可见的那些小平

面。而 pr的地平线，恰好对应于这两部分表面之间的边界。我们必须在 pr与其对应的地平

线之间联结出若干新的小平面，以替换所有可见的小平面。 

 

那么，应该如何来表示（三维）空间中的凸包呢？在做进一步的介绍之前，必须首先回答这一

问题。正如我们已经在此前所注意到的，三维凸多胞体的边界可以被看作是一幅平面图。既然如此，

如 图 11-8 所示，在这里就可以利用双向链接边表（doubly-connected edge list）来存储凸包（第 2 章

中曾建立起这种数据结构，来存储平面的子区域划分（subdividsion））。 

 

图11-8 将三维凸包表示为双向链接边表 

唯一的不同之处在于，这里的顶点都是三维（空间中）的点。这里仍将遵守原先的习惯⎯⎯若从．多．

胞体．．的外部看去．．．．．，沿着每一张面的边界，所有的半边都构成一个逆时针方向的环路。 

现在回过头来，继续讨论如何将pr引入到凸包当中。也就是说，已知一个对应于CH(Pr-1)的双向

链接边表，如何将其转换为一个与CH(Pr)相对应的双向链接边表。为此，如 图 11-9 所示，需要将CH(Pr-1)

中与pr可见的所有小平面所对应的信息，从原先的双向链接边表中删除掉；然后，需要生成一些新

的小平面，将pr与其地平线联接起来，并且将这些新的小平面所对应的信息存储到双向链接边表中。

只要我们已经在CH(Pr-1)中找出了所有与pr可见的小平面，上述计算并不难实现。实际上，这部分计

算的复杂度，将线性正比于需要删除的小平面数。在引入一批新的小平面之后，有一点细微之处需

要格外留意：必须检查一下，所生成的小平面中是否有共面的情况。如 图 11-10 所示，当pr与CH(Pr-1)

的某张小平面f共面时，就会出现这种情况。按照此前对可见性的定义，这样的面f与pr并不可见。于

是，f会得以保留下来；但是，由于f边界上的某些边属于pr的地平线，故算法会生成若干三角形，并
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将pr与这些边联接起来。这些三角形必然与f共面，因此必须将这些面与原先的f合并起来，构成统一

的一张小平面。 

 

图11-9 将新的一个点引入到凸包中 

 

图11-10 引入的小平面可能共面 

讨论到现在，我们一直忽略了一个问题：如何才能在 CH(Pr-1)的边界上，找出与 pr可见的所有小

平面呢？当然，只要逐一检查各张小平面，就可以完成这一任务。在检测每张小平面时，只要看看

pr究竟落在该小平面所在平面的哪一侧，就可以做出判断⎯⎯因此，每一次测试只需要常数的时间。

也就是说，可以在 O(r)时间内，确定所有的可见小平面。按照这种方法，算法总体的复杂度将是 O(n2)。

能否更快呢？下面就来介绍一种更好的方法。 

这一方法的诀窍在于，我们可以提前进行计算。除了当前点集的凸包之外，我们还要维护一些

附加的信息⎯⎯借助于这些信息，很容易就可以找出那些可见的小平面。具体来说，对于当前凸包

CH(Pr)的每一张小平面 f，都要维护一个集合 Pconflict(f) ⊆ {pr+1, pr+2, …, pn}，这个子集是由与 f 可见的

那些点组成的。反过来，对于每一个点 pt（t > r），也要维护一个集合 Fconflict(pt)，这个集合是由 CH(Pr)

中所有与 pt可见的小平面组成。我们断言：点 p ∈ Pconflict(f)与小平面 f 发生冲突．．。这是因为，p 和 f

不可能在凸包中“和平”相处⎯⎯一旦有一个点 p ∈ Pconflict(f)加入到凸包中，小平面 f 就必须被删除。

我们将 Pconflict(f)和 Fconflict(pt)称作冲突列表（conflict list）。 

我们将借助所谓的冲突图（conflict graph）来记录冲突的情况，这幅图记作G。如图 11-11 所示，

所谓的冲突图，是一幅二部图（bipartite graph）。也就是说，其中的节点被划分为两个子集⎯⎯在

其中的一个子集内，各节点分别对应于P中尚未被插入的每一个点；而在另一个子集中，各节点分别

对应于当前凸包的各张小平面。发生冲突的任何点和小平面之间，都通过一条弧相互联接。具体而

言，只要CH(Pr)中的某张小平面f与pt∈P可见（r < t），就会有一条弧将它们（分别对应的节点）联接

起来。借助冲突图G，我们就可以对任意给定的一个点pt，报告出集合Fconflict(pt)，而所需的时间将线

性正比于该集合的规模。类似地，对任意给定的一张小平面f，也可以在线性的时间内报告出集合
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Pconflict(f)。这就是说，为了将pr插入到CH(Pr-1)中，只需要通过在G中查找Fconflict(pr)，即可找出（与pr）

可见的所有小平面，然后将它们删除，并代之以由pr与地平线相联接而生成的小平面，从而得到更

新后的凸包。 

 

图11-11 冲突图 

可以在线性时间内，对 CH(P4)的冲突图 G 进行初始化：只要依次检查 P 中所有的（n-4 个）点，

就可以判断出，它们分别与 CH(P4)的 4 张面中的哪些可见。 

在引入点 pr之后，为了更新 G，首先找出凸包 CH(Pr-1)上所有随之消失的小平面，删去与之对应

的节点以及与之关联的弧。它们都是与 pr可见的小平面⎯⎯在 G 中，它们恰好就是 pr的所有邻居，

所以这很容易做到。我们还要删去与 pr对应的节点。然后，对应于新生成的每一张小平面（它们将

pr 与地平线联接起来），都要在 G 中新增一个节点。关键的一步，是要分别计算出这些新的小平面

各自对应的冲突列表。不需要对其它的冲突进行更新⎯⎯只要 pr的引入没有影响到小平面 f，f 所对

应的冲突集（conflict set）也就不会有任何变化。 

由于 pr的插入而新生成的每张小平面，一般都是三角形，除非它由于与已有的某张小平面共面

而需要进行合并。后一类小平面的冲突列表可直接得到⎯⎯经合并后，原有小平面所属的平面不会

发生改变，因此小平面的冲突列表应该与原有小平面相同。因此，我们在 CH(Pr)上任取一张与 pr 关

联的新三角面 f，并对其进行考察。假设点 pt 与 f 可见。于是，pt 肯定也能看到 f 上与 pr相对的边 e。 

 

图11-12 pr地平线上的边e 

如 图 11-12 所示，这条边e，就是pr的地平线上的一条边，因此它在CH(Pr-1)中必然已经出现了。

因为CH(Pr-1) ⊂ CH(Pr)，所以在CH(Pr-1)中，pt也必然与e可见。若是这样，在CH(Pr-1)中与e关联的那两张

小平面（记作f1 和f2），其中之一必然与pt可见。这就意味着，只要取出f1 和f2 的冲突列表，逐一检
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查其中各点，就能构造出f的冲突列表。 

 

此前曾经指出，我们使用了双向链接边表结构来存储凸包。因此，所谓的“改变凸包”，就是

“改变双向链接边表结构中的信息”。然而，在用下列伪代码来描述凸包算法时，为了使代码保持

简明，其中对双向链接边表的所有显式引用都被略去了。 

算法 CONVEXHULL(P) 

输入：三维空间中 n 个点组成的集合 P 

输出：P 的凸包 CH(P) 

1.  在 P 中找出四个点 p1、p2、p3和 p4，构成一个四面体 

2.  C ← CH({p1, p2, p3, p4}) 

3.  任取其余各点的一个随机排列：p5, p6, …, pn 

4.  对图 G 初始化，令 G  =  {(pt, f) | f 为 C 上的小平面，t > 4} 

5.  for r ← 5 to n 

6.   do (* 将 pr插入到 C 中 *) 

7.    if (Fconflict(pr)非空)  (* 即，pr落在 C 外部 *) 

8.     then 将 Fconflict(pr)中所有的小平面从 C 中删除 

9.       沿着（恰好由 Fconflict(pr)中各小平面组成的）pr可见区域的边界行进 
      将沿地平线的各边组织成一个有序表 L 

10.      for (所有 e∈L) 

11.       do 通过生成一张三角形小平面 f，将 e与 pr联接起来 

12.        if (和 f 相邻于 e 的小平面 f'与 f 共面) 

13.         then 将 f 与 f'合二为一， 
            合并后小平面的冲突列表与 f'的相同 

14.         else (* 确定 f 引起的冲突 *) 

15.           在 G 中生成一个对应于 f 的节点 

16.           考虑原先凸包上与 e 关联的那两张小平面， 
            令为 f1和 f2 

17.           P(e) ← Pconflict(f1) ∪ Pconflict(f2) 

18.           for (所有点 p∈P(e)) 

19.            do 若 f 与 p 可见，则将(p, f)加入到 G 中 

20.      在 G 中删除以下点和弧： 
       a. 对应于 pr的节点、 
       b. 与 Fconflict(pr)中各小平面对应的节点、以及 
       c. 与之关联的所有弧 
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21. return(C) 

11.3 *分析 

与通常对随机增量式算法的分析过程一样，我们首先要对结构变化的期望量做出界定。就凸包

算法而言，也就是要对整个算法过程中所生成小平面的总数做出估计。 

〖引理 11.3〗 

由算法 CONVEXHULL 所生成的小平面，总数的期望值不超过 6n-20。 

〖证明〗 

该算法起始于一个四面体，它由四张小平面构成。在算法的第 r 轮迭代中，如果 pr 落在

CH(Pr-1)的外部，就要通过生成若干张三角形小平面，将 pr与 CH(Pr-1)上的地平线联接起来。那

么，这些新生成的小平面的期望数目是多少呢？与对此前各随机算法（randomized algorithm）

的分析一样，我们依然要借助后向分析。考察 CH(Pr)，然后假想着删除顶点 pr；随着 pr的删除

而消失的小平面的数目，恰好等于由于在 CH(Pr-1)中加入 pr 而生成的小平面的数目。而消失的

小平面，恰好就是在 CH(Pr)中与 pr相关联的那些小平面，它们数目等于与 pr相关联的边数。这

一数目，被称作“pr 在 CH(Pr)中的度数”，记作 deg(pr, CH(Pr))。这样，我们的任务就是界定

deg(pr, CH(Pr))的期望值。 

根据 〖定理 11.1〗，由r个顶点构成的凸多胞体至多含有 3r-6 条边。既然CH(Pr)是一个由

不超过r个顶点构成的凸多胞体，这就意味着，其中所有顶点的度数之和不会超过 6r-12。于是，

平均度数将不超过 6-12/r。因为我们是按照随机次序进行处理的，似乎pr的期望度数应该不会

超过 6-12/r。然而，我们还是要更加仔细⎯⎯在确定一个随机次序时，其中有四个点已经是固

定了的，因此更确切地说，pr是{p5, …, pr}（而不是Pr）中的一个随机元素。考虑到p1, …, p4

的度数和不小于 12，deg(pr, CH(Pr))的期望值应该按如下界定： 

E [deg(pr, CH(Pr))] 

=  
1

r-4 · ∑
i=5

r
deg(pr, CH(Pr)) 

≤  
1

r-4 · ({∑
i=1

r
deg(pr, CH(Pr))} - 12) 

≤  
6r - 12 - 12

r-4  
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=  6 

算法 CONVEXHULL 所生成的小平面的期望数目，就是起始时的小平面数目（即 4），再加

上在依次加入 p5, …, pn的过程中所生成小平面的期望数目。因此，所生成小平面的期望数目就

等于： 

4 + ∑
i=5

n
E[deg(pr, CH(Pr))]  ≤  4 + 6(n-4)  =  6n - 20 

  

在对结构的变化总量做出界定之后，就可以进一步来界定算法运行时间的期望值。 

〖引理 11.4〗 

对于由 R3 中任意 n 个点组成的集合 P，算法 CONVEXHULL 都可在 O(nlogn)的期望时间内构造出 P 的

凸包。这里的期望值，是相对于算法所采用的随机排列而言的。 

〖证明〗 

在主循环之前的那些步骤，肯定可以在 O(nlogn)时间内完成。在算法的第 r 轮迭代中，若

Fconflict(pr)是空集（即当 pr落在当前凸包的内部或者边界上时），只需要常数时间。 

否则，除了第 17~19 行、第 20 行之外，第r轮迭代的主体部分需要O(card(Fconflict(pr)))时

间（这里的card()表示集合的基数）。例外的这几行所消耗的时间，将在稍后进行界定；我们

首先来界定card(Fconflict(pr))。我们注意到，所谓的card(Fconflict(pr))，就是随着点pr的引入而被删

除的小平面的数目。显然，每张小平面只有在首先被生成后，才能被删除；而且，最多被删除

一次。根据〖引理 11.3〗，算法所生成小平面的期望数目为O(n)，因此这就意味着删除操作的

（期望）总数同样为O(n)，即 

E[∑
i=5

n
card(Fconflict(pr))]  =  O(n) 

接下来，考虑第 17~19 行和第 20 行。第 20 行所需的时间，线性正比于从 G 中删除的节

点和弧的总数。同样地，一个节点或一条弧至多只能被删除一次，我们可以将每次删除所需的

时间，归入为生成该节点或弧所需的时间。这样，剩下的工作就是考察第 17~19 行。在第 r 轮

迭代中，对于组成地平线的每一条边（即 L 中的每一条边），这三行都要执行一遍。对应于边

e∈L 的这部分时间为 O(card(P(e)))。因此，第 r 轮迭代中花费在这三行上的时间总共为

O(Σe∈Lcard(P(e)))。于是，为了界定期望的总体运行时间，我们需要界定出下式的期望值： 

∑
e

card(P(e)) 
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这里的求和范围，覆盖在算法的各轮迭代中，曾经在地平线上出现过的所有边。后面将证明，

这个数为 O(nlogn)⎯⎯这就说明，总体的运行时间为 O(nlogn)。  

 

为得出支持上述证明的那个上界，要借助第 9 章中的构形空间框架。在这里，域X就是集合P，

而构形Δ则对应于凸包上的各边。不过，由于技术上的原因⎯⎯为了能够正确处理好退化情况⎯⎯需

要在每条边的两侧分别附上一条半边（half-edge）。更确切地说，我们将引入翼（flap）的概念⎯⎯

所谓的一个翼Δ，就是由不共面的四个点所构成的有序四元组（p, q, s, t）。而定义集D(Δ)正是集合

{p, q, s, t}。要对毁灭集K(Δ)做出直观解释，将会更困难些。将由p和q确定的直线记作l。对于给定的

任何点x，将穿过x、以l为边界的半平面记作h(l, x)。对于给定的任何两点x和y，将起始于x、穿过y

的射线记作ρ(x, y)。 

 

图11-13 点x∈X属于K(Δ)的几种情况 

如 图 11-13 所示，任何点x∈X属于K(Δ)，当且仅当x落在如下区域之一的内部： 

1. 由半平面 h(l, s)和 h(l, t)确定的三维闭合凸楔形外部； 

2. h(l, s)的内部、由射线ρ(p, q)和ρ(p, s)确定的二维闭合楔形的外部； 

3. h(l, t)的内部，由射线ρ(q, t)和ρ(q, p)确定的二维闭合楔形的外部； 

4. 直线 l 上、线段
—pq之外； 

5. 射线ρ(p, s)上、线段
—ps之外； 

6. 射线ρ(q, t)上、线段
—qt之外。 

对于任一子集S⊆P，都可以定义出一个由活跃构形（active configuration）组成的集合T(S)⎯⎯这

正是我们希望计算的东西⎯⎯正如第 9 章所规定的：Δ∈T(S)当且仅当D(Δ)⊆S且K(Δ)∩S = ∅。 
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〖引理 11.5〗 

翼Δ = (p, q, s, t)属于 T(S)，当且仅当
—pq, —ps和—qt都是凸包 CH(S)的边，有某张小平面 f1 与

—pq和—ps关联，

而且还有另一张小平面 f2 与
—pq和—qt关联。此外，若小平面 f1 和 f2 之一与某个点 x∈P 可见，则 x∈K(Δ)。 

其证明由读者完成⎯⎯为此需要精细地考察多点共线或共面的情况，不过，这些都不算困难。 

正如你可能预料到的，翼在这里所起的作用，就相当于地平线上的各边。 

〖引理 11.6〗 

Σecard(P(e))的期望值为 O(nlogn)⎯⎯求和范围，覆盖了出现于该算法各轮迭代中的所有地平线边。 

〖证明〗 

考虑pr相对于CH(Pr-1)的地平线上的任一条边e。令Δ = (p, q, s, t)为满足—pq = e的两个翼中

之一。由〖引理 11.5〗，Δ ∈ T(Pr-1)，且在P\Pr内的各点中，与关联于e的某张小平面可见的每

一个点都属于K(Δ)，因此必有P(e) ⊆ K(Δ)。由此，根据〖定理 9.15〗可知：和式 

∑
Δ

card(K(Δ)) 

（这里的求和范围，覆盖了出现于至少一个 T(Pr)当中的所有翼Δ）不会超过 

∑
r=1

n

16 · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · ⎝
⎛

⎠
⎞E[card(T(Pr))]

r  

该和式中，T(Pr)的基数为 CH(Pr)中边数的两倍。因此不会超过 6r-12，故可以得到上界： 

∑
e

card(P(e)) ≤ ∑
Δ

card(K(Δ)) ≤ ∑
r=1

n

16 · ⎝
⎛

⎠
⎞n-r

r  · ⎝
⎛

⎠
⎞6r-12

r  ≤ 96 · n · lnn 

  

至此，我们终于完成了对上述凸包算法的分析。分析的结果可以归纳如下： 
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〖定理 11.7〗 

R3 中 n 个点的凸包，可在 O(nlogn)的期望时间内构造出来。 

11.4 *凸包与半空间求交 

第 8 章已经介绍过对偶变换的概念。对偶变换的威力在于，它使得我们可以从一个新的角度来

考虑问题⎯⎯从这个角度，可以对问题有更为深入的理解。你应该记得，我们将点p的对偶直线记作

p*，将直线l的对偶点记作l*。对偶变换具有保持关联、保持顺序的性质⎯⎯p ∈ l当且仅当l* ∈ p*；p

落在l的上方，当且仅当l*落在p*的上方。 

我们来仔细看看，凸包在对偶空间中将对应于什么。只考虑平面的情况。设P为任一平面点集。

鉴于技术的原因，我们只将注意力集中于其上凸包（upper hull）⎯⎯记作UH(P)。UH(P)上每一条边的

支撑线（supporting line），都从整个P的上方穿过⎯⎯参见 图 11-14 的左边。所谓的上凸包，即联接

于P中最左侧点与最右侧点之间的一条多边形链。（为简化讨论，假定各点x-坐标互异。） 

 

图11-14 上凸包对应于下包络：原平面（左），对偶平面（右） 

那么，点p ∈ P何时会作为一个顶点出现在上凸包上呢？出现这种情况，当且仅当存在一条经过

p的非垂直线l，使得P中所有的其它点都落在l下方。转换到对偶平面中，这句话可以转述为如下条件：

在直线p* ∈ P*上存在一个点l*，使得l*位于P*中所有其它直线的下方。如果考察排列A(P *)，这一条件

就意味着：p*为该排列中唯一的那个底单元（bottom cell）贡献了一条边。这个底单元，就是分别以

P*中各直线为边界、位于直线下方的所有半平面的公共交集。该底单元的边界，是一条x-单调链。

如果将P*中的每条直线都看成是某个线性函数的图像，那么这条链就是所有函数的最小值。正因为

此，在任何排列中，底单元的边界往往也被称为是其对应直线集的下包络（lower envelope）。P*的

下包络，记作LE(P *)⎯⎯如 图 11-14 的右侧所示。 

UH(P)上来自 P 的点，按 x-坐标递增的次序出现。底单元边界上来自 P*的直线，按斜率递减的次

序出现。因为 p*的斜率等于 p 的 x-坐标，UH(P)上各点自左向右排成的序列，恰好对应于 LE(P*)中各
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边自右向左排列的序列。因此就其本质而言，每个点集的上凸包都等同于某一直线集的下包络。 

还有最后一点需要检查。P 中的两个点 p 和 q 构成凸包上的一条边，当且仅当 P 中所有其它的

点都落在由 p 和 q 确定的直线下方。在对偶平面上，这个条件将意味着：满足 r ∈ P\{p, q}的所有直

线 r*，都从直线 p*和 q*的交点 l*上方穿过。这正好就是“p* ∩ q*为 LE(P *)的一个顶点”的条件。 

P 的下凸包（lower hull）与 P*的上包络（upper envelope）之间有何关系呢？（请读者自己给出

这些概念的准确定义。）根据对称性，这两个概念同样地互为对偶。 

 

由此可知：为一组下半平面（lower half-plane）⎯⎯即位于某条非垂直线下方的半平面⎯⎯计

算公共交集的问题，可以转换为计算某个上凸包的问题；而为一组上半平面（upper half-plane）计算

公共交集的问题，则可以转化为计算某个下凸包的问题。但是，如果我们需要计算任意的一组半平

面 H 的公共交集，又该如何呢？一种显而易见的方法是：先将集合 H 一分为二：H+为所有的上半平

面，H-为所有的下半平面。然后，通过计算 H*
+的下凸包，可以得到∪H+；通过计算 H*

-的上凸包，可

以得到∪H-。最后，只要对∪H+和∪H-进行求交，就可以得到∩H。 

然而，有必要这样做吗？既然下包络、上包络对应于上凸包、下凸包，任意一组半平面的公共

交集难道不是对应于整个凸包吗？就某种意义而言的确如此。问题在于， 对偶变换无法处理垂线；

而且，对于任意两条接近垂直的直线，只要它们的斜率符号相反，那么尽管非常靠近，它们经过映

射之后各自对应的点却将相去甚远。凸包的对偶总是由相去甚远的两部分组成，原因正在于此。 

的确可以定义出另一种能够支持垂线的对偶变换。不过，为了将该对偶变换应用于给定的一组

半平面，需要首先在这些半平面的公共交集中找出一个点。但是我们不能指望总是能够找到这样的

一个点。只要我们仍然限于欧氏平面，就不可能找到某一通用的对偶变换，以将任意一组半平面的

公共交集转换为一个凸包⎯⎯因为半平面的公共交集有可能是空集。与这种可能情况相对应的对偶，

又将是什么？关于欧氏空间中一组点的凸包，我们的定义总是明确的⎯⎯它不可能是“空集”。（虽

然在有向射影空间（oriented projective space）中，可以完美地解决这个问题，但是这一概念已经超

出了本书所涉及的范围。）只有在你能够肯定交集非空，而且已经从中找出了一个点的时候，你才

能定义出这样的一个对偶变换，从而将该交集与某个凸包联系起来。 

这方面的讨论暂告一段落。重要是，尽管有技术上的复杂性，就其本质而言，凸包与半平面（或

三维空间中的半空间）的交集的确是对偶的一对概念。因此，任何一个凸包算法，都可以通过对偶

变换，转化为一个构造平面上一组半平面（或者三维空间中一组半空间）的公共交集的算法。 

11.5 *再论 Voronoi 图 

第 7 章曾介绍过平面点集的Voronoi图（如 图 11-15 所示）。将会令你感到惊讶的是，在三维空
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间中，一组上半空间（upper half-space）的公共交集，竟然会与平面Voronoi图有着密切的联系。根

据前一节有关对偶变换的结论，这意味着在平面Voronoi图与三维凸包之间也存在着密切的联系。 

 

图11-15 Voronoi图 

 

图11-16 借助对偶变换，可以在平面Voronoi图与三维凸包之间建立联系 

这与三维空间中单位抛物面的一个神奇性质有关。设U := (z = x2 + y2)为单位抛物面，p := (px, py, 

0)为平面z = 0 上任意一点。如 图 11-16 所示，考虑穿过p的那条垂线。该直线与U相交于p' := (px, py, p2
x 

+ p2
y)。令h(p)为非垂直的平面z = 2px·x + 2py·y - (p2

x + p2
y)。请注意到，h(p)必然穿过点p'。现在，考察

平面z = 0 上的另一点q := (qx, qy, 0)。穿过q的那条垂线与U相交于点q' := (qx, qy, q2
x + q2

y)，而且与h(p)

相交于 

q(p)  :=  (qx, qy, 2pxqx + 2pyqy - (p2
x + p2

y)) 

点 q'到 q(p)的垂直距离等于 

q2
x + q2

y - 2pxqx - 2pyqy + p2
x + p2

y  =  (qx - px)2 + (qy - py)2  =  dist(p, q)2 

因此，平面 h(p)（与单位抛物面一起）对平面 z = 0 上各点到 p 的距离进行了“编码”。（由于对任

何点 q 都有 dist(p, q)2 ≥ 0，而且 p' ∈ h(p)，这就说明 h(p)必然与 U 相切于点 p'。） 
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图11-17 Voronoi图与上包络的对应关系 

平面h(p)对其它各点到p的距离进行了编码，这一事实将导出Voronoi图与上包络之间的相互对应

关系。下面对此做一解释。任取一个平面点集P，我们将该平面假想为三维空间中的平面z = 0。考虑

平面集合H := {h(p) | p ∈ P}，令UE(H)为由其中所有平面确定的上包络。我们声称，UE(H)在平面z = 0

上的投影，恰好就是P的Voronoi图。图 11-17 说明这一性质，只不过空间降低了一个维度：直线y = 0

上任意一组点pi的Voronoi图，就是由所有直线h(pi)确定的上包络的投影。 

〖定理 11.8〗 

设 P 为三维空间中的任一点集，其中所有点都来自平面 z = 0。设 H 为由所有点 p ∈ P（按照上述定

义）的对偶平面 h(p)所组成的集合。则 UE(H)到平面 z = 0 上的投影，就是 P 的 Voronoi 图。 

〖证明〗 

为证明该定理，需要说明：任一点 p ∈ P 的 Voronoi 单元，正好就是平面 h(p)为 UE(H)贡

献的那张小平面的投影。在平面 z = 0 上，在 p 所对应 Voronoi 单元中任取一点 q。于是，对任

何 r ∈ P\{p}，都有 dist(q, p) < dist(q, r)。需要证明的是：穿过 q 的那条垂线与 UE(H)的交点，

必落在平面 h(p)上。我们记得，对于任一点 r ∈ P，平面 h(r)都会与穿过 q的垂线相交于点 q(r) := 

(qx, qy, q2
x + q2

y - dist(q, r)2)。既然在 P 内各点中，点 p 到 q 的距离最近，故 q(p)必为最高的

交点。因此，正如我们所声称的，穿过 q 的垂线与 UE(H)的交点必然落在平面 h(p)上。  

根据这一定理，为了构造平面Voronoi图，只需构造出三维空间中某一组平面的上包络。根据 习

题 11.10 的结论（同时参照上一节），三维空间中一组平面H的上包络，与H*中各点的下凸包之间相

互对应，因此（为求解这类问题）可以直接采用算法CONVEXHULL。 

H*的下凸包也同样有其几何意义：它到平面 z = 0 上的投影，就是 P 的 Delaunay 三角剖分

（Delaunay triangulation）⎯⎯对此，你应该不会感到奇怪。 
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11.6 注释及评论 

早期的凸包算法只能处理平面点集⎯⎯关于这些算法的讨论，请参见第 1 章的“注释及评论”

一节。在三维空间中构造凸包，难度要大很多。第一个此类算法，是Chand和Kapur[84]提出的“礼

品包扎”（gift wrapping）算法。该算法用一张平面不断地围绕已知的边 “旋转”，从而逐一找出

（构成凸包的）所有小平面；当重新回到起点时，算法终止。对于由f张小平面组成的一个凸包，该

算法的运行时间为O(nf)⎯⎯最坏情况下为O(n2)。第一个运行时间不超过O(nlogn)的算法，是由

Preparata和Hong[322][323]提出的，属于分治式算法。早期递增式算法的运行时间为O(n2)[344][223]。

这里所介绍的随机版本，源自Clarkson和Shor[133]。该版本需要O(nlogn)空间；而最初的那篇论文还

通过一个简单方法，将空间复杂度改进至线性量级。本书中在此处首次使用的冲突图概念，也来自

于该篇论文。然而，这里的分析方法却来自于Mulmuley[290]。 

本章的注意力集中在三维空间，此时凸包本身的复杂度依然是线性的。所谓的上界定理（upper 

bound theorem）指出：在 d-维空间中，由 n 个点确定的凸包（就对偶空间而言，即 n 个半空间的公

共交集）的组合复杂度（combinatorial complexity）在最坏情况下可以达到Θ(n⎣d/2⎦)。（利用欧拉公式，

我们已经证明了 d = 3 的情况。） 

本章所介绍的算法，可以推广至更高维的空间，而且在最坏情况下是最优的⎯⎯其期望运行时

间为Θ(n⎣d/2⎦)。有趣的是，对于奇数维空间，已知最好的确定性凸包算法，就是在该算法的基础上，

通过（非常复杂的）非随机化转换（derandomization）而设计出来的 [97]。在高于三维的空间中，既

然凸包本身的复杂度是超线性的，所以输出敏感的算法将会很有用处。就在Rd中构造凸包的问题而

言，在已知的各种输出敏感的算法中，最好的一个是由Chan[82]提出的。该算法的运行时间为O(nlogk 

+ (nk)1 - 1/(⎣d/2⎦ + 1)logO(1)n)，其中k为凸包的实际复杂度。如果读者希望了解高维空间中多胞体的数学性

质，可以参考Grunbaum的专著 [194]（它是多胞体理论的经典）；也可以参考Ziegler的专著 [399]，

该书就（多胞体的）组合性质进行了论述。 

 

我们在第 11.5 节中已经看到，平面点集的Voronoi图，就是三维空间中某组特定平面的上包络的

投影。对于高维空间，类似的结论依然成立：Rd中任一点集的Voronoi图，就是Rd+1 中某组特定超平面

的上包络的投影。然而反过来，任意一组（超）平面的上包络的投影，并不见得必然是某个点集的

Voronoi图。不过有趣的是，每一个上包络的投影，的确．．都是一幅所谓的能量图（power diagram）

[25]⎯⎯这种图是Voronoi图的一个推广，其中的基点可以是（超）球，而不再是只限于点。 

11.7 习题 

习题 11.1 第 1 章曾经将点集P的凸包定义为“包含这些点的所有凸集的公共交集”。本章又给
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出了另一种定义⎯⎯所谓P的凸包，就是“由P中各点的所有凸组合构成的集合”。试

证明：这两种定义是等价的（也就是说，你需要证明：q是P中若干点的凸组合，当且

仅当q属于以P为子集的任一凸集）。 

习题 11.2 试证明：在最坏情况下，算法 CONVEXHULL的运行时间为 O(n3)；而且，的确存在某些

点集，在采用了不当的随机排列时，算法需要运行Θ(n3)时间。 

习题 11.3 试描述一个随机增量式算法，构造平面上任意 n 个点的凸包。你还需要说明对退化情

况的处理方法。试对该算法的期望运行时间做一分析。 

习题 11.4 在很多的实际应用中，在包含 n 个点的集合 P 内，只有很少比例的点是（其凸包边界

上的）极点。在这种情况下，构成 P 的凸包的顶点数目要远远少于 n。事实上，利用

这一性质，可以使我们的算法 CONVEXHULL运行得快于Θ(nlogn)。 

比如，假定在规模为 r 的随机采样点集 P 中，极点数目的期望值为 O(rα)，其中常数α 

< 1（如果 P中各点均匀地分布于一个球体的内部，这一条件就将成立）。试证明：

在这一条件下，算法的运行时间为 O(n)。 

习题 11.5 对于由三维空间中任意 n 个点组成的一个集合 P，可以这样来构造 P 的凸包：将一张

平面围绕凸包上的各条边不断“旋转”，并在此过程中逐一找出构成凸包的各张小平

面。试按照这一思路，详细给出一个算法，并对其运行时间做一分析。 

习题 11.6 试描述一种数据结构，借助该结构能够通过比较判断出，任一给定的待查询点（query 

point）q是否落在R3中的某个凸多胞体之内。（提示：利用第 6 章中的结论。） 

习题 11.7 所谓简单多胞体（simple polytope），就是三维空间中的一个区域，其边界由多个平

面多边形围成，而且它在拓扑上等价于一个球（尽管它本身不见得一定是凸的）。试

说明，对于三维空间中由 n 个顶点确定的一个简单多胞体，如何才能在 O(n)时间内判

断出某个点是否落在其内部。 

习题 11.8 试描述一个随机增量式算法，用以构造一组半平面公共交集。试对其期望运行时间做

一分析。你的算法需要维护当前半平面集的公共交集。为了确定新半平面的插入位置，

还需要维护一幅冲突图，以记录当前交集的各顶点与待插入的各半平面之间的冲突。 

习题 11.9 试描述一个随机增量式算法，用以在三维空间中构造一组半空间公共交集。试对其期

望运行时间做一分析。与上题类似地，你也需要维护一幅冲突图。 

习题 11.10 在本题中，你需要详细地设计出一个对偶变换。对于R3中的任一点p := (px, py, pz)，

平面z = pxx + pyy - pz记作p*。对于非垂直的平面h，令h*为满足(h *)* = h的点。试参

照第 11.4 节中针对平面情况所做的相关定义，给出三维点集P的上凸包UH(P)的定义，

以及三维空间中平面集H的下包络LE(H)的定义。 

试证明下列性质： 

 点p落在平面h上，当且仅当点h*落在平面p*上。 

 点p落在平面h上方，当且仅当点h*落在平面p*上方。 
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 点p ∈ P是UH(P)的一个顶点，当且仅当平面p*为LE(P *)贡献一张小平面。 

 线段—pq是UH(P)的一条边，当且仅当平面p*和q*的交线为LE(P *)贡献一条边。 

 点p1, p2, …, pk为UH(P)上某张小平面f的顶点，当且仅当平面p*
1, p

*
2, …, p*

k各自为

LE(P *)贡献的小平面拥有一个公共的顶点。 

 





1122   
空间二分：画家算法 

相对于他们的前辈们，当代的飞行员已今非昔比，他们最初的飞行经验，不是来自于实际的空

中飞行，而是借助地面上的飞行模拟器。对航空公司来说，这更加经济；而对飞行员本人来说，这

也更加安全；另外，这也更利于环保。只有在模拟器上“飞行”很长时间之后，飞行员才会被允许

接触真正飞机上的操纵杆。为了让飞行员忘记自己只不过是坐在一台飞行模拟器上，好的模拟器必

须能够完成多种不同的任务。其中一项重要的任务就是可视化（visualization）⎯⎯让飞行员看见自

己下方的景物，或者她们即将降落的跑道。这涉及到对场景的造型（modeling）以及对模型的绘制

（rendering）。为了绘制某一场景，对于屏幕上的每个像素（pixel），都必须确定在该像素处哪个
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物体才是可见的⎯⎯即所谓的隐藏面消除（hidden surface removal）。此外，还需要进行光照计算

（shading）⎯⎯亦即，计算出可见物体朝视点方向发射的光线强度。后一项计算可以大大提高图像

的真实感，却十分耗时⎯⎯这不仅要计算出有多少光能够（直接从光源或间接地通过其它物体的反

射）到达物体，而且还要考虑到光与物体表面的相互作用，这样才能计算出有多少光朝着视点反射

出去。在飞行模拟中，绘制计算必须实时进行，因此来不及进行精确的光照计算。于是，通常采用

的都是一种快速而简单的光照计算方法，而隐藏面消除则成为影响绘制时间的一个重要因素。 

 

z-缓冲算法（z-buffer algorithm）就是一种非常简明的隐藏面消除法，其过程如下。首先，对场

景进行变换，使得视线方向为正的 z-方向。接下来，按照任意次序对场景中的物体进行扫描转换（scan 

conversion）。所谓的扫描转换，就是确定被该物体的投影所覆盖的那些像素⎯⎯只有在这些位置，

该物体才有可能是可见的。已经经过处理得到的有关各物体的信息，被该算法存放在两个缓冲

（buffer）中⎯⎯一个称作帧缓冲（frame buffer），另一个称作深度缓冲（z-buffer）。帧缓冲中存储

了与每个像素当前可见的物体的（光）强度。所谓“当前可见的物体”，就是在当前已经处理过的

各物体中，与某像素可见的物体。深度缓冲中存储了当前与各个像素可见物体的 z-坐标（更准确地，

存储的是物体上与像素可见的那一点处的 z-坐标）。现在，假定在对某物体进行扫描转换的过程中，

正在处理某一像素。若此物体在该像素处的 z-坐标比当前存储在深度缓冲中的 z-坐标更小，则说明

该物体位于当前可见物体的前方。于是，就需要将这一新物体的（光）强度值存入帧缓冲，同时用

新的 z-坐标更新深度缓冲。反之，若物体在该像素处的 z-坐标比深度缓冲中当前的 z-坐标更大，则

新的这一物体（在此像素处）将不可见，因此帧缓冲和深度缓冲都应该保持原样。z-缓冲算法可以

很容易地借助硬件直接实现，因而实际的运行速度很快。正因为此，它成为最常用的隐藏面消除方

法。尽管如此，该算法仍有不足之处：深度缓冲需要额外占用大量的存储空间；而且，对于每个物

体，被其覆盖的每一个像素都需要进行 z-坐标的测试比较。而画家算法（the painter's algorithm）则

可以避免这些计算。该算法首先按照各物体到视点的距离，对其进行排序。然后，从距离视点最远

的物体开始，按照所谓的“深度顺序”（depth order），对物体进行扫描转换。在对物体进行扫描转

换的过程中，我们不需要对其 z-坐标做任何的测试比较，即可将其（光）强度值直接存入帧缓冲。

即使原先帧缓冲中该位置已经存有数值，也可以尽管覆盖。 

 

图12-1 画家算法的执行过程 

如 图 12-1 所示，就是该算法对一个包含三个三角形的场景进行处理的过程。在该图的左侧，按照扫

描转换的次序对各三角形做了编号。右侧所显示的，是依次对第一、第二和第三个三角形完成扫描
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转换之后所得到的图像。该算法是正确的，因为我们是按照从后往前的次序对各物体进行扫描转换

⎯⎯这样，对于任一像素，最后写入该像素（在帧缓冲中）对应位置的物体，与视点的距离总是最

近的，从而保证了能够得到场景的正确结果。这一算法之所以得名，是由于其过程类似于画家们作

画的方式⎯⎯不断将新的一层颜料涂在原有的一层上面。 

 

图12-2 多个物体循环覆盖 

为了顺利地应用这一方法，必须能够快速地对所有物体进行排序。不幸的是，这并不容易做到。

更糟糕的是，并不总是能够按照深度确定一个次序⎯⎯如 图 12-2 所示，按照“X处于Y前方”的关

系，物体之间可能会构成一个循环。一旦出现这种循环覆盖（cyclic overlap）的情况，无论按照何种

次序（运行画家算法），都不可能绘制出场景的正确结果。在这种情况下，只能对一个或多个物体

进行切分，以切断这种循环关系⎯⎯其前提是：在分割出来的各块之间，的确存在一个深度次序。

以三个三角形为例，无论它们如何构成一个循环，我们总是能够将其中的某一个切分为一个三角形

和一个四边形，从而保证在这样的四个物体之间存在一个正确的显示次序。找出需要切分的物体、

确定对它们进行切分的位置以及对切分后得到的碎块进行（深度）排序，是一个代价高昂的计算过

程。另外，由于深度次序取决于视点的位置，所以在每次视点移动之后，都必须重新进行计算。如

果像飞行模拟器这种环境那样，要求以实时的速度运行画家算法，我们就需要对场景进行某种预处

理，从而使得对任何一个视点，都能够很快地计算出正确的显示次序。有一种优雅的数据结构可以

使之成为可能⎯⎯这就是空间二分树（binary space partition tree – BSPT），或者简称BSP树。 

12.1 BSP 树的定义 

为了对BSP树有所体会，请看 图 12-3。图中是平面上一组物体所对应的一个空间二分（binary 

space partition），以及与之对应的一棵树。正如你所看到的，所谓的空间二分，就是递归地用直线

对平面进行分割⎯⎯第一次，是通过l1 分割整个平面；接下来，用l2 分割l1 上方的半平面，再用l3 分

割l1 下方的半平面；如此继续。分割线不仅会分割平面，同时也会将某些物体分割成多块碎片。这

种分割将一直持续下去，直到每个子区域的内部只包含一个碎片。这样的一个过程，可以很自然地

表示为一棵二叉树。在这棵树中，每匹叶子分别对应于最终所得子区域划分（subdividsion）中的一

张面；而落在这张面中的那个物体碎片，将存储在该叶子中。每个内部节点则分别对应于一条分割
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线；这条线就存储在该节点中。如果场景中包含一维的物体（比如线段），则可能有多个这种物体

被包含在某一条分割线中⎯⎯此时，对应的内部节点需要存储一个列表，以记录这些物体。 

 

图12-3 空间二分及其对应的树形表示 

任一超平面 h : a1x1 + a2x2 + … + adxd + ad+1 = 0 都确定了两个开的半空间，我们分别用 h+和 h-来

表示正、负半空间。即 

h+  :=  {(x1, x2, …, xd) | a1x1 + a2x2 + … + adxd + ad+1 > 0} 

和 

h-  :=  {(x1, x2, …, xd) | a1x1 + a2x2 + … + adxd + ad+1 < 0} 

这样，对于 d-维空间中任意 n 个物体所组成的集合 S，与之对应的 BSP 树（或者简称 BSP 树）

可以定义为一棵具有如下性质的二叉树 T： 

 若 card(S) ≤ 1，则 T 是一匹叶子；S 中的物体碎片（如果存在的话）被显式地存储在这匹叶子中。

若将这匹叶子记作 v，则存储于这匹叶子处的集合（可能是空集）被记作 S(v)。 

 若 card(S) > 1，则 T 的根节点 v 存储的是一张超平面 hv，以及由那些完全落在 hv 上（≤d-1 维）的

物体所组成的集合 S(v)。v 的左孩子为一棵 BSP 子树 T -的根，这棵树对应于集合 S- := {h-
v ∩ s | s 

∈ S}；v 的右孩子为另一棵 BSP 子树 T +的根，这棵树对应于集合 S+ := {h+
v ∩ s | s ∈ S}。 

 

图12-4 节点与子区域之间的对应关系 

BSP 树的规模，定义为树中所有节点 v 所对应集合 S(v)的总体规模。换而言之，一棵 BSP 树的
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规模就是所生成物体的碎片总数。若 BSP 中没有无用的分割线⎯⎯即分割空子空间的分割线⎯⎯则

相对于 BSP 树的规模，树中节点的数目至多成线性正比关系。严格地说，根据 BSP 树的规模，并不

能确定其所需的存储空间大小⎯⎯因为，由此并不能知道单块碎片所占用的存储空间。尽管如此，

在对同一组物体的不同 BSP 树的质量进行比较时，如上定义的 BSP 树规模，还算是一个不错的标准。 

BSP将导出一个子区域划分，而BSP树中的叶子则分别表示其中的各张面。更一般地说，对于

BSP树T中的每一个节点，我们都可以找出一个（与之对应的）凸子区域⎯⎯这个子区域，就是半空

间h◊μ的交集（其中，μ为v的祖先。若v来自μ的左子树，则◊ = -；若来自右子树，则◊ = +）。与T的根

节点相对应的子区域，就是整个空间。图 12-4 就此给出了说明⎯⎯其中，灰色节点对应于灰色的子

区域l+1 ∩ l+2 ∩ l-
3。 

 

图12-5 自动划分 

BSP可用任意超平面进行分割。然而出于计算方便的考虑，可以对允许使用的分割超平面做些

限制。一种常见的限制如下。假设我们希望针对平面上的一组线段，构造出与之对应的BSP。这种

情况下，一类显而易见的候选分割线，就是这些输入线段所在的直线。如 图 12-5 所示，要是完全利

用这类分割线，所生成的BSP就被称作一个自动划分（auto-partition）。如果是三维空间中的一组平

面多边形，那么此时所谓的自动划分，就是一个只允许采用各输入多边形所在平面进行分割而得到

的BSP。乍看起来，自动划分所受的限制很强。然而，尽管通过自动划分不见得总是能够得到规模

最小的BSP树，但是正如我们即将看到的，如此生成的BSP树，规模还是相当小的。 

12.2 BSP 树及画家算法 

 

图12-6 相对于上方的视点，下方的物体不会遮挡住上方的物体 

假定已经针对三维空间中的一组物体S，构造出了一棵BST树T。应该如何利用T来得到我们所需
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要的深度次序，进而通过画家算法来显示集合S呢？设视点为pview，并假设相对于T根节点所存储的那

张超平面，pview位于其上方。于是很显然，位于分隔平面下方的任何物体，都不可能遮挡住位于上

方的任何物体（如 图 12-6 所示）。因此，只要我们首先显示出子树T -中的所有物体（更准确地说，

应该是物体的碎片），再显示出子树T +中的物体，就不致会出现问题。至于这两棵子树T -和T +内部各

物体碎片之间的次序，则可以同样地按照这种方式，递归计算出来。 

这一过程，可以总结为下列算法： 

算法 PAINTERS算法(T, pview) 

1.  设 v 为 T 的根节点 

2.  if (v 是叶子) 

3.   then 对 S(v)中的所有物体碎片进行扫描转换 

4.   else if (pview ∈ h+
v) 

5.      then PAINTERS算法(T -, pview) 

6.        对 S(v)中的所有物体碎片进行扫描转换 

7.        PAINTERS算法(T +, pview) 

8.      else if (pview ∈ h-
v) 

9.         then PAINTERS算法(T +, pview) 

10.          对 S(v)中的所有物体碎片进行扫描转换 

11.          PAINTERS算法(T -, pview) 

12.        else (* pview ∈ hv *) 

13.          PAINTERS算法(T +, pview) 

14.          PAINTERS算法(T -, pview) 

 

 

图12-7 视点恰好落在分割平面上 

请注意，如 图 12-7 所示，当pview正好落在分割平面hv上时，我们并不画出S(v)中的任何多边形

⎯⎯因为多边形都是二维平面物体，所以从与其共面的任何一个点来看，它们都不是可见的。 

该算法⎯⎯以及任何采用 BSP 树的此类算法⎯⎯的效率，主要取决于 BSP 树的规模。因此，
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我们必须仔细选用分割平面，从而使得各物体被分割成的碎片最少。何种策略才能生成规模更小的

BSP 树呢？在开始讨论这一问题之前，必须首先明确，什么类型的物体才是允许的。之所以对 BSP

树感兴趣，是因为我们希望针对飞行模拟器这一应用，找到隐藏面消除的一种快速实现方法。既然

最关注的是速度，就应该使场景中的物体尽可能简单⎯⎯这就是说，我们不能使用曲面，而只能将

每个物体都表示为多面体模型。这里假定，多面体的每一小平面都已经做过三角剖分。因此，我们

的任务就是：针对三维空间中给定的一组三角形，构造出一棵规模尽可能小的 BSP 树。 

12.3 构造 BSP 树 

在着手解决某个三维问题的时候，通常可以采用这样一个不错的方法：首先对该问题的平面简

化版本做一研究，借此获得对问题的认识。本节也将采用这一方法。 

 

图12-8 沿输入线段进行分割 

设S为平面上一组共n条互不相交的线段。我们首先将注意力放在自动划分上⎯⎯如 图 12-8 所

示，我们暂且要求，只有S中各线段所在的直线，才能做为分割线。下面这个构造BSP的递归算法，

是不证自明的。任一线段s所在的直线，记作l(s)。 

算法 2DBSP(S) 

输入：一组线段 S = {s1, s2,…, sn} 

输出：S 的一棵 BSP 树 

1.  if (card(S) ≤ 1) 

2.   then 直接生成一棵只含单匹叶子的树 T，集合 S 显式地存储于其中 

3.     return T 

4.   else (* 将 l(s1)做为一条分割线 *) 

5.     S+ ← {s ∩ l(s1)+ | s ∈ S}； T + ← 2DBSP(S+) 

6.     S- ← {s ∩ l(s1)- | s ∈ S}； T - ← 2DBSP(S-) 

7.     生成一棵 BSP 树 T 
  （其根节点为 v，左子树为 T -，右子树为 T +， 
  而且 S(v) = {s ∈ S | s ⊂ l(s1)}） 

8.     return T 
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显然，该算法能够构造出任一集合 S 对应的 BSP 树。问题在于，这棵树是否足够小？在选用线

段做分割时，或许应该做更多计算以选出更好的线段，而不是如这里做法⎯⎯直接选用第一条线段

s1。马上能够想到的一个办法是：选用使得 l(s)与尽可能少的线段相交的那条线段 s∈S。然而，这种

策略过于贪心了⎯⎯对于某些由线段组成的构形，该策略是行不通的。此外，为了找出这样的线段，

也需花费大量时间。那么，还有其它的办法吗？或许你已经猜出来了⎯⎯正如前几章的做法一样，

在难以做出选择的时候，干脆随机地进行选择。针对当前问题的做法是，随机地挑出一条线段，用

作分割线。稍后我们将会看到，如此构造出来的 BSP，其期望规模的确非常小。 

为了实现这一构思，在构造过程开始之前，需要把所有线段的次序随机打乱。 

算法 2DRANDOMBSP(S) 

1.  生成集合 S 中各线段的一个随机排列 S' = s1, …, sn 

2.  T ← 2DBSP(S') 

3.  return T 

 

图12-9 直接采用免费的分割 

在对这一随机算法进行分析之前，我们需要注意到，有一些简单的优化可以直接进行。假设已

经选取了前面若干条分割线。由于这些直线的引入，在平面上导出了一个子区域划分，其中的各张

面分别对应于我们正在构造的BSP树中的各个节点。任取其中一张面f。有些线段可能会完全跨越f。

如 图 12-9 所示，如果选取这样的一条线段来对f进行分割，f内部的其它线段将不会因此而被分割开

来；而且，在此后的计算中我们可以不再考虑这条线段。看到这类免费的分割（free split）而不加以

利用，简直就是傻瓜。因此改进后的策略是，免费的分割一旦可行，就立即采用；只有在不存在这

类分割方案时，才进行随机的分割。为了实现这一优化，我们必须能够判断出来，一条线段到底是

不是一个免费的分割。为此，需要为每条线段分别维护两个布尔型变量，通过它们可以知道，（每

条线段的）左、右端点是否落在某条已经采用过的分割线的同侧。一旦这两个变量同时为真，对应

的线段就是一个免费的分割。 

 

现在，对算法 2DRANDOMBSP 的性能做一分析。为了简化分析，只分析未采用免费分割的版本。

（实际上就渐进复杂度而言，即使采用了免费分割，也不会有什么改进。） 
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首先来分析BSP树的规模⎯⎯即由算法生成的碎片总数。当然，它主要取决于第一行所选定的

排列次序⎯⎯有些排列将导致更小的BSP树，另一些则更大。做为例子，请考察如 图 12-10 所示的

一组共 3 条线段。如果按如(a)所示的次序处理这些线段，将得到 5 块碎片。然而，如果按如(b)所示

的另一次序，则只生成 3 块碎片。可见，采用不同的次序将得到不同规模的BSP。因此，只能分析

BSP树的期望规模（expected size）⎯⎯即全部n!种排列（所得到BSP树）的平均规模。 

 

图12-10 不同的次序导致不同BSP 

〖引理 12.1〗 

算法 2DRANDOMBSP 所生成碎片的期望数目为 O(nlogn)。 

〖证明〗 

任取 S 中一条固定的线段 si。在算法将 l(si)做为下一条分割线引入时，在其它（已经引入

的）的线段中，按照期望估计会有多少条与 l(si)相交呢？我们将对此做一分析。 

在引入l(si)时，另一线段sj即使就相对位置而言的确与该直线相交，也未见得一定会被l(si)

分割。什么时候才会被分割呢？由图 12-10 可以看出，这要取决于“夹在”si和sj之间、与l(si)

相交的那些线段。因此，只要对这些线段进行检查，就可以做出判断。具体地说，如果的确存

在这样一条线段，而且其所在的直线已经先于l(si)被用作分割线，那么sj就会被这条直线“庇护”

起来，从而不致于被l(si)切分。图 12-10 中的图(b)就是这种情况⎯⎯由于线段s1的“庇护”，

s3 没有被l(s2)切分（尽管s3 的确与l(s2)相交）。出于这种考虑，我们将为每一条线段，定义其

相对于某条固定线段si的距离： 

distsi(sj)  =  
⎩⎪
⎨
⎪⎧介于si与sj之间、与l(si)相交线段的条数 （若l(si)与sj相交）
+∞  （否则）  

 

图12-11 各线段相对于固定线段si的距离 
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如图 12-11 所示，就有限距离而言，拥有同一距离的线段最多不会超过两条⎯⎯在si的两

翼，各有一条。 

设 k := distsi(sj)，而介于 si和 sj之间的这 k 条线段（依次）为 sj1, sj2, …, sjk。在将 l(si)做为

最新的分割线引入的时候，它将 sj切分开来的概率是多大呢？要想发生切分，第一个必要条件

就是，在随机序列中 si必须排在 sj之前；此外，si还必须排在介于 si和 sj之间的所有线段之前

⎯⎯否则，其中任何一条线段都会把 sj“庇护”起来，使之免于被 si切分。换而言之，在下标

集合{i, j, j1, …, jk}当中，i 必须是最小的。既然各线段的次序是随机的，这就意味着 

Pr[l(si)切分 sj]  ≤  
1

distsi(sj) + 2 

需要注意的是，某些本身并未被 l(si)切分的线段，它们的延长线同样有可能会将 sj“庇护”

起来。上式之所以不是等号，原因正在于此。 

现在，我们就可以界定由于 si的引入而造成切分的期望数目如下： 

E[si产生的切分数目] 

≤ ∑
j≠i

1
distsi(sj) + 2 

≤ 2 · ∑
k=0

n-2
1

k+2 

≤ 2 · lnn 

由期望的线性律可知：所有线段所产生切分的总期望数目不会超过 2n·lnn。我们开始于 n

条线段，而每一切分都使碎片数目加一，故最终碎片的期望数目不会超过 n + 2nlnn.  

 

我们已经证明，由算法 2DRANDOMBSP 生成的 BSP，期望规模为 n + 2nlnn。由此也就证明了，

对于包含 n 条线段的任一集合，都必然存在．．．．一个规模为 n + 2nlnn 的 BSP。而且，在所有的排列次序

中，至少有一半排列次序所生成的 BSP 规模不超过 n + 4nlnn。可以利用这一点，找到规模如此小的

一个 BSP⎯⎯在算法 2DRANDOMBSP 启动之后，我们对树的规模进行监视；一旦中途超过这一界限，

就换成另一个随机排列次序，重新运行这一算法。我们需要尝试的次数，期望值为 2。 

 

我们已经对算法 2DRANDOMBSP 所生成 BSP 的规模进行了分析。那么，运行时间呢？同样地，

这也取决于我们所采用的随机排列次序。因此，也只能考虑期望的运行时间。可以在线性时间内计

算出一个随机排列。如果忽略递归调用所消耗的时间，算法 2DBSP 所需的时间将线性正比于 S 中的

碎片数目。这个数目绝不可能超过 n⎯⎯实际上，随着递归深度的增加，这个数只会越来越小。最
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后，递归调用的次数显然不会超过生成的碎片数目，也就是 O(nlogn)。因此，总的构造时间为 O(n2logn)，

这样就得到如下结论： 

〖定理 12.2〗 

可以在 O(n2logn)期望时间内，构造出一个规模为 O(nlogn)的 BSP。 

由 2DRANDOMBSP构造出的BSP，其期望规模还算不错；尽管如此，该算法的运行时间却多少

有点令人失望。在很多应用中，这并不会显得多重要⎯⎯因为在这些环境中的构造过程，可以是离

线（off-line）进行的。此外，只有在BSP极不平衡的时候，构造过程才需要平方量级的时间，而这

种情况在实践中非常少见。尽管如此，从理论的角度来看，这样的构造时间毕竟不能令人满意。通

过一种基于线段树（segment tree）结构的方法（参见第 10 章），可以对此进行改进⎯⎯我们可以使

用某种确定性算法（deterministic algorithm），在O(nlogn)时间内构造出一个规模为O(nlogn)的BSP。

不过，这种方法所得到的将不再是一个自动划分；而且在实践中，它所生成的BSP规模稍嫌庞大。 

一个自然会想到的问题就是：2DRANDOMBSP 所生成 BSP 的规模，是否同样可能得到改进？⎯⎯

对于平面上的任何线段集，是否都存在一个规模为 O(n)的 BSP？或者反过来，是否存在某些集合，

它们的任何 BSP 都具有Ω(nlogn)的规模？截至目前，其答案依然是未知的。 

 

图12-12 三角形所在的平面 

这里针对平面情况所介绍的算法，可以马上推广至三维空间。设S为由R3 中任意n个互不相交三

角形组成的集合。同样地，将问题范围限制于自动划分⎯⎯亦即，我们只能使用S中各三角形所在的

平面进行分割。如 图 12-12 所示，将任一三角形t所在的平面记作h(t)。 

算法 3DBSP(S) 

输入：R3中的一组三角形 S = {t1, …, tn} 

输出：与 S对应的一棵 BSP 树 

1.  if (card(S) ≤ 1) 

2.   then 直接生成一棵只含单匹叶子的树 T，集合 S 显式地存储于其中 

3.     return T 

4.   else (* 将 h(t1)做为一张分割面 *) 

5.     S+ ← {t ∩ h(t1)+ | t ∈ S}； T + ← 3DBSP(S+) 

6.     S- ← {t ∩ h(t1)- | t ∈ S}； T - ← 3DBSP(S-) 

7.     生成一棵BSP树T 



第 12 章 空间二分：画家算法 12.4 *三维 BSP 树的规模 

340 

  （其根节点为v，左子树为T -，右子树为T +， 
  而且S(v) = {t ∈ S① | t ⊂ h(t1)}）。 

8.     return T 

 

如此生成的 BSP，其规模取决于各三角形的次序⎯⎯某些次序产生的碎片要比另一些次序更多。

与平面情况一样，也可以在一开始就将所有的三角形打乱成随机次序，以获得更好的期望规模。在

实践中，使用这种方法通常都能得到好的结果。然而，依然有待于从理论上对该算法的期望性能做

出分析。因此，接下来的一节将对该算法的另一变种进行分析⎯⎯尽管在实践中，上述算法的性能

可能更好。 

12.4 *三维 BSP 树的规模 

 

图12-13 三维空间中的免费分割 

本节将分析一个在三维空间中构造BSP树的随机算法，该算法与上面所介绍的算法几乎一样

⎯⎯它按照随机的次序来处理各三角形；而且，只要可能，它也会利用免费分割。如 图 12-13 所示，

对于这类问题，当S中的某个三角形S将原先的一个单元分割为两个互不连通的子单元时，就会出现

一个免费分割。唯一的区别是：在将某张平面h(t)当作分割平面时，需要对所有与该平面相交的单元

进行分割，而不仅仅是与t相交的那些单元。（因此，无法简单地通过递归来实现这一算法。）在这

样一种例外情况下，我们不要用h(t)对所有单元进行分割：当该分割对某个单元不起实质作用时⎯⎯

即这个单元中的所有三角形都完全落在该平面的同一侧⎯⎯就不进行分割。 

图 12-14 给出了这样一个二维的例子。该图的(a)部分，为利用上一节的算法（依次）对线段s1、

s2 和s3 进行处理之后得到的结果。该图的(b)部分，为通过修改后的算法所得到的结果。请注意：在

l(s1)下方的子空间内，修改后的算法依然会使用l(s2)进行分割；在l(s2)右边的子空间内，依然用l(s3)

进行分割。而在介于l(s1)和l(s2)之间的子空间内，却没有使用l(s3)⎯⎯这是因为在这里l(s3)的确没有实

质的作用。 

                                                        

① 原书此处误作“t ∈ T”。⎯⎯译者 
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图12-14 原先的算法及修改后的算法 

修改后的算法可以总结如下。其中的具体细节，做为习题留给读者。 

算法 3DRANDOMBSP2(S) 

输入：R3中的一组三角形 S = {t1, t2, …, tn} 

输出：对应于 S 的一棵 BSP 树 

1.  生成集合 S 的一个随机排列：t1, …, tn 

2.  for i ← 1 to n 

3.   do 用 h(t)分割所有单元⎯⎯只要分割能起实质的作用 

4.    进行所有的免费分割 

关于该算法所生成碎片的期望数目，下面这则引理给出了分析。 

〖引理 12.3〗 

就全部 n!种可能的排列而言，算法 3DRANDOMBSP2 所生成碎片的期望数目为 O(n2)。 

〖证明〗 

我们需要确定，任何一个三角形tk ∈ S最多可能被分割成多少块碎片。对于任何满足i < k

的三角形ti，定义li := h(ti) ∩ h(tk)。如图 12-15 所示，集合L := {l1, …, lk-1}由平面上不超过k-1

条直线组成。其中有些直线与tk相交，有些则不相交。 

 

图12-15 {l1, …, lk-1}与tk 

如果其中某条直线 li与 tk相交，就定义 si := li ∩ tk。令 I 为所有这些交（线段）组成的集合。

由于使用了免费分割，tk可能被分割成的碎片块数，通常不会．．简单地等于 I 在 tk中所导出排列

（arrangement）中的面（face）的数目。为了理解这一点，试考察正在处理 tk-1的时刻。我们

假设 lk-1与 tk相交；否则，tk-1就不可能在 tk中分割出任何碎片。考虑由 I\{sk-1}在 tk中导出的

排列。在其中，线段 sk-1可能会与多张面相交。然而，要是有这样的某张面 f 与 tk的三条边之
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一相关联⎯⎯这样的 f 被称作内部面（interior face）⎯⎯那么必然已经沿着 tk的这个部分做过

了一次免费分割。也就是说，h(tk-1)只可能引起对外部面（exterior face）⎯⎯即与 tk三条边之

一相关联的面⎯⎯的切分。因此，由 h(tk-1)在 tk中引起的分割数目，将取决于由 I 在 tk内导出

的排列中所含的外部面；确切地说，分割的数目等于 sk-1 为这些外部面所贡献的边数。（在后

面的分析中，很重要的一点是：外部面集合的组成，与{t1, …, tk-1}的处理次序无关。前一节的

算法，并不满足这个条件，这正是我们对其进行修改的原因。）那么，这些边的期望数目又是

多少呢？要回答这个问题，首先来界定外部面所含边的总数。 

 

图12-16 在L对应的排列中，需要计数的边必然属于l(e1)、l(e2)或者l(e3)之一所对应

的带域 

第 8 章引入了带域（ zone）的概念⎯⎯给定在平面上由一组直线构成的排列

（arrangement），任何直线l对应的带域由该排列中与l相交的所有面组成。你应该记得，若排

列由m条直线构成，则带域的复杂度为O(m)。现在，分别设tk的三条边为e1、e2和e3；对于i ∈ {1, 

2, 3}，将ei所在的直线记作l(ei)。如图 12-16 所示，在由集合L在平面h(tk)上导出的排列中，我

们所感兴趣的那些边，必然属于l(e1)、l(e2)或者l(e3)之一所对应的带域。因此，外部面所含边

的总数为O(k)。 

如果外部面所含边的总数为 O(k)，那么平均落在每条线段上的边为 O(1)条。既然 t1, …, tn

是一个随机的排列，t1, …, tk-1必然也是随机的。因此，落在线段 sk-1上的边的期望数目应为常

数，于是由 h(tk-1)在 tk中引起的附加碎片的期望数目应为 O(1)。同理可证，从 h(t1)到 h(tk-2)的

每张分割平面，在 tk中生成碎片的期望块数都是常数。这就是说，tk被切分成碎片的块数，期

望值为 O(k)。因此，碎片的总数就是 

O(∑
k=1

n
k)  =  O(n2) 

  

 

由 3DRandomBsp 生成的空间二分，期望的规模为平方量级，由此立即可知，存在一棵平方量

级的 BSP 树。 

上面所得到的复杂度上界（upper bound），多少有点令人失望。如果需要处理的是 10,000 个三
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角形，恐怕你不会愿意使用一棵规模高达平方量级的BSP树。下面这则引理 ①将告诉我们，只要依然

限制于自动划分，就不可能指望证明出一个更好的结果。 

〖引理 12.4〗 

在三维空间中，存在一组共 n 个互不相交的三角形，对它们的任何一个自动划分，规模都至少为Ω(n2)。 

 

图12-17 自动划分的最坏情况 

〖证明〗 

考虑如图 12-17 所示的一组矩形，其中R1为平行于xy-平面的一组矩形，R2为平行于yz-平

面的另一组矩形。（使用三角形也可以，不过使用矩形更易于理解。）设n1 := card(R1)，n2 := 

card(R2)。考察该构形的所有自动划分，令G(n1, n2)为它们的最小规模。我们断言：G(n1, n2) = 

(n1 + 1)(n2 + 1) - 1。这可以通过对n1 + n2进行归纳来证明。对于G(1, 0)和G(0, 1)，上述断言

显然成立。这样，让我们来考虑n1 + n2 > 1 的情况。不失一般性地，假定自动划分从R1中选用

了一个矩形r。r所在的平面必然会对R2 中的所有举行进行切分。接下来，要对经过分割所得到

的两个子场景分别进行递归处理，而每个子场景中的情况与原先的构形完全一样。如果将R1中

落在r上方矩形的数目记作m，就得到了： 

G(n1, n2) 

= 1 + G(m, n2) + G(n1 - m - 1, n2) 

= 1 + ((m+1)(n2+1) - 1) + ((n1-m)(n2+1) - 1) 

= (n1 + 1)(n2 + 1) - 1 

  

因此，或许不应该只限制于自动划分。就〖引理 12.4〗证明中的下界（lower bound）而言，限

制于自动划分的确不是好主意⎯⎯我们已经证明，这种划分的规模都不会低于平方量级；而要是在

一开始就使用一张与xz-平面平行的平面分割出集合R1 与R2，则可简明地得到一个线性规模的BSP。

                                                        

① 原书误作“theorem”，应为“lemma”。⎯⎯译者 
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然而要是换成如 图 12-18 所示的构形，则即使不做任何限制，也不能生成一个小规模的BSP。 

 

图12-18 一般性下界的构造 

这个构形的构造方法如下。从平面上的一个网格开始，这个网格由n/2 条平行于x-轴的直线以及n/2

条平行于y-轴的直线构成。（除直线外，也可以采用狭长的三角形。）略微扭动这些直线，从而得

到如 图 12-18 所示的一个构形。在这个构形中，所有直线都（完全）落在所谓的双曲抛物面（hyperbolic 

paraboloid）上。最后，将与y-轴平行的所有直线向上稍微移动一点，使得任何直线都不再相交。至

此，我们所得到的就是如下的一组直线： 

{y = i, z = ix  |  1 ≤ i ≤ n/2}  ∪  {x = i, z = iy + ε  |  1 ≤ i ≤ n/2} 

其中，ε为一个很小的正数。只要ε足够小，无论是哪个 BSP，对于每一个格子单元 C，该 BSP 都会

在与该 C 紧邻的某个单元中，将围成 C 的四条直线中的至少一条切分开来。（通过初等的方法，即

可严格地证明这一事实，不过这一证明既单调乏味，也没有多大益处。其思想是证明：只要适当地

扭动各直线，就可以使得任一平面都不可能同时穿过一个格子单元四角处的“缝隙”）。既然总共

有平方数量的格子单元，当然就会生成Θ(n2) 块碎片。 

〖定理 12.5〗 

对于 R3 中任意一组共 n 个互不相交的三角形，都存在一棵规模为 O(n2)的 BSP 树。此外，的确存在

某些构形，其任何 BSP 的规模都至少是Ω(n2)。 

BSP 树规模的平方量级下界，可能会造成一种印象：它们在实践中没有用处。幸运的是，事实

并非如此。达到下界的那些构形都是刻意人为的。在许多实际情况中，BSP 树的性能都很好。 

12.5 低密度场景的 BSP 树 

针对 R3 中任意一组共 n 个互不相交的三角形，前一节介绍了 BSP 树的一个构造算法。如此构造

出来的 BSP 树，规模总是 O(n2)。我们也曾给出了一组共 n 个三角形的实例，它的任何一棵 BSP 树
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的规模都是Ω(n2)。就这个意义而言，O(n2)这一上界在最坏情况下已是紧的；从理论上看，这一问题

至此已告解决。鉴于其平方量级的上界，人们可能会认为 BSP 树在实践中不会有太大用处。幸运的

是，实际情况并非如此。在许多的实际应用场合，BSP 树都能大显身手。显然，关于 BSP 树 de 理

论分析，与其实际的工作效率并不吻合。 

这将令人苦恼：根据理论分析的结论，在实践中功用良好的这一结构居然应该被放弃！问题的

原因在于，某些输入的确会导致 BSP 切割出很多个物体，但其它一些输入却允许 BSP 仅切割出很少

的物体。前一情况的实例，包括此前为证明下界而做的网格状构造；而后一情况则在实践中屡见不

鲜。我们自然希望理论的分析能够反映这一事实⎯⎯为此，需要针对不同类型的输入估计其各自的

上界。也就是说，不能依然仅就输入的规模 n 作分析。需要引入并考虑其它的参数，该参数应当能

够刻画不同输入的容易或棘手程度。那么，什么样的输入是“容易的”呢？直观上看，此类输入中

的物体应当是相对易于分隔的，而“棘手的”输入中的物体相互之间应当更为紧凑。需要指出的是，

物体是否相互靠近，与它们之间的绝对距离无关，而是与物体之间的距离相对于物体本身的尺寸相

关⎯⎯否则，只需简单地放大整个场景，难易程度的判定结论就不是确定的了，这是我们所不希望

的。因此，我们按照以下的定义，引入密度（density）这一参数。 

将物体o的直径记作diam(o)。对于Rd中的任意一组物体S，其密度为满足以下条件的最小数λ：

任意球体B最多与S中满足diam(o)≥diam(B)的λ个物体o∈S相交。这一定义如 图 12-19 所示。需要强调

的是，这里指的是“任意”球体B：B本身不属于S，但中心位置、半径可以任意取定。 

 

图12-19 这8条线段组成的集合，密度为3。圆盘B尽管与5条线段相交，但其中两条

因直径小于diam(B)而不被计入 

不难直接构造一组共n个物体，使它们的密度为n⎯⎯比如任意一组直线。即便限定各物体有界，

物体集的密度仍可足够高。比如 图 12-18 中所构造的那组排列成网格的物体，尽管它们都是线段而

非直线，其密度依然高达Θ(n)。反过来，有些物体集的密度也可能极低⎯⎯比如相距超过单位距离

的n个单位球，密度为 1。实际上可以证明：任意n个互不相交球体的密度均为Θ(1)，物体其半径相差

如何悬殊（习题 12.13）。 

 

现在做一回顾。我们已经定义了一个密度参数，就以下意义，通过该参数来反映场景的难易程

度：密度低，则物体相对地更加便于分离；密度高，则意味着某些区域有大量物体聚集。以下试图
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证明：密度低⎯⎯比如说，固定为一个与 n 无关的常数⎯⎯时，可以得到规模小的 BSP。也许首先

想到的是，对前一节中的随机算法做更为细致的分析，并由此证明，那个算法对于低密度的输入可

以构造出更小规模的 BSP。然而不幸的是，此方法行不通。因为事实上，即便是对于低密度的输入，

那个算法所构造出 BSP 的规模依然可能高达平方量级。换而言之，那个算法并不总是能够充分利用

“容易的输入场景”这一条件。因此，必须重新设计算法。 

 

设 S 为 R2 中的一组物体（线段、圆盘、三角形等等），S 的密度为λ。（实际上，以下介绍的

算法同样适用于 R3，甚至更高维的空间。为使讲解简明，以下不妨限定在 R3。）算法的思想是：为

每个物体 o∈S 定义少量的一组点⎯⎯称作哨兵（guard）⎯⎯使得哨兵的分布反映物体的分布，并进

而依靠这些哨兵的辅助来构造 BSP。以下介绍这一思路的具体实现。 

 

图12-20 物体的包围框及其哨兵 

将 o 的包围框（bounding box）⎯⎯亦即包围 o、与坐标轴平行的最小矩形⎯⎯记作 bb(o)。于

是，可以直接选取 bb(o)的四个顶点作为 o 的哨兵。S 中所有物体的 4n 个哨兵，组成一个复集

（multiset），记作 G(S)。（G(S)之所以是一个复集，是因为不同物体的包围框可能顶点重合。此时，

我们依然希望这些哨兵以重复的次数计入 G(S)。）就以下意义而言，低密度 S 的 G(S)中的哨兵的确

可以反映 S 中物体的分布：S 中与任一正方形 σ 相交的物体，不会超过落在 σ 内部的哨兵数。下面

的引理，将对此给出精确的印证。需要指出的是，该引理仅给出了与同一正方形相交的物体的数目

上界，而非下界⎯⎯事实上很有可能出现的情况是，某个正方形包含很多 guard，却与任何物体都不

相交。另外，尽管此前是通过圆盘来定义（二维空间中）的密度，但以下引理所提到的哨兵性质，

却是相对正方形而言的。 

〖引理 12.6〗 

平行于坐标轴、内含 G(S)中 k 个哨兵的正方形，至多与 S 中的 k+4λ个物体相交。 

〖证明〗 

任取平行于坐标轴、内含 G(S)中 k 个哨兵的一个正方形 σ。显然，σ内的哨兵（亦即包围

框的顶点）至多来自 k 个物体。S 中其余的（即四个哨兵均未落在 σ内部的）物体，构成集合

S'。易见，（作为 S 子集的）S'的密度不超过λ。以下只需证明，S'中至多有 4λ个物体与 σ相交。 
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图12-21 正方形σ与一条线段相交，但可能不包含该线段的所有哨兵。果真如此，

则该线段的直径不会小于σ的边长 

若物体o∈S'与σ相交，则显然bb(o)也必与σ相交。由S'的定义，bb(o)的顶点均不会落在正

方形σ内部。于是如图 12-21 所示，要么bb(o)到x-轴的投影覆盖σ到x-轴的投影，要么bb(o)到

y-轴的投影覆盖σ到y-轴的投影，甚至兼而有之。这就意味着，o的直径不会小于σ的边长，即

daim(o) ≥ diam(σ)/ 2。若用四个分别以各顶点为圆心、直径为diam(σ)/2 的圆盘D1, …, D4覆

盖σ，则物体o必与其中至少一个圆盘Di相交。将o计入Di的名下。于是有： 

diam(o)  ≥  diam(σ)/ 2  ≥  diam(σ)/2  =  diam(Di) 

 

图12-22 用四个直径为diam(σ)/2的圆盘覆盖σ 

既然 S'的密度不超过λ，故每个 Di至多有λ项入账。因此，σ至多与 S'中的 4λ个物体相交。

加上此前 S'之外的那 k 个物体，可知 σ至多与 S 中的 k+4λ个物体相交。  

 

由〖引理 12.6〗，可以导出以下两段式BSP构造算法。这里，令U为包含S中所有物体的一个正

方形。 

算法的前一阶段，递归地对U做正方形划分，直到每个正方形包含的哨兵不超过一个 ①。换而

言之，也就是构造G(S)②的一棵四叉树（quadtree，参见第 14 章）。为将一个正方形分成四个象限，

可以先用垂直线一分为二，再用水平线二分为四。如此，如 图 12-23 所示，可由点集G(S)的四叉树

划分（quadtree subdivision），导出一棵BSP树（BSP tree）。请注意，有的划分线（比如l2 和l3）实

际上是同一条线；其区别在于它们分别与该直线的哪一段相关，尽管BSP树中的节点并不会记录这

                                                        

① 重复的哨兵算做一个。⎯⎯译者。 

② 原书误作 G(s)。⎯⎯译者。 
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一信息。根据〖引理 12.6〗，该四叉树划分中的每一叶子区域，仅与很少量的物体相交⎯⎯准确地

讲，至多 1+4λ个。算法的后一阶段，将对每块叶子区域做进一步划分，直到所有物体相互分离。这

一阶段具体如何实施，完全取决于S中物体的类型。比如，要是所有物体都是线段，则可套用第 12.3

节的算法 2DRANDOMBSP处理每块叶子区域内的线段片段。 

 

图12-23 由点集G(S)的四叉树划分可导出一棵BSP树 

 

 

图12-24 若初始正方形U的某个角落附近有两个哨兵，而且它们相距极近，则划分

出来的叶子区域可能会很多 

上述算法的关键特性在于，对于低密度的场景，经前一阶段得到的叶子区域，都只与少量的物

体相交。不幸的是，这里存在一个问题：叶子区域本身的数目可能很多。出现这个问题的情形之一

就是，初始正方形 U 的某个角落附近有两个哨兵，而且它们相距极近。故此，需要进一步调整算法

的前一阶段，确保其生成的叶子区域数量不超过线性。具体做法如下。 

首先一项调整是：适当选取一个参数 k，任一区域一旦只包含不超过 k 个（而不是一个）哨兵，

则不再细分。为何如此调整，以及具体如何选取 k 值，稍后再做讲解。 

另一项调整如下。假设在递归划分的过程中，需要对某一正方形σ做细分。考察σ的四个象限，

若其中的至少两个象限的内部含有超过k个哨兵，则沿用此前的方法实施一次四叉树分裂（quadtree 

split）：如图 12-25 所示，先用一条垂直线lv(σ)将其一分为二，再用一条水平线lh(v)将其二分为四。

分裂之后，再递归地处理各个象限。如果每个象限所含哨兵均不超过k个，也要执行一次四叉树分裂

⎯⎯此时，四个象限都成为叶子区域。如果只有其中一个象限σ'内含多于k个哨兵，则需要小心处理

⎯⎯此时，有可能所有的哨兵都聚集在某个角落，从而需要经过很多次的分裂才能将它们分离开（参

见〖引理 14.1〗）。为此，需要做一次紧缩（shrinking）操作。该操作的直观效果是，不断压缩σ'，

直到至少有k个哨兵落到σ'的外部。更准确地，紧缩的过程如下。不妨以σ的左上象限σ'为例，其余三
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种情况相仿。σ'的紧缩，也就是沿对角线方向（以保证σ'始终是正方形）、朝着左上角移动其左下角，

直到至少有k个哨兵落在σ'之外。如果不那么严格的话，不妨仍用σ'指代紧缩之后的象限。可以看出，

σ'的边界上至少穿过一个哨兵。接下来，如 图 12-25 所示，先沿着σ'右边所在的垂直线lv(σ)将σ一分

为二，然后沿着σ'底边所在的水平线lh(σ)将它们二分为四。如此，σ被划分为四个区域，其中的两个

为正方形。特别地，唯一可能包含多于k个哨兵，且因此需要进一步细分的区域σ'，必为正方形。 

 

图12-25 四叉树分裂的实例，以及k = 4时的一次紧缩实例 

以上描述，可以归纳为算法 PHASE1： 

算法 PHASE1(σ, G, k) 

输入：区域 σ，σ内部的哨兵集 G，以及整数 k≥1 

输出：BSP树 T，其中每块叶子区域所含哨兵不超过 k 个 

1.  if card(G) ≤ k 

2.   then 创建仅含单个叶节点的一棵 BSP 树 T。 

3.   else if σ的四个象限中只有一个的内部包含多于 k 个哨兵 

4.      then 按照以上介绍的紧缩操作，确定划分线 lv(σ)和 lh(σ)。 

5.      else 按照以上介绍的四叉树分裂操作，确定划分线 lv(σ)和 lh(σ)。 

6.     创建拥有三个内部节点的一棵 BSP 树 T： 
     根节点以 lv(σ)为划分线； 
     根节点的两个孩子以 lh(σ)为划分线。 

7.     对 T 的每个叶节点μ及其对应区域中所含的哨兵 
     递归构造一棵 BSP 树 Tμ； 
     用 Tμ替换 T 中对应的叶节点。 

8.  return T 
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〖引理 12.7〗 

PHASE1(U, G(S), k)所构造的 BSP 树中，叶子数不超过 O(n/k)，其中每块叶子区域至多与 k+4λ个物体

相交。 

〖证明〗 

首先证明叶子数的上界。这一数目比内部结点的数目多一，因此只需确定后者的上界。 

若 card(G) = m，则将 PHASE1(σ, G, k)所构造 BSP 树中内部结点的最大数目记作 N(m)。

若 m≤k，则无需划分，故此时有 N(m) = 0。否则，需要对 σ实施四叉树分裂或紧缩操作，从

而生成三个内部结点和四个子区域（这些子区域还需要进一步递归处理）。将这四个子区域所

含哨兵的数目分别记作 m1, …, m4，令 I := {i : 1≤i≤4 且 mi>k}。包含 k 个或更少哨兵的区域必

是叶子区域，因此对所有的 i∈I 都有 N(mi) = 0。于是： 

N(m)  ≤  
⎩⎪
⎨
⎪⎧0  （若m≤k）
3+∑i∈IN(mi) （否则）

 

以下将归纳证明 N(m) ≤ max(0, (6m/k)-3)。对于 m≤k 这一点显然，故不妨假定 m>k。每

个哨兵至多只能落在一个区域的内部，故有∑i∈Imi ≤ m。若 σ的四个象限中至少有两个包含多

于 k 个哨兵，即 card(I) ≥ 2，则有 

N(m)  ≤  3 + ∑i∈IN(mi)  ≤  3 + ∑i∈I6mi/k – card(I)·3  ≤  6m/k - 3 

这与归纳命题吻合。若每个象限所含的哨兵均不超过 k 个，则对应的四块区域都是叶子区

域，于是 N(m) = 3。考虑到 m>k 这一假设，可得 N(m) ≤ (6m/k) - 3。至此只剩一种情况⎯⎯

仅有一个象限包含多于 k 个哨兵。这种情况下需要实施紧缩操作。根据紧缩操作的做法，经紧

缩的象限所包含的哨兵必少于 m-k 个，且其余的区域至多 k 个。于是，这种情况下有： 

N(m)  ≤  3 + N(m-k)  ≤  3 + (6(m-k)/k – 3)  ≤  6m/k - 3 

总而言之，正如归纳命题所言，无论何种情况都有 N(m) ≤ 6m/k - 3。至此，内部节点数

目的上界得证。 

 

图12-26 每个非叶子区域σ''都用一个内含k个哨兵的正方形（阴影区域）来覆盖 
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下面再证明，每块叶子区域至多与k+4λ个物体相交。按照构造的算法，每块叶子区域的内

部至多包含k个哨兵。故此，根据〖引理 12.6〗，每个正方形的叶子区域与k+4λ个物体相交。

但是，鉴于并非所有叶子区域都是正方形，无法直接应用〖引理 12.6〗。 

如图 12-25 所示，任一非正方形叶子区域σ''，都是某次紧缩操作的产物。根据约定，一旦

有k或更多个哨兵不再落在被紧缩象限σ'的内部，紧缩操作旋即终止。这些哨兵中，至少有一个

被σ'的边界穿过，故而实际上落在σ'外部的哨兵（即不计入那些恰好落在σ'边界上的那些哨兵）

应不足k个。这就意味着，可以用一个内部包含k个哨兵的正方形来覆盖σ''（如图 12-26 中的阴

影区域所示）。根据 〖引理 12.6〗，该正方形至多与k+4λ个物体相交，而与σ''相交的物体也

不会超过这个数目。  

 

使用一个大于 1 的k值为何有利，〖引理 12.7〗做出了解释⎯⎯k值越大，最终得到的叶子区域

越少。当然，另一方面，k越大，每块叶子区域之内的物体也更多。因此，选取最佳的k值应遵循以

下原则：既能尽可能地减少叶子区域，同时也不至于显著地增加各块叶子区域包含的物体。实际上，

令k := λ即可⎯⎯如此，叶子区域的数目（相对于与k = 1 时）将减少λ倍，同时就渐进意义而言，每

块叶子区域内所含物体的最大数目也不致于增加（确切地说，不过是由 1+4λ增至 5λ）。 

不过，还有一个问题：我们并不知道输入场景的密度λ，故而不能直接将其作为算法的参数。

为此需要借助如下技巧。首先，猜测一个不大的λ，比如令λ = 2。以此λ作为参数 k 调用算法 PHASE1，

并检查与所生成 BSP 树中每块叶子区域相交的物体是否超过 5k。若未超过，则转入算法的后一阶段；

否则，将猜测的λ值加倍，重新尝试。如此可以归纳为以下算法： 

算法 LOWDENSITYBSP2D(S) 

输入：  平面上 n 个物体构成的集合 S 

输出：  与 S 对应的一棵 BSP 树 

1.  令 G(S)为 S 中所有 n 个物体共 n 个包围框的 4n 个顶点组成的集合。 

2.  k ← 1；done ← false；U ← S 的包围框 

3.  while not done 

4.   do  k ← 2k；T ← PHASE1(U, G(S), k)；done ← true 

5.     for T 中的每匹叶子μ 

6.      do  找出μ所对应区域中的所有物体碎片，组成集合 S(μ) 

7.        if card(S(μ)) > 5k then done ← false 

8.  for T 中的每匹叶子μ 

9.   do  构造 S(μ)所对应的一棵 BSP 树 Tμ，并以 Tμ替换μ 

10. return T 
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若输入的S由互不相交的线段组成，则以上的第 9 行可以调用 2DRANDOMBSP算法以构造BSP。

如此，可以得到以下结论： 

〖定理 12.8〗 

由平面上任意 n 个互不相交物体组成的每一个集合 S，都拥有一个规模为 O(nlogλ)的 BSP，其中λ为

S 的密度。 

〖证明〗 

由〖引理 12.7〗，在PHASE1(U, G(S), k)所构造的BSP树中，每块叶子区域至多与k+4λ个

物体相交。故此，只要k≥λ，则LOWDENSITYBSP2D算法第 7 行的逻辑测试就必然为false。（若

k<λ，则该测试取true或false不定。）如此，不断增长的k一旦首次超过λ，while循环旋即终止。

因为这里约定每次将k值加倍，所以在进入算法后一阶段（第 8 行）时，必有k≤2λ。 

将执行到第 8 行时的k值记作k*，由以上推断必有k*≤2λ。第 7 行的逻辑测试可以保证，每

块叶子区域至多与 5k*条线段相交。因此根据〖引理 12.1〗，只要第 9行的确是调用 2DRANDOMBSP

算法，则树Tμ的期望规模为O(k*·logk*)。考虑到叶子区域总共不过O(n/k*)块，BSP树的总体规模

将为O(nlogk*)。既然k*≤2λ，本定理即得证。  

 

〖定理 12.8〗所给出的上界，绝不会比O(nlogn)更差。也就是说，就最坏情况而言，上述算法与

第 12.3 节所介绍的算法一样好；而当输入场景的密度很低时，新的算法将更为有效。 

 

此前之所以要引入密度（density）的概念，是因为在最坏情况下，R3 中一组三角形的BSP可能

达到平方量级的规模。以上算法非常适用于平面线段集⎯⎯最坏情况下，其构造的BSP规模为

O(nlogn)；而输入场景为常数密度时，则为O(n)。那么，若用该算法来处理R3 中的三角形集合，效果

又将如何呢？事实正如以下定理（证明见 习题 12.18）所指出的，此时的计算效率同样很高。 

〖定理 12.9〗 

由 R3 中任意 n 个互不相交三角形组成的每一个集合 S，都拥有一个规模为 O(nλ)的 BSP，其中λ为 S

的密度。 

随着λ从 1 到n的不同取值，〖定理 12.9〗所给出的上界将从O(n)流畅地过渡到O(n2)。因此首先，

该算法所构造BSP的规模，是最坏情况最优的。但这一结果还为强大，实际上O(nλ)的上界对于λ的所

有取值都是最优的⎯⎯因为，对于满足 1≤λ≤n的任意n和λ，R3 中都存在密度为λ的一组共n个三角形，

与之对应的每一个BSP的规模都是Ω(nλ)。 
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12.6 注释及评论 

BSP树结构在许多应用领域都很流行，在计算机图形学中尤其如此。本章所提及的应用，是利

用画家算法 [185]完成隐藏面消除。还有很多其它的应用，比如阴影生成 [124]、多面体的集合操作

[292][370]，以及为实现交互式漫游而进行的可见性预处理 [369]。在运动规划的单元分解方法 [36]、

区域查找（range searching）[60]都用到了这种结构，而GIS则将其作为一种通用的索引结构（index 

structure）。另外两种广为人知的结构⎯⎯kd-树与四叉树⎯⎯其实都不过是BSP树的特例，它们都限

定划分平面必须是正交的。本书第 5 章和第 14 章分别详细介绍了kd-树和四叉树。 

 

从理论角度对BSP树的研究，始自Paterson和Yao[317]；本章第 12.3 和 12.4 节介绍的结果，就来

自于他们的论文。他们还证明了高维BSP的上界⎯⎯Rd中任何一组(d-1)-维单纯形（simplex）,d ≥ 3，

都存在一个规模不超过O(nd-1)的BSP。Paterson和Yao[318]还针对高维空间中的正交物体（orthogonal 

object）得出了一些结论。例如，他们证明：对于R3 中的任何一组正交矩形，都存在一个规模不超过

O(n n)的BSP；而且，在最坏情况下这个上界是紧的。以下，将介绍其后得出的若干新成果。更为

详细的介绍，可以参考Toth[373]。 

曾经许久悬而未决的一个问题是：平面上任意n条互不相交的线段，是否拥有一个规模为O(n)

的BSP？Toth[372]构造了一组线段，并证明它的每个BSP的规模都不会低于Ω(nlogn/loglogn)，从而否

定了上述猜测。请注意，相对于目前已知的上界O(nlogn)，这一下届仍有距离。在几种特殊情况下，

都可以保证BSP的规模不超过O(n)。例如，Paterson和Yao[317]证明：平面上任意一组互不相交的正交

线段，必然拥有一个O(n)规模的BSP。d'Amore和Franciosa[138]也得出了相同的结论。Toth[371]则将

这一结果推广至方向仅限于几种可能的线段集。拥有线性规模BSP的其它物体集特例还包括：长度

接近的一组线段 [54]，以及正如本章已证明的，具有常数密度的一组物体。 

 

第 12.5 节之所以分析了低密度的场景，是受到以下现象的启发：在三维空间中，BSP在最坏情

况时的规模不能反映其实际的运行效率。在对几何算法做分析时，时常会发生类似的问题：尽管我

们可以找到使算法运行低效的输入实例，但现实中遇到此类输入的可能性不大。于是引发两方面的

问题：首先，在判断该算法是否实用时，依最坏情况所做的分析结论没有太多参考价值；另外，因

为在设计算法时通常都着眼于保证能够最佳地应对最坏情况，所以往往会把算法搞得异常复杂，以

便应对实践中根本就不会出现的情况。这一问题背后的原因在于：集合算法的执行时间，通常不仅

仅取决于输入的规模，而是与输入物体的外形及其在空间中的分布密切相关。解决此类问题的方法

之一，就是定义一个能够刻画输入数据几何特征的参数⎯⎯正如第 12.5 节那样。 

丰满度（fatness）是在此类问题中十分常用的一个参数。任一物体如果角度不小于β，就被称作

是β丰满的（β-fat）。[268]已经证明：若β为常数，则对于平面上任意n个β-丰满的相交三角形，其并
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集的复杂度与n成近似线性关系。截止目前，最好的上界为O((1/β)·log(1/β)·n·loglogn)[314]。丰满度的

概念，已被推广至任意凸的物体，甚至非凸的物体。丰满度最具概括性的定义是由van der Stappen[362]

给出的⎯⎯Rd中所谓一个β-丰满的物体o，必须具有如下性质：对于中心落在o内部但又不是完全包含

于o内部的任一球B，总有vol(o∩β) ≥ β·vol(B)，其中vol(·)表示体积。在很多问题来中，处理丰满的物

体，要比处理一般性物体更为高效。这种问题包括区域查找（range search）与点定位（point location）

[51][60]、运动规划（motion planning）[363]、隐藏面消除（hidden-surface removal）[229]、光线发

射（ray shooting）[21][49][53][228]以及深度序（depth order）的计算 [53][228]。 

关于第 12.5 节所使用的密度（density）参数本身，也有很多的研究。[55][362]已证明：任意一

组互不相交的β-丰满的物体，密度不超过O(1/β)。因此，与针对低密度场景的任何结论相对应地，都

可以直接得到一个针对互不相交的丰满物体的结论。第 12.5 节针对低密度场景而介绍的BSP构造算

法，是de Berg[51]构造算法的修改和改进版本。以上所提及的针对丰满物体的一些结论，实际上正

是基于该构造算法 [60][363]，故而也可以应用于低密度场景。 

12.7 习题 

习题 12.1 试证明：PAINTERSALGORITHM 是正确的。即需要证明：如果物体 A（的某部分）先于

物体 B（的某部分）被扫描转换，那么 A 就不可能挡在 B 的前面。 

习题 12.2 设 S 为平面上一组共 m 个多边形，其中共有 v 个顶点。设 T 为 S 的一棵规模为 k 的

BSP 树。试证明：该 BSP 所生成碎片的总体复杂度为 O(n + k)。 

习题 12.3 试给出平面上一组线段的例子来说明：若采用贪婪算法（greedy algorithm，即每次

都选用导致最少切分的直线 l(s)进行分割）来构造自动划分，则最终所得 BSP 的规模

会达到平方量级。 

习题 12.4 试举例说明：对于平面上包含 n 条互不相交线段的某个集合 S，虽然的确存在一棵规

模为 n 的 BSP 树，但是 S 的任何一个自动划分的规模却至少是⎣4n/3⎦。 

习题 12.5 试举例说明：平面上包含 n 条互不相交线段的某个集合 S，其任何自动划分的深度都

至少是Ω(n)。 

习题 12.6 我们已经证明过：就 2DRANDOMBSP算法所生成的划分而言，其期望规模为 O(nlogn)。

那么，其在最坏情况下的规模呢？ 

习题 12.7 假设将 2DRANDOMBSP 算法应用于平面上一组允许相交．．．．的线段。关于由此生成的 BSP

树的规模，你可以有什么结论？ 

习题 12.8 试考虑算法 3DRANDOMBSP2。在引入一张分割平面的时候，如何才能找到那些必须被

切分的单元？进而，如何才能有效地实施分割？对于这两个问题，我们并没有做出回
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答。试对这一步的详细实现过程做一描述，并对你所提出的算法的运行时间做一分析。 

习题 12.9 试给出一个分治式确定性算法，为平面上任意 n 条线段，构造规模为 O(nlogn)的 BSP

树。提示：尽可能多地利用免费分割；只有在免费分割不可行时才使用垂直分割线。 

习题 12.10 设 C 为平面上一组共 n 个互不相交的单位圆盘（即半径为 1 的圆盘）。试证明：存在

一个与 C 对应的 BSP，其规模为 O(n)。提示：在一开始时，适当的选用一组垂线⎯⎯

这些直线的形式都是 x = 2i，其中 i 为某个整数。 

习题 12.11 借助 BSP 树，可以完成各种各样的任务。任意给定一个平面子区域划分，假设对应于

其中各边，我们已经构造出了一个 BSP。 

a. 试给出一个算法，利用 BSP 树在该子区域划分中进行点定位。在最坏情况下，查

询时间是多少？ 

b. 试给出一个算法，对于任一待查询线段（query segment），利用 BSP 树从该子区

域划分中报告出与该线段相交的所有面。在最坏情况下，查询时间是多少？ 

c. 试给出一个算法，对于任一与坐标轴平行的待查询矩形，利用 BSP 树从该子区域

划分中报告出与该矩形相交的所有面。在最坏情况下，查询时间是多少？ 

习题 12.12 第 5 章已经对kd-树做过介绍。kd-树不仅能够用来存放点，也能存储线段。在这种情

况下，它实际上就是一种特殊的BSP树⎯⎯其中，对于树中处于偶数层的每个节点，

分割线都是水平的；而奇数层则都是垂直的。 

a. 与kd-树相比，BSP树具有哪些优点及缺点？试就此做一讨论。 

b. 在平面上，对于任意两条互不相交的线段，都存在一棵规模为 2 的BSP树。试证明：

不可能存在任何常数c，使得对于平面上任意两条互不相交的线段，都存在一棵规模

不超过c的kd-树。 

习题 12.13 试证明：平面上任意一组互不相交的圆盘，密度不会超过 9。（故此，依赖关系将与

圆盘的数目无关。）进而由此证明：对于平面上任意一组共 n 个互不相交的圆盘，其

BSP 的规模为 O(n)。将此结论推广至高维空间。 

习题 12.14 所谓α-丰满（α-fat）的三角形，就是要求它的三个角都不小于α。试证明：平面上任

意一组互不相交α-丰满的三角形，密度不超过 O(1/α)。进而由此证明：平面上任意一

组互不相交的α-丰满三角形，都有一个规模不超过 O(nlog(1/α)的 BSP；这将意味着，

任意一组共 n 个互不相交的正方形，都有一个规模不超过 O(n)的 BSP。 

习题 12.15 试构造密度为常数的一组共n个三角形，要求其任何一个自动划分（auto-partition）

⎯⎯亦即所采用的划分面必须与输入三角形重合的划分⎯⎯的规模至少为Ω(n2)。（这

个实例将说明，即使输入三角形集的密度为常数，第 12.4 节所介绍的随机算法依然

可能构造出期望规模为Ω(n2)的BSP。）提示：考虑均与z-轴平行、到xy-平面的投影

构成网格的一组三角形。 

习题 12.16 设T为平面上互不相交的一组三角形。若不选用所有三角形的包围框（bounding box）
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的顶点作为哨兵，还可以选用三角形本身的顶点。试针对 〖引理 12.6〗举一反例，

说明这种选取哨兵的做法并不好。你是否可以举出这样的反例，同时满足所有三角形

都是等边三角形（equilateral triangle）？ 

习题 12.17 试证明：只要实现得合理，算法 LOWDENSITYBSP2D 的运行时间可以控制在 O(n2)以内。 

习题 12.18 试将算法 LOWDENSITYBSP2D 推广至 R3，并就对应的 BSP 的规模做一分析。 

 



1133   
机器人运动规划：随意所之 

机器人学（robotics）的最终目标之一，就是设计出独立自主的机器人（autonomous robot）⎯⎯

在指挥这种机器人时，我们只需告诉它去做什么．．，而不必告诉它如何．．去做。其中尤为重要的一个方

面就是，机器人应该懂得如何为自己的运动进行规划。 

运动规划前，机器人必须了解其所处的环境。例如，工厂中的移动机器人必须事先知道障碍物

的分布。其中诸如墙或机床的位置等信息，可以描述为一张平面建筑图（floor plan）。其它的信息，

则需要机器人借助传感器获得。遇到建筑图上未予标定的障碍物（比如说人）时，机器人也应能够
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发现。根据对所处环境的了解，机器人应能够顺利抵达目的地，而不致在沿途发生任何碰撞。 

无论哪种机器人，只要它希望在真实的世界中移动，就必须求解运动规划问题。 以上介绍的情

况，假设是一个独立自主的机器人，它需要在某个工厂的环境中来回运动。这种机器人依然十分罕

见，更为常见的是机械手（robot arm），在今天的工业环境中，它们已经得到了广泛的应用。 

 

图13-1 机械手 

如 图 13-1 所示，所谓的机械手⎯⎯或称作多关节型机器人（articulated robot）⎯⎯由若干段杆

件（link）通过关节（joint）联接而成。通常，机械手的一端固定在工作平面上⎯⎯称为底座（base）；

另一端则装有手柄（hand）或者某种工具。杆件的数目从三至六段不等，有的甚至更多。关节通常

不外乎两种：旋转式关节（revolute joint）或柱状关节（prismatic joint）。前者允许杆件围绕关节任

意转动；而后者只允许一段杆件（相对另一段杆件）滑进、滑出。机械手大多被用以组装或者操纵

某些零件，或用来完成焊接或喷漆等任务。为此，它们应能够往返移动于不同的位置之间，而不致

与周围环境或正在操作的物体发生碰撞。还有一点既有趣也复杂⎯⎯它们也不应与自己发生碰撞。 

 

本章中将介绍运动规划中的一些基本概念及技术。鉴于一般性的运动规划问题十分难解，故需

要做一些简化假设。 

 

图13-2 限制于平面上特定区域内运动的机器人 

最大的一点简化是，这里只讨论二维的运动规划问题。也就是说，如 图 13-2 所示，运动的环

境是平面上的一个区域；而且，其中障碍物的外形都是多边形；另外，机器人本身的外形也是多边

形。这里还假定：环境是静态的⎯⎯亦即，在机器人运动的沿途不会遇到行人；而且，机器人对环

境的情况事先已知。将机器人限制为平面形式，看似很苛刻，实则不然⎯⎯对于一个在厂房中运动

的机器人来说，只要平面建筑图能够提供墙壁、机床等信息，常常就已经足以进行运动规划了。 
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机器人可执行哪些运动，取决于其机械结构。有的机器人可沿任何方向移动，有的则只能做受

限的运动。例如，汽车式（car-like）机器人就不能横行⎯⎯否则，将多辆汽车并排停放就轻而易举

了。此外，机器人的转弯半径（turning radius）通常都不能太小。汽车式机器人运动的几何关系十分

复杂，因此我们把讨论的范围仅限制于可沿任一方向移动的机器人。实际上，这里主要研究的是那

些只能进行平移的机器人；本章的最后，将简要地讨论那种可以通过旋转改变自身方向的机器人。 

13.1 工作空间与 C-空间 

 

图13-3 用平移向量表示（平移）机器人的位置（以左下角原点为参考点） 

设R为在二维环境中移动的一个机器人。机器人所处的环境也称为工作空间（work space），它

由一组障碍物S = {P1, …, Pt}组成。我们假定，R本身是一个简单多边形（simple polygon）。这样，

如 图 13-3 所示，机器人所处的每个位置（placement或configuration）都可以表示为一个平移向量。

如果机器人沿向量(x, y)做了一次平移，就记之为R(x, y)。例如，设某个机器人所对应多边形的顶点

分别为(1, -1)、(1, 1)、(0, 3)、(-1, 1)和(-1, -1)，则R(6, 4)所对应的顶点就是(7, 3)、(7, 5)、(6, 7)、(5, 5)

和(5, 3)。采用这种记号，可以用R(0, 0)的所有顶点来表示一个机器人。 

也可以按照所谓参考点（reference point）的概念来理解这一点。当 R(0, 0)的内部包含原点(0, 0)

时，这是一种最直观的理解方式。根据定义，这个点被称为该机器人的参考点。无论机器人在任何

给定的位置，只要给出参考点的坐标，就可以定义出机器人此时的位置。这样，R(x, y)的含义就是“按

照机器人当前的位置，其参考点位于(x, y)”。一般而言，参考点并不一定落在机器人的内部；实际

上，它可以落在机器人之外⎯⎯这种情况可以想象为，用一根“隐身的”棍棒将机器人与它的参考

点联接起来。根据定义，R(0, 0)的参考点位于坐标原点。 

现在，假设机器人能够通过旋转（比如说绕着它的参考点旋转）改变方向。此时，如 图 13-4

所示，需要一个新的参数φ来描述机器人的方向。如果机器人的参考点在(x, y)，而且已经沿逆时针方

向旋转了φ角，就可以用R(x, y, φ)来描述它。因此，最初确定的是R(0, 0, 0)。 
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图13-4 若机器人可旋转，则需要引入角度参数以描述其所处位置 

一般而言，描述机器人位置的一组参数，分别对应于机器人的几个自由度（degree of freedom 

– DOF）。对于只能在平面上平移运动的机器人来说，自由度为二；如果机器人既能平移也能旋转，

其自由度就是三。当然，如果是在三维空间中，就需要更多的参数来描述机器人：r3 中只能平移的

机器人自由度为三，r3 中既能平移也能旋转的机器人自由度为六。 

 

机器人 r 的参数空间，通常被称为 C-空间（configuration space），记作 C(R)。C-空间中的每个

点 p，分别对应于机器人在工作空间中的某一位置 R(p)。对于在平面上可平移、可旋转的机器人来说，

C-空间是三维的。在这个空间中，任何一点(x, y, φ)都对应于工作空间中的某个位置 R(x, y, φ)。C-空

间并不是一个三维欧氏空间；这个空间仅仅是 R2 × [0 : 360)。因为旋转 0 度与旋转 360 度是等价的，

所以机器人的 C-空间具有一种特殊的拓扑，这种拓扑与圆柱面类似。 

对于可在平面上做平移运动的机器人，其 C-空间的确是一个二维欧氏空间，因此该空间与工作

空间是一样的。尽管如此，还是应该区分这两个概念：所谓的工作空间，是机器人在其中实际运动

的空间⎯⎯亦即真实的世界；而所谓 C-空间，是机器人的参数空间。工作空间中的每个多边形机器

人，都可表示为 C-空间中的一点；C-空间中的每个点，都对应于工作空间中某个实际机器人的位置。 

 

如此，便给出了一种定义机器人位置的方法⎯⎯给出用来确定（机器人）位置的参数值；换而

言之，也就是在 C-空间中给出一个点。不过显然，在 C-空间中，并非每个点所指示的位置都是可能

的⎯⎯如果处于某个点所指示位置的机器人会与 S 中的障碍物相交，则这个点就应该被禁止。C-空

间中由这类点所构成的部分，被称为禁止 C-空间（forbidden configuration space），或者简称禁止空

间（forbidden space），记作 Cforb(R, S)。在 C-空间中其余的部分，每个点都对应于某一自由位置（free 

placement）⎯⎯也就是说，处于该位置的机器人不会与任何障碍物相交。这些部分合起来被称为自

由 C-空间（free configuration space），或者简称自由空间（free space），记作 Cfree(R, S)。 

机器人的每条运动路径，都可以被映射为C-空间中一条曲线。反之亦然⎯⎯路径上的每一点都

可以相应地映射为C-空间中的某一点。每条无碰撞的路径都可以映射为自由空间中的某条曲线。如

图 13-5 所示的，就是一个沿平面做平移运动的机器人。图中左侧显示的是工作空间，在机器人的起



第 13 章 机器人运动规划：随意所之 13.1 工作空间与 C-空间 

361 

点与终点之间，有一条无碰撞的路径。图中右侧显示的是C-空间，其中灰色的区域就是对应的禁止

空间，介于灰色区域之间的部分就是自由空间。在C-空间中，各障碍物已经没有什么意义，不过为

了说明清楚，还是将它们画上去了。其中也画出了与这条无碰撞路径相对应的一条曲线。 

 

 

图13-5 工作空间中的每条路径，对应于C-空间中的某条曲线：工作空间（左），C-

空间（右） 

上面介绍了如何将机器人的任一位置映射为 C-空间中的一点，以及如何将机器人的任一运动路

径映射为 C-空间中一条曲线。那么，是否也可以将障碍物映射到 C-空间中去呢？可以。任一障碍物

P 都可以映射为 C-空间中的某一点集，该点集由所有满足“R(p)与 P 相交”的点 p 组成。这个集合称

作与 P 对应的 C-空间障碍物（configuration space obstacle），或简称为 C-障碍物（C-obstacle）。 

 

图13-6 一对C-障碍物相交，当且仅当存在某个位置，处于该位置的机器人与相应的一

对障碍物相交 

即使在工作空间中的障碍物没有相交，它们在C-空间中对应的C-障碍物也可能会相交。如 图

13-6 所示，如果机器人在某一位置同时与至少两个障碍物相交，就会发生这种情况。 

 

至此，我们一直都忽略了一处细节：如果机器人恰好与某个障碍物相切，这种情况也应算作发

生碰撞吗？换而言之，从拓扑的角度来看，究竟应该将障碍物定义为开集，还是闭集？在后续的讨

论中，我们将采用前一种方案：所有障碍物都是开集⎯⎯按照这种定义，机器人与障碍物相切是允

许的。就本章的内容来说，这一点无关紧要，但是在第 15 章中，这将是很关键的一点。在实际应用
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中，如果在某次运动的过程中，机器人需要与某个障碍物在短距离内贴身而过，都将被视为不安全

的⎯⎯因为对机器人的控制可能会存在误差。这类运动是可以避免的，比如我们可以在进行路径规

划之前，将每个障碍物稍微放大一点。 

13.2 点机器人 

在着手平面多边形机器人的运动规划之前，首先讨论点机器人的情况。根据前一节所介绍的从

工作空间到 C-空间的映射，这是很自然的想法。此外，从简单情况入手总是个好方法。按照此前的

习惯，我们将机器人记作 R，将各障碍物记作 P1, …, Pt。所有障碍物的形状都是多边形，而且它们的

内部互不相交；各多边形所含顶点的总数记作 n。对于点机器人来说，工作空间与 C-空间是完全相

同的。（之所以这么说，是因为只要自然地将参考点当作点机器人本身，这两个空间就会完全一致；

即使是采用其它参考点，只要经过一次平移，C-空间就会与工作空间完全吻合。） 

我们并不是直接去构造从给定起点通往给定终点的一条路径，而是首先建立起某种数据结构，

来存储有关自由空间的描述信息。此后，就可以利用这一数据结构，在任意给定的起点和终点之间

构造出一条路径。如果机器人所处的工作空间是固定的，而且需要反复多次规划路径，那么这种方

法将很有用处。 

为了简化叙述，我们将机器人的运动范围限制在一个包围框 B 中。这个包围框应该足够大，以

容纳所有的多边形。换而言之，需要引入一个附加的无穷大障碍物⎯⎯即 B 之外的整个范围。这样，

自由 C-空间 Cfree就是 B 中未被任何障碍物覆盖的那些区域： 

Cfree  =  B \ ∪
i=1

t
 Pi 

 

图13-7 自由空间 

如 图 13-7 所示，自由空间有可能包含多块互不连通的区域，其中也可能含有孔洞。我们的目

标是构造出对自由空间的某种表示，以便此后在任意的起点和终点之间规划路径。为此，如图 13-8

所示，我们采用了梯形图（trapezoidal map）的结构。根据第 6 章的介绍，对于散布于某个包围框中
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的一组互不相交的线段，为了构造对应的梯形图，只要从每个线段端点各引出两条垂直射线：一条

垂直向上，直到撞上某条线段（或者包围框）；另一条垂直向下，直到撞上某条线段（或者包围框）。 

 

图13-8 将自由空间表示为梯形图 

第 6 章曾介绍过一个随机算法TRAPEZOIDALMAP，可在O(nlogn)的期望运行时间内，构造出n条线段的

梯形图。下述算法的功能，就是以上述算法当作一个子程序，构造出自由空间的一个表示。 

算法 COMPUTEFREESPACE(S) 

输入：一组互不相交的多边形 S 

输出：对于一个点机器人 R，Cfree(R, S)所对应的梯形图， 

1.  令 E 为 S 中各多边形的所有边 

2.  利用第 6 章所介绍的算法TRAPEZOIDALMAP，构造出梯形图T(E) 

3.  从 T(E)中将落在各多边形内部的那些梯形删除掉，返回所得到的子区域划分 

这个算法如 图 13-9 所示。图中(a)部分所显示的，是包围框中所有障碍物边所对应的梯形图；

它是由算法的第 2 行构造出来的。图中(b)部分所显示的，是第 3 行将各障碍物内部的梯形（trapezoid）

删除之后所得到的子区域划分（subdividsion）。 

 

图13-9 构造自由空间的梯形图 

有一点细节尚未做出说明：在将落在各障碍物内部的梯形删除之前，应该如何将它们找出来呢？

这件事并不困难⎯⎯在执行完 TRAPEZOIDALMAP 之后，实际上我们已经知道了每个梯形顶部的边界

是那一条边，因此也就知道了这条边界属于哪一个障碍物。接下来，只要看看这条边究竟是属于该

障碍物的上边界还是下边界，就可以判断出是否应该删除这个梯形。每一次这样的测试只需常数时

间⎯⎯因为每个障碍物的边都是沿着其边界有序存放的，所以障碍物相对每一条（有向）边是处于

左侧还是右侧，都是确定而且已知的。 

由于 TRAPEZOIDALMAP 的期望运行时间为 O(nlogn)，我们可以得出如下结论： 
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〖引理 13.1〗 

对于一个点机器人，若它运动的环境中包含一组互不相交的多边形障碍物，且障碍物总共包含 n 条

边，则可以借助随机算法，在 O(nlogn)期望运行时间内构造出一幅描述其自由 C-空间的梯形图。 

在后面的讨论中，我们把描述自由空间的梯形图记作 T(Cfree)。 

 

借助 T(Cfree)，如何才能在起点 pstart 和终点 pgoal 之间规划出一条路径呢？ 

 

图13-10 起点、终点属于同一梯形的情况 

如 图 13-10 所示，若pstart和pgoal都属于图中的同一梯形，则再容易不过了⎯⎯机器人可以沿着一

条线段，径直通往终点。 

 

图13-11 路线图 

然而，若起点和终点分属不同梯形，问题就不那么简单了。此时的路径会穿越多个梯形，而且

在途经某些梯形时还可能拐弯。为引导这种跨越多个梯形的运动，需在自由空间中构造出一幅路线

图（road map）。路线图实际上是嵌入于平面上（更准确地，是嵌入于自由空间中）的一幅图Groad。

除首、尾两段之外，路径的其它部分都与路线图吻合。请注意，水平邻接的任何一对梯形都由一条

垂直边分隔开来，该垂边必然是某一线段端点的延长线。这就启发我们按照以下方式定义路线图。

在每个梯形的中心、每条垂直边的中点各放置一个节点。两个节点之间有一条弧相联，当且仅当其

中一个节点处于某个梯形的中心，而另一个处于该梯形的边界上。在将这幅图嵌入于平面时，所有

的弧都实现为直线段⎯⎯亦即，路线图中的弧各对应于机器人的一段直线运动。如 图 13-11 所示。 
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只要对描述 T(Cfree)的双向链接边表（doubly-connected edge list）进行遍历（traversal），就可以

在 O(n)时间内构造出路线图 Groad。沿着路线图的各条弧，可以从一个梯形的中心，经过其边界上的

一个节点，到达与其共同拥有这段边界的另一个梯形的中心。 

 

将路线图与梯形图结合起来，即可在任意起点和终点之间进行运动规划。为此，首先要分别找

出这两个点所属的梯形Δstart和Δgoal。若它们是同一个梯形，就可以从pstart沿着直线径直走向pgoal。否

则，令vstart和vgoal分别为这两个梯形在Groad中各自对应的节点。在pstart和pgoal之间待构造的那条路径，

由三段组成：首先是从pstart到vstart的一段直线运动，然后是由路线图中若干条弧首尾衔接、联接于vstart

与vgoal之间的一段折线运动，最后又是从vgoal到pgoal的一段直线运动。如 图 13-12 所示。 

 

图13-12 根据图13-11中的路线图规划出来的一条路径 

规划路径的具体过程，可以总结为如下算法： 

算法 COMPUTEPATH(T(Cfree), Groad, pstart, pgoal) 

输入：自由空间对应的梯形图 T(Cfree)，路线图 Groad，以及起点 pstart和终点 pgoal 

输出：从 pstart通往 pgoal的一条路径（如果存在的话） 
 如果不存在这样的路径，也要报告这一情况 

1.  分别找出 pstart和 pgoal所属的梯形Δstart和Δgoal 

2.  if (Δstart或Δgoal不存在) 

3.   then 报告“起点或终点落在禁止空间中” 

4.   else 令 vstart为 Groad中放置于Δstart中心处的节点 

5.     令 vgoal为 Groad中放置于Δgoal中心处的节点 

6.     利用广度优先搜索， 
     在 Groad中构造出一条从 vstart通往 vgoal的路径 

7.     if (不存在通路) 

8.      then 报告“pstart与 pgoal之间没有通路” 
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9.      else 报告出一条通路 
       (* 这条通路由三段组成： *) 
       (* 1. 从 pstart通往 vstart的一段直线运动 *) 
       (* 2. 在 Groad中规划出来的一条路径 *) 
       (* 3. 从 vgoal通往 pgoal的一段直线运动 *) 

 

在对该算法的复杂度进行分析之前，我们先来检查其正确性。如此规划出来的路径，必然是无

碰撞的吗？另外，只要这种无碰撞的路径的确存在，上面的算法就一定能够找出一条吗？ 

前一个问题很好回答：规划出来的路径必然是无碰撞的⎯⎯因为，组成路径的每一条线段都落

在某个梯形之内，而每个梯形都是自由空间的一部分。 

 

图13-13 只要存在无碰撞的路径，算法COMPUTEPATH就一定能够找出一条 

为回答后一个问题，如图 13-13 所示，假定在pstart和pgoal之间的无碰撞通路的确存在。于是，显

然pstart和pgoal都必定分别落在自由空间中的某个梯形内，因此只需证明：在Groad中存在一条从vstart通往

vgoal的路径。沿着pstart与pgoal之间的通路，必然要穿越一系列的梯形。不妨将这些梯形记作Δ1, Δ2, …, 

Δk。根据定义，有Δ1 = Δstart和Δk = Δgoal。令vi为Groad中位于Δi中心处的节点。若ΔiΔi+1 属于路径上的一

段，则Δi和Δi+1 必然是拥有一段公共垂直边界的一对邻居。然而根据Groad的构造规则，这样的一对梯

形必然会通过其共同边界上某一节点相联接。因此，在Groad中存在一条（由两段弧联接而成的）从vi

到vi+1 的通路。亦即，在v1 和vk之间也必然存在一条通路。于是，只要对Groad进行广度优先搜索，就

总是能够在vstart和vgoal之间找到某条通路（当然，具体是哪一条，可能不同）。 

 

现在来分析上述算法的运行时间。 

采用第 6 章所介绍的点定位结构，可以在O(logn)时间内确定起点和终点所在的梯形。也可以直

接地逐一检查所有的梯形，这样需要线性的时间⎯⎯后面我们将看到，算法的其余部分必然需要线

性的时间，因此这种方法并不会影响该算法的渐进复杂度。 

广度优先搜索所需的时间，线性正比于图 Groad的规模。而在这幅图中，对应于每个梯形、每条

垂直延长线分别设有一个节点。实际上，无论是垂直延长线的数目还是梯形的数目，都线性正比于

各障碍物所含顶点的总数。另外，既然这是一幅平面图，其中所含弧的条数也必然是线性（正比于
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其中节点数目）的。因此，广度优先搜索需要 O(n)时间。 

为了报告规划出来的路径而消耗的时间，不会超过 Groad 中该路径上弧的条数⎯⎯即 O(n)。 

这样，就得到了如下定理： 

〖定理 13.2〗 

设点机器人 R 运动于一组多边形障碍物 S 之间，各障碍物所含边的总数为 n。可以在 O(nlogn)期望运

行时间内对 S 进行预处理，使得我们总可以在 O(n)时间内，在任何起点与终点之间为 R 规划出一条

无碰撞的路径（如果的确存在这样一条路径的话）。 

 

尽管本节介绍的算法所规划出来的路径必然是无碰撞的，但我们却不能保证得到的路径不会舍

近求远地兜大圈子。第 15 章里将设计一个算法，真正找出可能的最短路径。不过，那个算法的速度

将会慢一个数量级。 

13.3 Minkowski 和 

上一节解决了点机器人的运动规划问题：首先构造出其自由空间的梯形图，然后利用这张图来

进行运动规划。对于多边形机器人，该方法依然适用。多边形机器人更难处理，因为它们与点机器

人有一个重要的区别：C-空间中的障碍物已不再与工作空间中的障碍物一样。因此，有必要首先对

平移式多边形机器人的自由 C-空间做一分析。下一节，再介绍自由 C-空间的构造方法，以及如何利

用它为机器人进行运动规划。 

 

假定机器人 R 是凸多边形（convex polygon），而且暂且假定所有障碍物都是凸的。你应该记得，

如果机器人的参考点在(x, y)，就将 R 的位置记作 R(x, y)。对于机器人 R 而言，每一障碍物 P 所对应

的 C-空间障碍物（或简称为 C-障碍物），都被定义为 C-空间中的一个点集，如果 R 所处的位置对

应于该点集中的某个点，R 就会与 P 相交。因此如果将 P 的 C-障碍物记作 CP，就有 

CP  :=  {(x, y) | R(x, y) ∩ P ≠ ∅) 

为了画出CP的形状，如 图 13-14 所示，可以让R沿着P的边界滑行一圈⎯⎯R的参考点所经过的轨

迹曲线，就是CP的边界。 
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图13-14 若将R沿P的边界滑行一周，R参考点的轨迹就是CP的边界 

 

图13-15 点集的Minkowski和 

也可通过别的方法描述这一过程，比如采用Minkowski和（Minkowski sum）的概念。如图 13-15

所示，对于任何两个集合S1 ⊂ R2 和S2 ⊂ R2，其Minkowski和（记作S1 ⊕ S2）定义为： 

S1 ⊕ S2  :=  {p + q | p ∈ S1, q ∈ S2} 

其中，p + q 表示两个向量 p 和 q 的向量和。也就是说，若 p = (px, py)，q = (qx, qy)，则有 

p + q  :=  (px + qx , py + qy) 

既然多边形都是平面点集，故当然也可以定义它们之间的 Minkowski 和。 

为了能够利用 Minkowski 和来表述 C-障碍物，还需要借助另一个概念。对于任何点 p = (px, py)，

定义-p := (-px, -py)；而对于任何集合 S，定义-S := {-p | p ∈ S}。也就是说，-S 是 S 相对于坐标原点的

对称镜像。这样，就可以得出如下定理： 

〖定理 13.3〗 

设 R 为沿平面做平移运动的一个机器人，P 为任一障碍物。则 P 所对应的 C-障碍物为 P ⊕ (-R(0, 0))。 

〖证明〗 

只需证明：R(x, y)与 P 相交当且仅当(x, y) ∈ P ⊕ (-R(0, 0))。 

首先，假设 R(x, y)与 P相交，并取 q = (qx, qy)为它们的任一交点。由 q ∈ R(x, y)可知，(qx - x , 



第 13 章 机器人运动规划：随意所之 13.3 Minkowski 和 

369 

qy -y) ∈ R(0, 0)成立⎯⎯亦即，(-qx + x , -qy + y) ∈ -R(0, 0)成立。因为 q ∈ P 也同时成立，故

有(x, y) ∈ P ⊕ (-R(0, 0))。 

反过来，设(x, y) ∈ P ⊕ (-R(0, 0))。于是，必然存在点(rx, ry) ∈ R(0, 0)和点(px, py) ∈ P，

使得(x, y) = (px - rx , py - ry)成立⎯⎯亦即，有 px = rx + x 和 py = ry + y 成立。由此可知，R(x, 

y)必与 P 相交。  

 

因此，对于沿平面做平移运动的机器人 R 来说，各障碍物对应的 C-障碍物就是该障碍物与-R(0, 

0)的 Minkowski 和。（有时，P ⊕ (-R(0, 0))也被称作 Minkowski 差（Minkowski difference）。实际上，

数学文献中对 Minkowski 差的定义与此有别，因此我们在此避免使用这一术语。） 

本节余下部分将推导出 Minkowski 和的一些有用性质，并设计一个计算 Minkowski 和的算法。 

 

首先从一个简单的观察结论入手，它指出了 Minkowski 和的极点所具有的一个性质。 

〖观察结论 13.4〗 

设 P 和 R 为平面上的两个物体，设 CP := P ⊕ R。则 CP 中沿
→d方向的极点就是 P 和 R 各自沿

→d方向的极

点之和。 

这一观察结论如 图 13-16 所示。 

 

图13-16 Minkowski和的极点，必是极点之和 

〖定理 13.5〗 

设 P 和 R 为两个凸多边形，分别含有 n 和 m 条边。则 Minkowski 和 P ⊕ R 是一个由不超过 n + m 条

边组成的凸多边形。 

〖证明〗 

任意两个凸集的 Minkowski 和的凸性，可以由其定义直接得证。 
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图13-17 P ⊕ R的复杂度不超过P和R复杂度之和 

下面证明：Minkowski和的复杂度是线性的。为此，如图 13-17 所示，任取P ⊕ R的一条边

e。这条边必然是沿其外法矢的一条极边，故它必然是由P和R中沿此方向的极点（通过相加）生

成的。此外，在集合P和R中，至少其一必然包含一条沿此方向的极边。我们将e记到这条边的“账”

上。这样，每条边的“账”上至多有一条极边，故总的边数不会超过n + m。（若P的每条边不

与R的任何边平行，则Minkowski和所含边的数目将正好是n + m。）  

 

因此，两个凸多边形的 Minkowski 和也是凸多边形，而且具有线性的复杂度。此外，任意两个

Minkowski 和的边界，只可能以某种很特别的方式相交。为便于准确阐述，需要首先明确术语。 

试考虑一对平面物体o1 和o2，设它们各由一条简单的封闭曲线围成。直观地看，物体o1 和o2 可

称作一对伪圆盘（pseudodisc），如果它们的边界∂(o1)与∂(o2)至多相交于两个点（如 图 13-18 所示）。

不过，在退化情况⎯⎯二者的边界有一段一维的重叠部分⎯⎯下，这一定义还不充分。因此，需按

以下方式形式化地给出定义。物体o1 和o2 是一对伪圆盘，如果以下条件满足：∂(o1)∩int(o2)和

∂(o2)∩int(o1)各自都是连通的（connected）。（这里，int(o)指代物体o的内部。）各自由一条简单的

封闭曲线围成的一组物体，若其中每一对物体都是一对伪圆盘，则这些物体构成一组伪圆盘。任意

一组圆盘都构成一组伪圆盘；与坐标轴平行的任意一组正方形，也构成一组伪圆盘。请注意，所谓

的伪圆盘性质（pseudodisc property），指的是一对物体（的边界）之间的相交方式；谈论单个物体

是否为伪圆盘，没有任何意义。 

 

图13-18 伪圆盘性质 

现在，考虑一对多边形 P 和 P'。交点 p ∈ ∂P∩∂P'被称为是一个边界穿越点（boundary crossing），

如果∂P 在 p 处从 P'的内部转到 P'的外部。多边形伪圆盘具有如下重要性质： 
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〖观察结论 13.6〗 

任何一对多边形伪圆盘 P 和 P'，最多有两个边界穿越点。 

 

以下将证明：任意一组 Minkowski 和都是一组伪圆盘。不过，首先还需进一步观察：沿不同方

向，内部互不相交的两个凸多边形各自的极点关系如何。在任一方向
→d上，若一个多边形的极点相对

于另一个的极点更远，就说“沿
→d方向，前者比后者更加极端（being more extreme）”。例如沿 x-正

方向，若一个多边形的最右侧顶点处于另一多边形最右侧顶点的右边，则前者沿该方向更加极端。 

 

图13-19 用单位原表示所有的方向 

我们需要找出所有方向上的极点。为此，如 图 13-19 所示，借助以原点为中心的一个单位圆表

示所有的方向⎯⎯圆上各点p所代表的方向，就是从原点到p的矢量的方向。任意两个方向
→d1和

→d2所定

义的区间，就是从代表
→d1的点开始，沿逆时针方向到代表

→d2的点之间那段圆弧上各点所定义的所有方

向。请注意，从
→d1到

→d2的区间，与从
→d2到

→d1的区间并不相同。由 图 13-20 可以得出如下观察结论。 

 

图13-20 在一段连通的区间内，沿任一方向，一个凸多边形都比另一个更加极端 

〖观察结论 13.7〗 

设 P1 和 P2 为内部互不相交的两个凸多边形，且在方向
→d1和

→d2上 P1 都要比 P2 更加极端。则在从
→d1到

→d2、

从
→d2到

→d1的两个区间中，必有一个区间满足：沿该区间内的任一方向，P1 都要比 P2 更加极端。 

至此已经可以着手证明：一组 Minkowski 和必是一组伪圆盘。 
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〖定理 13.8〗 

设 P1 和 P2 为内部互不相交的两个凸多边形，R 为另一个凸多边形。则 Minkowski 和 P1 ⊕ R 与 P2 ⊕ R

必是一对伪圆盘。 

〖证明〗 

定义 CP1 := P1 ⊕ R，CP2 := P2 ⊕ R。根据对称性，只需证明∂(CP1)∩int(CP2)是连通的。 

 

图13-21 沿着∂(CP1)取四个点p、q、r和s，使得p,r ∈ int(CP2)，而q,s ∉ int(CP2) 

假设∂(CP1)∩int(CP2)不是连通的。若图 13-21 所示，沿着∂(CP1)依次取四个点p、q、r和s，

使得p,r ∈ int(CP2)，而q,s ∉ int(CP2)。考察在这四个点处的外法矢（outward normal）→dp、
→dq、

→dr和
→ds，于是，沿→dp和

→dr方向CP2 要比CP1 更为极端，而沿→dq和
→ds方向则不然。根据 〖观察结论

13.4〗，沿→dp和
→dr方向P1 要比P2 更为极端，而沿

→dq和
→ds方向P1 不比P2 更为极端。这与 〖观察结

论 13.7〗矛盾。  

上述结果如果与下面的定理结合起来，就会很有用。 

〖定理 13.9〗 

设 S 是一组多边形的伪圆盘，其中边的总数为 n。则它们的并集的复杂度不超过 2n。 

〖证明〗 

证明的思路是，按照某种原则，将并集的每一个顶点分别记到某一伪圆盘顶点的“账”上，

使得每一伪圆盘顶点的账上最多只有两个顶点。如果能够做到这样，自然就说明并集的复杂度

充其量不会超过 2n。 

记账的原则如下。并集边界上的顶点可以分为两类：（原先某一）伪圆盘的顶点，以及（原

先某两条）伪圆盘边的交点。 

前一类顶点，可以直接记到自己的账上。 

对交点的记账要困难一些。如图 13-22 所示，在并集中任取一个这样的顶点v，设它是来

自伪圆盘P ∈ S上的边e与来自伪圆盘P' ∈ S上的边e'的交点。将这两条边看成是有方向的⎯⎯取
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它们各自由v点进入对方内部的方向。沿着边e的方向进入P'的内部。如果这条边终止于P'的内部，

就将v记到e落在P'中的这一端点的账上。反之，设e从P'的内部直接穿出。如果发生这一情况，

必然会在P与P'的边界之间生成另一个交点。加上此前的交点v，共有两个交点。这就说明，e'

必然不会从P的内部直接穿出⎯⎯否则，就与伪圆盘的性质相悖。因此，e'必有一个端点落在P

的内部，此时我们可以将v记到这一顶点的账上。 

 

图13-22 对交点的记账 

我们断言：按照上述记账规则，每一伪圆盘顶点的账上将最多记有两个顶点。对于落在并

集边界上的那些顶点，这一点是显而易见的⎯⎯实际上，它们只能被自己记一次账。至于其它

各点，也可以按照下面的思路来证明。对于任一这类顶点，从它出发，沿着与之关联的两条边，

都有可能会碰上并集的边界（如果碰到边界，该处的顶点必是这条边与另一条边的交点）。即

使沿着两条边都能直接碰上并集的边界，也不过给这个顶点各记一次账；而除此之外，它不可

能有其它的入账。  

上述定理的证明，很大程度上依赖于一个条件⎯⎯其中的伪圆盘都是多边形。但是定理本身却

可以被推广至任意形状的伪圆盘。也就是说，任意一组伪圆盘的并集的复杂度，都必然线性正比于

所有伪圆盘的总体复杂度。比如，由此可知：平面上任意 n 个圆盘的并集，复杂度必为 O(n)。不过，

要证明该定理经推广后的版本，将会困难许多。 

 

图13-23 向量→pq与x-轴正向所成的夹角 

在重新回到运动规划问题之前，需要先给出一个算法，计算两个凸多边形P和R的Minkowski和。

一个简明的算法如下。首先，对于每一对顶点v ∈ P和w ∈ R，计算出v + w。然后，根据这些通过加

法而得到的点，构造出它们的凸包。虽然这个算法非常简单，但是由于它需要把所有可能的顶点对

相加，所以一旦多边形含有很多顶点，效率就会很低。以下将给出另一种算法，而且这种算法也同

样易于实现。这个算法只考虑那些在某一方向上同时为极点的顶点对⎯⎯这是由 〖观察结论 13.4〗
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保证的⎯⎯因而其运行时间是线性的。在该算法中，如图 13-23 所示，用记号angle(pq)来表示向量
→pq

与x-轴正向所成的夹角。 

算法 MINKOWSKISUM(P, R) 

输入：由顶点 v1, …, vn组成的凸多边形 P，由顶点 w1, …, wn组成的凸多边形 R 

约定.  每个多边形各自的顶点都按照逆时针方向排列 
 v1和 w1分别为 y-坐标最小的顶点（若最小的 y-坐标相同，则取 x-坐标更小者） 

输出：Minkowski 和 P ⊕ R 

1.  i ← 1; j ← 1 

2.  vn+1 ← v1; wm+1 ← w1 

3.  repeat 

4.   将 vi + wj作为顶点加入 P ⊕ R 

5.   if (angle(vivi+1) < angle(wjwj+1)) 

6.    then i ← i+1 

7.    else if (angle(vivi+1) > angle(wjwj+1)) 

8.       then j ← j+1 

9.       else i ← i+1 
        j ← j+1 

10. until (i = n+1 and j = m+1) 

算法MINKOWSKISUM需要运行线性的时间，这是因为在repeat循环的每一轮中，i和j中至少有一

个会增加一（这不难证明），而且一旦它们分别达到n + 1 和m + 1，就不再会增加。为了证明算法所

采用的顶点都是正确的，可以仿照 〖定理 13.5〗的证明方法⎯⎯只需要注意到，Minkowski和的每

一个顶点，必是原来在某一方向上同为极点的两个顶点之和；然后只需说明，算法中的角度测试可

以保证所有的极点对都可以被检查到。 

我们可以总结出如下定理： 

〖定理 13.10〗 

任意两个凸多边形的 Minkowski 和，都可以在 O(n + m)时间内构造出来，其中 n 和 m 分别为这两个

多边形各自所含的顶点数。 

 

图13-24 Minkowski和遵守分配率，故通过三角剖分可以转化为凸多边形的情况 
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如果两个多边形之一或者全部都是非凸的，情况又将如何？只要注意到下列等式对任意三个集

合 S1、S2 和 S3 都成立，就不难回答这个问题。 

S1 ⊕ (S2 ∪ S3)  =  (S1 ⊕ S2) ∪ (S1 ⊕ S3) 

任取一个非凸多边形P与一个凸多边形R，假设它们分别含有n和m个顶点，让我们来考察它们的

Minkowski和。P ⊕ R的复杂度是多少呢？如 图 13-24 所示，根据第 3 章的结论，我们可以将多边形P

剖分为n - 2 个三角形{t1, …, tn-2}，其中n为顶点总数。根据上面的等式，可以得出： 

P ⊕ R  =  ∪
i=1

n-2
ti ⊕ R 

既然 ti 是三角形，而 R 是由 m 个顶点组成的凸多边形，故 ti ⊕ R 必然是由不超过 m + 3 个顶点

组成的一个凸多边形。而且，由于所有三角形的内部互不相交，故这 n - 2 个 Minkowski 和必然构成

一组伪圆盘。于是，它们的并集的复杂度必然线性正比于它们的复杂度总和。这就说明，P ⊕ R 的复

杂度为 O(nm)。 

 

图13-25 一个非凸多边形与另一个凸多边形的Minkowski和 

非凸多边形与凸多边形Minkowski和的这一上界（upper bound），在最坏情况下是紧的。为说

明这一点，请考察如 图 13-25 所示的两个多边形P和R：P有⎣n/2⎦个指向上方的尖峰；而R相对很小，

它是正(2m - 2)边形的上半部分。这两个多边形的Minkowski和，也会有⎣n/2⎦个尖峰，而且每个尖峰

的顶端都有m个顶点。 

 

为界定两个非凸多边形的Minkowski和的复杂度，可以分别对它们做三角剖分。如此可得到两

组三角形：{t1, …, tn-2}和{u1, …, um-2}。于是，P和R的Minkowski和就等于所有(ti, uj)对的Minkowski

和的并集。每个和ti ⊕ uj的复杂度都是常数。因此，P ⊕ R就是(n - 2)(m - 2)个具有常数复杂度的多边

形的并集。这就说明，P ⊕ R的总体复杂度为O(n2m2)。同样地，这一上界在最坏情况下也是紧的⎯⎯

的确存在两个非凸多边形，其Minkowski和的复杂度为Θ(n2m2)。图 13-26 就是这样一个例子。 
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图13-26 两个非凸多边形的Minkowski和 

上述关于 Minkowski 和之复杂度的结论，可以归纳为如下定理。出于完整性的考虑，定理中也

给出了两个多边形同时为凸时的结论。 

〖定理 13.11〗 

设 P 和 R 为两个多边形，它们分别含有 n 和 m 个顶点。Minkowski 和 P ⊕ R 的复杂度上界分别如下： 

(i) 若两个多边形都是凸的，则上界为 O(n + m)； 

(ii) 若一个为凸，另一个非凸，则上界为 O(nm)； 

(iii) 若两个多边形同时非凸，则上界为 O(n2m2)。 

在最坏情况下，上面的每一上界都是紧的。 

非凸多边形的 Minkowski 和，并不难构造出来⎯⎯分别对两个多边形做三角剖分，然后计算出

每一对三角形的 Minkowski 和，最后取它们的并集。这种方法与下一节将要介绍的另一个算法基本

相同（后一算法可以针对平移式机器人构造出禁止空间），因此，我们不再对它做详细讨论。 

13.4 平移式运动规划 

现在可以重新回到平面上的运动规划问题。你应该还记得，我们的机器人 R 只能进行平移运动，

而且所有的障碍物都是互不相交的多边形。上节已经说明过，任一障碍物 Pi 所对应的 C-障碍物就是

Minkowski 和 Pi ⊕ (-R)。另外，我们也曾看到，凸多边形的 Minkowski 和必然构成一组伪圆盘。利用

这些结果，可以证明我们在运动规划问题方面的第一个主要结论⎯⎯这个结论指出，对于在平面上

做平移运动的机器人而言，其自由空间的复杂度是线性的。 
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〖定理 13.12〗 

设 R 为一个具有常数复杂度的机器人，它可以在一组互不相交的多边形障碍物 S 之间做平移运动。

则自由 C-空间 Cfree(R, S)的复杂度为 O(n)，其中 n 为所有障碍物所含边的总数。 

〖证明〗 

首先对每个障碍物多边形做三角剖分。这样就得到了一组共O(n)个三角形（它们当然是凸

的） 障碍物，这些障碍物的内部互不相交。此时的自由C-空间，也就是这些三角形对应的C-

障碍物的并集的补集。因为机器人本身具有常数复杂度，所以每个C-障碍物的复杂度也是常数。

另外，根据〖定理 13.8〗，所有这些C-障碍物必然构成一组伪圆盘。于是根据〖定理 13.9〗，

它们的并集具有线性的复杂度。  

剩下的任务，就是设计一个构造自由空间的具体算法。这里并不是直接去构造自由空间 Cfree，

而是先构造出 Cforb，后者的补集就是自由空间。 

将由三角剖分生成的三角形分别记作 P1, …, Pn。我的目标是构造出 

Cforb  =  ∪
i=1

n
CPi  =  ∪

i=1

n
Pi ⊕ (-R(0, 0)) 

在第 13.3 节中，我们已经知道了如何构造每一个Minkowski和CPi。为了构造出它们的并集，可

以采用分治策略。 

算法 FORBIDDENSPACE(CP1, …, CPn) 

输入：一组 C-障碍物 

输出：禁止空间 Cforb = ∪
i=1

n CPi 

1.  if (n = 1) 

2.   then return CP1 

3.   else C 1
forb ← FORBIDDENSPACE(P1, …, P⎡n/2⎤) 

4.     C 2
forb ← FORBIDDENSPACE(P⎡n/2⎤+1, …, Pn) 

5.     构造 Cforb = C 1
forb ∪ C 2

forb 

6.     return Cforb 

 

该算法的核心，是对两个平面区域构造并集的子程序。在算法中合并（由递归调用返回的区域）

时（第 5 行），需要这样一个子程序。只要采用双向链接边表结构来表示这些区域，就可以通过第

2 章所介绍的叠合算法来实现这一过程。 

上述结论可以归纳为如下引理： 
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〖引理 13.13〗 

对于一个具有常数复杂度的机器人，若它在一组多边形障碍物之间做平移运动，则其对应的自由 C-

空间 Cfree可以在 O(nlog2n)时间内被构造出来，其中 n 为所有障碍物所含边的总数。 

〖证明〗 

第 3 章中我们已知，由m个顶点组成的多边形可以在O(mlogm)时间内被三角剖分。（正

如那一章注释及评论部分所指出的，可用一个极其复杂的算法在O(m)时间内完成三角剖分。）

因此，若将障碍物Pi的复杂度记作mi，则所有障碍物的三角剖分所需要的时间将正比于 

∑
i=1

t
milogmi  ≤  ∑

i=1

t
milogn  =  nlogn 

接下来，需要为剖分出来的每一个三角形，构造出对应的 C-障碍物⎯⎯这总共需要线性的

时间。下面，只需界定出通过 FORBIDDENSPACE算法构造这些 C-障碍物的并集所需的时间。 

由第 2 章的结论，合并计算（第 5 行）可在O((n1 + n2 + k)log(n1 + n2))时间内完成，其

中n1、n2和k分别为C 1
forb、C 2

forb和C 1
forb∪C 2

forb的复杂度。由〖定理 13.12〗，自由空间的复杂度（即

禁止空间的复杂度）线性正比于所有障碍物复杂度之和。这意味着，就当前的问题而言，n1、

n2 和k都是O(n)，故合并计算所需总体时间为O(nlogn)。这样，若用T(n)表示该算法处理n个具

有常数复杂度的C-障碍物所需的时间，即可得到如下关于T(n)的一个递推式： 

T(n)  =  T(⎡n/2⎤) + T(⎣n/2⎦) + O(nlogn) 

其解为 O(nlog2n)。  

上述定理的结论，还不是最好的。关于这方面的情况，请参见本章的 注释及评论部分。 

 

 

图13-27 基于自由空间的梯形图，构造可行的通路 

现在，自由空间已经可以构造出来了。如图 13-27 所示，接下来，可以完全照搬第 13.2 节所介

绍的方法：构造出自由空间所对应的一幅梯形图及其对应的路线图。在为机器人任意指定了起始及

终止位置之后，都可以按照下面的步骤规划出一条路径。首先，分别将起始和终止位置映射为C-空

间中的点。然后，按照第 13.2 节的方法，利用梯形图和路线图，在自由空间中规划出一条联接于这
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两个点之间的路径。最后，将这条路径在映射回到工作空间，即得到R的一条路径。 

在经过上面的努力之后我们所得到的结果，可以总结为如下定理： 

〖定理 13.14〗 

设 R 为一个具有常数复杂度的机器人，它可以在一组互不相交的多边形障碍物 S 之间做平移运动。

在经过 O(nlog2n)期望运行时间对 S 进行预处理之后，对于任意指定的起始和终止位置，我们都可以

在 O(n)时间内，在这两个位置之间为 R 规划出一条无碰撞的路径（如果的确存在这样一条路径的话），

其中 n 为所有障碍物所含边的总数。 

13.5 *允许旋转的运动规划 

 

图13-28 可旋转机器人的运动规划 

此前各节所讨论的机器人，都只能做平移运动。对于圆形机器人来说，这一约定并不会限制机

器人的运动能力。不过，如 图 13-28 所示，要是机器人的外形又长又细，仅仅允许做平移运动往往

不够。为了穿过狭窄的通道，或是在角部拐弯，它都需要改变自己的方向。本节将扼要介绍一种方

法，采用这种方法，可以为既能平移也能旋转的机器人做运动规划。 

设R为一个既能平移也能旋转的多边形机器人，在它所处的平面工作空间中，有一组互不相交的

多边形障碍物{P1, …, Pt}。机器人R具有三个自由度：两个平移自由度，一个旋转自由度。因此，R所

处的位置可以表示为三个参数：R的参考点的x-坐标和y-坐标，再加上与其朝向对应的一个角度φ。与

第 13.1 节的做法一样，参考点为(x, y)、旋转角为φ的机器人被记作R(x, y, φ)。 

如此得到的 C-空间，就是一个三维空间 R2 × [0 : 360)，该空间具有一个拓扑⎯⎯(x, y, 0)和(x, y, 

360)是等同的。你应该记得，障碍物 Pi 对应的 C-障碍物 CPi 的定义如下： 

CPi  :=  {(x, y, φ) ∈ R2 ∈ [0 : 360) | R(x, y, φ) ∩ Pi ≠ ∅) 

这些 C-障碍物的形状如何？虽然这个问题很难直接回答，但是我们还是能够通过不同常数φ各
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自对应的截片（cross-section），来获得一些认识。在每一个这样的截片上，转角都是固定的，因此

我们需要处理的实际上只是一个纯粹的平移式（机器人）问题。由此可以确定每一截片的形状⎯⎯

它也是 Minkowski 和。更准确地说，平面 h : φ ≡ φ0 对 CPi 的截片，就等于 Pi ⊕ R(0, 0, φ0)。（再准确

些说，这一截片是 Minkowski 和在高度φ0 处的一份拷贝。） 

 

图13-29 既能平移也能旋转的机器人所对应的C-障碍物：工作空间（左），C-空间

（右） 

现在，想象着从φ = 0 的高度开始，用一张水平平面自下而上地扫过C-空间，直到φ = 360 的高度。在

这一扫瞄过程中的任一时刻，该平面对CPi的截片都是一个Minkowski和。（随着平面的扫过，）

Minkowski和的外形将连续变化⎯⎯在φ = φ0 的高度，截片为Pi ⊕ R(0, 0, φ0)；而在φ = φ0 + ε的高度，

截片为Pi ⊕ R(0, 0, φ0 + ε)。这就意味着，CPi的形状就像一根扭曲的柱子（如 图 13-29 所示）。除了顶

部和底部的小平面之外，扭曲柱子上的其它边和小平面都是弯曲的。 

这样，我们就多少对 C-障碍物的形状有了一些认识。这些 C-障碍物的并集的补集，就是自由空

间。由于 C-障碍物这种令人讨厌的外形，自由空间（的结构）将是非常复杂的⎯⎯其弯曲的边界已

不能用多边形来描述。此外，即使机器人的形状是凸的，自由空间的组合复杂度（combinatorial 

complexity）也将高达平方量级；而对于非凸的机器人，则将高达立方量级。尽管如此，我们还是能

够借助此前所使用的方法，来解决（这种条件下的）运动规划问题。首先将自由空间剖分为简单的

单元，然后构造一幅路线图，来为相邻单元之间的运动导航。对于任意给定的起始和终止位置，我

们都可以按照下面的方法，为机器人规划出一条路径。首先将这两个位置映射为 C-空间中的两个点，

然后确定它们各自所属的单元，最后规划出由三段联接而成一条路径：第一段从起始点出发，通往

在路线图中位于起始单元中心的那个节点；第二段完全沿着路线图前进，一直通往位于目标单元中

心的那个节点；最后一段落在目标单元内，最终达到目的地。最后的任务，就是将 C-空间中的这条

路径映射回到工作空间，从而得到一条真正的运动路径。 

鉴于 C-障碍物外形的复杂性，很难找到一种适当的方法来进行单元划分，而在真正实现的时候，

这一点尤为棘手。因此，这里将介绍另外一种相对简单的算法。不过，正如我们将要看到的，这种
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方法也有不足之处。这种方法的依据，也是我们在分析 C-障碍物形状时所得到的观察结论⎯⎯具体

来说就是，如果将注意力限制在 C-空间的一个水平截片上，这样的运动规划问题也就等同于一个纯

粹的平移式问题。这种截片称作切片（slice）。我们的思路就是构造出有限张切片。这样，机器人

的每一条路径，都可以分解为两类运动⎯⎯在同一切片中的运动（即纯粹的平移运动），以及从一

张切片到相邻切片的运动（即纯粹的旋转式运动）。 

 

以下对上述构思做一形式化描述。假定共抽取z张切片。对任一整数i（0 ≤ i ≤ z-1），令φi = i × 

(360/z)。对每一角度φi，分别构造出自由空间的一张切片。在每张切片上，需要解决的都是机器人R(0, 

0, φi)的一个纯粹平移式问题，因此只要照搬上一节中的方法，即可构造出每张切片。于是，在每张

切片上都可以得到自由空间的一幅梯形图Ti。接下来，对每一幅Ti分别构造出一幅路线图Gi。按照第 13.2

节中介绍的方法，利用这些路线图，可以在各张切片上分别进行运动规划。 

 

图13-30 分别在各切片上做运动规划，然后将结果串接起来 

如 图 13-30 所示，剩下的任务就是将相邻的切片联接起来。更准确地说，我们要将每一对路线

图Gi和Gi+1 依次联接起来，构成整个C-空间的路线图Groad。方法如下。对于每一对邻接的切片，取出

它们各自对应的梯形图，采用第 2 章所介绍的算法，计算出它们的叠合。（从严格的意义上讲应该

说，计算的是Ti和Ti+1 到平面h : φ = 0 的投影之间的叠合。）这样，就可以从Ti和Ti+中找出所有相交的

梯形Δ1 ∈ Ti和Δ2 ∈ Ti+1。在Δ1 ∩ Δ2 中任取一点(x, y, 0)。然后在Groad中的(x, y, φi)及(x, y, φi+1)处各增加一

个新的节点，并引入一条弧将它们联接起来。沿着这条弧从一张切片进入下一张切片，对应于从角

度φi到φi+1（或者反过来）的一次旋转。此外，还要将位于(x, y, φi)处的节点与位于Δ1 中心处的节点联

接起来，将位于(x, y, φi+1)处的节点与位于Δ2 中心处的节点联接起来。这些联接都处于同一切片中，

因此它们对应于纯粹的平移运动。最后，还要以同样的方法将Gz-1 与G0 联接起来。请注意，沿着图Groad

中各路径所对应的机器人路径，如果只限于同一切片之内，机器人只能做纯粹的平移运动；而沿着

某条弧从一张切片进入另一张切片，机器人只能做纯粹的旋转运动。 

一旦构造出这样一幅路线图，对任意给定的起始位置 R(xstart, ystart, φstart)和目标位置 R(xgoal, ygoal, 

φgoal)，都可以用它来为 R 进行运动规划。为此，需首先通过取整运算，确定分别与方向φstart 和φgoal

最接近的方向φi⎯⎯如此可以找到分别与起始位置和目标位置最靠近的切片。在这两张切片中，找

出起始点和目标点各自所在的梯形Δstart 和Δgoal。若其中有一个点落在该切片的禁止空间内，则某个梯

形就可能不存在，此时报告“无法规划出路径”。否则，设 vstart 和 vgoal 分别为路线图中被放置在这

两个梯形中心处的节点。我们希望在 Groad 中找出一条联接于 vstart 和 vgoal 之间的路径。若这幅图中不
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存在这样的路径，则报告“无法计算出运动方案”。否则，报告出一个由五部分组成的运动方案：

首先是从起点通往最近切片的一次纯粹的旋转；在该切片内通往 vstart 的一次纯粹平移；Groad 中联接

于 vstart 和 vgoal 之间的一条路径所对应的一系列运动；在该切片（也就是与目标点最近的那张切片）

上，从 vgoal通往终点的一次纯粹的平移运动；最后是通往真正目标点的一次纯粹的旋转。 

 

上面介绍的方法，是对我们求解平移式运动规划问题时所采用方法的推广。不过，这种方法存

在一个主要的问题：它的正确性并不能保证。有些时候，该算法报告出来的路径可能根本就不存在。

例如，即使某一起始点本身落在自由空间内，但与该起始点最靠近的那张切片却不见得。如果出现

这种情况，算法会报告说“不存在通路”，而实际情况并不是这样。更加糟糕的是，即使算法能够

报告出一条路径，有时路径却并不是无碰撞的。在同一张切片之内的平移运动不会出现这一问题⎯⎯

因为算法在这里使用的是一张准确的切片。然而从一张切片进入下一张切片的旋转运动却可能会出

现问题：两张切片内各自的那个位置的确是无碰撞的，但在旋转的半途中却可能会与某个障碍物发

生碰撞。只要增加切片的数目，这类问题出现的可能性就会越来越小；但（无论使用多少张切片，）

我们总是不能肯定结果的正确性。后一问题尤其令人头疼⎯⎯我们绝对不会希望自己耗费重金制造

的机器人出现些许的磕碰闪失。 

 

图13-31 将机器人放大 

因此，我们将运用下面的技巧。首先将机器人稍做放大，然后再对放大后的机器人R'运用上面

介绍的方法。这样一来，虽然在旋转的过程中R'可能会与障碍物发生碰撞，但原来的机器人R却不至

于发生碰撞。为了做到这一点，可以按照下面的方法来放大机器人。沿顺时针方向和逆时针方向，

分别将机器人R旋转(180/z)o。在旋转的过程中，R会在平面上扫出某一区域。我们取这一区域的凸包

作为放大的机器人R'（参见 图 13-31）。此后，我们将针对R'而不是R，来构造梯形图和路线图。不难

证明，当通过一次纯粹的旋转运动切换到邻接的切片时，虽然R'有可能发生碰撞，但R却绝对不会。

在将机器人放大之后，又会带来一种新的可能：算法可能会错误地报告“不存在通路”。同样地，

只要切片足够多，这种错误发生的可能性也会越来越小。因此在实际应用中，当切片数目足够多时，

这种方法的效果可能还算不错。 
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13.6 注释及评论 

在很长一段时间内，运动规划问题一直都得到了人们的广泛关注，这些人既有来自计算几何

（computational geometry）界的，也有来自机器人学领域的。这方面的研究成果极为丰富，本章所

介绍的内容只不过是些许的皮毛。Latombe[243]就该问题的解决方法做过详尽的介绍。不过，我们

所介绍的那些概念⎯⎯如C-空间、自由空间及其分解、以及将几何问题转化为图搜索问题的路线图

等⎯⎯构成了这方面已有方法的主要基础。 

这些概念的使用可以追溯到Lozano-Perez的工作 [258][259][260]。他的方法与本章介绍的方法之

间存在一个重要的区别⎯⎯在对自由空间进行分解时，他采用的是一种近似的方法。第 13.2 节采用

了一种精确的方法，将在平面上做平移运动的机器人所对应的自由空间剖分为梯形，这一方法来自

于Kedem等人最近的工作成果 [231]。Bhattacharya和Zorbas[68]提出了一种更好的算法，其运行时间

已改进到O(nlogn)。 

Schwartz和Sharir[341]提出了一种基于对自由空间进行精确分解的通用方法。该方法建立在由

Collins[136]提出的一种分解方法之上。遗憾的是，该算法法所需要运行时间将随着C-空间维度的增

加以双指数的速度激增。而在采用Chazelle等人 [102]提出的分解方法后，该算法可以得到改进。 

在本章中我们已经看到，如果将单元分解的方法应用于在平面上做平移运动的凸机器人，就可

以导出一个O(nlog2n)的算法。该算法的瓶颈，在于计算一组Minkowski和的并集。如果采用随机增量

式算法 [58][280]来替换分治算法，可以将这一步的时间复杂度降至O(nlogn)。 

三维空间中的平移式运动规划问题，可以在O(n2logn)时间解决 [22]。 

针对既可平移亦可旋转的机器人，我们也简要地介绍了一个近似算法（approximate algorithm），

它并不能保证所找出的路径的确存在。只要对自由空间做精确的分解，的确可以得出精确的解，不

过为此需要O(n3)时间 [33]。如果机器人是凸的，这个时间复杂度可以降到O(n2log2n)[233]。 

机器人的自由空间，可以包含多个互不连通的分量。当然，机器人的运动范围必然限制在它的

起始位置所属的那个连通分量之中；反之，如果需要进入另一个连通分量，就肯定要穿越禁止空间。

因此，完全不必构造出整个自由空间；实际上只要构造出单独一个．．．．单元，就已足够了。单个单元的

最坏复杂度，通常要比整个自由空间低一个数量级。可以利用这一点，来减少运动规划算法的渐进

运行时间。Agarwal和Sharir的专著 [353]以及Halperin[205]的学位论文，都曾就单个单元及其与运动

规划问题的联系做过详细的讨论。 

从理论的角度来看，运动规划的复杂度与机器人的自由度数目呈指数关系，因此对于多自由度

的机器人来说，似乎该问题是难解的。然而可以证明，只要对机器人以及障碍物的形状稍做限制，

自由空间的复杂度都将是线性的 [364][365]，而在实际环境中这些条件很可能都可以满足。 
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单元分解法，并不是解决运动规划问题的唯一精确算法。另一种此类方法，称为收缩法（retraction 

method）。这种方法无需对自由空间进行分解，就能直接构造出一幅路线图。另外，还定义了一个

收缩函数（retraction function）。通过这一函数，可以将自由空间中的任一点映射到路线图上的一个

点。一旦做好了这些准备工作，只要将起点和终点收缩到路线图上，然后沿着路线图上的路径，就

可以找出所需的路径。已经提出了各种类型的路线图和收缩函数。其中，Voronoi图就是一种很好的

路线图⎯⎯因为它总是与障碍物保持尽可能远的距离。如果是一个圆盘状机器人，就可以使用常规

的Voronoi图；否则，必须视机器人的具体形状，使用对应于其它距离函数的Voronoi图。无论如何，

总可以在O(nlogn)时间内构造出这样的一幅图 [255][296]⎯⎯这样，就导出了一个同样能在O(nlogn)

时间内解决平移式运动规划问题的算法。Canny[80]提出了一种非常通用的路线图方法。这种方法可

以在O(ndlogn)时间内解决几乎所有类型的运动规划问题，其中d为C-空间的维度（即机器人的自由度

数目）。遗憾的是，这一方法不仅过于复杂，而且还存在一个缺点⎯⎯在大部分时间内，机器人都

需要紧贴着某个障碍物行进。人们通常都不愿采用这种运动方式。 

 

本章主要集中讨论了精确的运动规划。实际上，还有若干的启发式方法。 

例如，可以采用所谓的近似单元划分（approximate cell decomposition）[74][258][259][398]，来

取代精确的划分。这类结构也常常被称为四叉树。 

另一种启发式方法，是所谓的势场法（potential field method）[39][235][378]。在这种方法中，

需要在C-空间中定义一个势场（potential field），使得目标点能够“吸引”机器人，而起始点“排斥”

机器人。这样，机器人就会沿着势场的指向进行运动。这种方法的问题在于，机器人有可能被吸引

在势场中的某一局部最低点。为了使机器人脱离这种局部的最低点，可以采用多种技术。 

最近开始流行一种新的启发式算法，即所谓的概率路线图法（probabilistic road map method）

[310][230]。此方法首先计算出机器人的若干随机位置，然后将这些点按照某种方式联接起来，构成

自由空间的一幅路线图。借助于这幅路线图，就可以在任何起始位置和目标位置之间进行路径规划。 

 

Minkowski和不仅在运动规划中扮演着重要的角色，在众多的其它问题中亦是如此。其中的一

个例子，就是“将一个多边形放入另一个多边形”的问题 [119]。如果需要按照某种形状对布匹进行

（优化的）裁减，就会遇到这种规划问题。关于Minkowski和的基本性质以及Minkowski和的计算方

法，请参阅 [43]和 [197]。 

 

本章主要讨论了机器人的路径规划问题，而没有讨论最短路径的问题。后者将是第 15 章的主题。 
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最后还需要注意一点。此处约定：即使在沿着路径行进的过程中机器人会与障碍物相切，我们

依然认为该路径是合法的。我们常常将这类路径称为半自由路径（semi-free path）[33][340]。而不与

任何障碍物相切的路径，被称为自由路径（free path）。在阅读运动规划方面的文献时，需要留意这

两个词的区别。 

13.7 习题 

习题 13.1 设 R 为一只机械手，它有一个固定的底座，由 7 节杆件组成。R 的最后那个关节是一

个柱状关节，而其余的都是旋转式关节。为了确定 R 的一个位置，需要哪些参数？根

据你所选用的参数，与之对应的 C-空间的维度等于多少？ 

习题 13.2 在根据自由空间的梯形图构造出来的路线图 Groad 中，我们在每一个梯形的中心处以

及每一条垂直分割线段的中点分别设置了一个节点。实际上，可以省去放在各梯形中

心处的那些节点。试说明，如何对该图进行改造，使得其中只需保留落在垂直线段中

点处的那些节点。（你不得因此而增加图中边的数目。）试解释查询算法的过程。 

习题 13.3 试证明：CPi的具体形状，与我们为机器人 R 选取的参考点无关。 

习题 13.4 针对下列情况，分别画出对应的 Minkowski 和 P1 ⊕ P2： 

a. P1和 P2都是单位圆盘； 

b. P1和 P2都是单位正方形； 

c. P1是单位圆盘，P2是单位正方形； 

d. P1是单位正方形，P2是以(0, 0)、(1, 0)和(0, 1)为顶点的三角形。 

习题 13.5 设 P1和 P2为两个凸多边形。令 S1和 S2分别为 P1和 P2的顶点集。试证明： 

 P1 ⊕ P2 = CONVEXHULL(S1 ⊕ S2) 

习题 13.6 试证明〖观察结论 13.4〗。 

习题 13.7 〖定理 13.9〗针对一组多边形伪圆盘的并集的复杂度，给出了一个O(n)的上界，其中

n为所有伪圆盘包含的顶点总数。我们对准确的上界很感兴趣。 

a. 假定并集的边界上包含m个来自原来各多边形的顶点。试证明：并集边界的复杂

度不会超过 2n - m。并利用这一结果证明：并集边界的复杂度上界为 2n - 3。 

b. 试构造一个实例说明：上述复杂度的下界（lower bound）为 2n - 6。 

 





1144   
四叉树：非均匀网格生成 

从剃须刀、电话机到电视机、计算机，几乎所有电器设备的内部，都设有某些电子线路来进行

控制，使之运转。这类电路⎯⎯VLSI电路、电阻器、电容器以及其它的电子元件⎯⎯都分布在印刷

电路板（printed circuit board）上。为了设计出各种印刷电路板，人们必须确定这些元件的摆放位置，

以及如何将它们联接起来。由此引出了一系列有趣的几何问题，本章就要解决其中之一⎯⎯网格生

成（mesh generation，如图 14-1 所示）。 
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图14-1 由印刷电路板设计导出的网格生成问题 

在工作过程中，印刷电路板上各个元件都会发热。为了保证电路板的正常工作，散发的热量必

须控制在一定的范围以下。热量散发是否会引发问题，取决于各元件的相对位置及其联接关系，因

此很难在事先进行预测。在早先的时候，人们只好先制作出一块原型电路板，然后通过试验来检查

发热情况。要是试验发现温度过高，就需要调整设计方案。时至今日，已经可以对这种试验进行仿

真了。得益于设计过程的高度自动化，很快就可以在计算机中建立起电路板的模型，此后的仿真计

算也要比实际制作一块原型电路板快很多。另外，即使是在设计的初期，也可以通过仿真进行测试

⎯⎯这样，就可以尽可能早地放弃不当的设计方案。 

 

图14-2 印刷电路板三角网格的局部 

印刷电路板上不同材料之间的热传导，是一个相当复杂的过程。因此，若想对电路板上的各种

热过程进行仿真，就必须采用有限元法（finite element method）做近似计算。根据此类方法，首先

需要将电路板划分成很多很小的子区域，称为元（element）。通常，这些元都是三角形或者四边形。

我们假定，每个元自身发出的热量都是已知的。此外还要假定，邻接元之间相互影响的关系也是已

知的。这样，就得出了一个大规模方程组，我们可以通过数值方法来对其进行求解。 

有限元法的精度，与具体采用的网格密切相关⎯⎯网格越是精细，得出的解就越是准确。然而

反过来，精细的网格划分也是有代价的⎯⎯随着元数目的增加，数值处理的计算复杂度将急剧攀升。

因此，只有在必要的位置才应使用精细的网格。通常，这些位置就是不同材料之间的边界。还有一
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点很重要，网格元不能跨越这种边界⎯⎯亦即，每一网格元只能落在同一个子区域中。最后，网格

元的形状也很重要⎯⎯（狭长三角形之类）形状不规则的元，往往会导致数值计算的收敛速度降低。 

14.1 均匀及非均匀网格 

 

图14-3 简化的网格生成问题 

此处将讨论的只是网格生成问题的一个特例。如 图 14-3 所示，输入为正方形，表示印刷电路

板；其中包含若干互不相交的多边形元件。这个正方形加上其中的各个元件，有时也被称作网格的

域（domain）。正方形的四个顶点，分别位于(0, 0)、(0, U)、(U, 0)和(U, U)，其中U = 2j，j是一个正

整数。各元件顶点的坐标，假定都是介于 0 和U之间的整数。还有一个假定条件：元件各边的方向

只可能有四种选择（具体而言，每条边与x-轴的夹角只能是 0o、45o、90o或 135o）。在很多应用问题

中，这个条件都是满足的。 

 

图14-4 三角形子区域划分 

我们的目标，是要构造该正方形的一个三角网格（triangular mesh），也就是该正方形的一个三

角形子区域划分。如 图 14-4 所示，所生成的网格必须具备如下性质： 

 该网格须是一致的（conforming）：任何三角形的顶点，不能落在其它三角形边的内部。 

 该网格须与输入相符（respect the input）：网格三角形各边的并集，须覆盖所有元件的边。 

 网格三角形须形状良好（well-shaped）：各网格三角形的内角，既不能太大，也不能过小。
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具体地说，要求介于 45o到 90o 之间。 

最后，我们还希望网格只在必要的位置才足够精细。不过，这要视具体的应用环境而定。我们

要求的性质如下： 

 该网格必须是非均匀的（non-uniform）：在各元件边界的附近，需要精细划分；在远离边

界的地方，可以粗糙一些。 

本书在前面已经讨论过三角剖分。第 3 章曾给出过对简单多边形（simple polygon）进行三角剖

分的一个算法；第 9 章则给出过对点集进行三角剖分的另一个算法。后一算法可以构造Delaunay三

角剖分（Delaunay triangulation）⎯⎯在所有可能的三角剖分中，该三角剖分可以使最小角最大。就

我们对网格三角形的角度限制而言，这种方法似乎很有用，但是这里存在两个问题。 

 

图14-5 严格由输入点生成的三角剖分 

首先，各元件所有顶点的三角剖分，并不见得与元件的边界相符。即使能够相符，仍有第二个

问题⎯⎯某些角度可能过小。如 图 14-5，考虑一个边长 16 的正方形，其中只有一个边长为 1 的正

方形元件在左上角，与大正方形的左边、上边均相距 1 个单位。于是，其Delaunay三角剖分将包含

一个小于 5o的角。鉴于Delaunay三角剖分已将最小角最大化，看来似乎不可能构造出其中三角形都

形状良好的网格。然而，这里却暗藏玄机⎯⎯与三角剖分不同，网格中各三角形的顶点不一定非得

取自输入点集。实际上，还可以通过引入新的点⎯⎯称作Steiner点（Steiner point）⎯⎯以获得形状

良好的三角形。引入Steiner点后所生成的三角剖分，也被称作Steiner三角剖分（Steiner triangulation）。

此例子中，只需在正方形每个格点上引入一个Steiner点，即可得到一个满足要求的网格⎯⎯它完全

由三角形组成，且每个三角形都有两个 45o的角、一个 90o的角（参见 图 14-6 左侧的网格）。 

 

图14-6 均匀网格与非均匀网格 

不幸的是，这种网格存在另一个问题：它并不是仅在输入的边界上才使用小三角形，而是处处
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一样⎯⎯这种网格称作均匀网格。其后果是，需要使用过多的三角形。你也许希望将正方形右下方

的三角形替换为两个大三角形，然而这做不到⎯⎯因为这样一来，网格将不再是一致的。尽管如此，

如果随着距离左上角越来越远，我们逐渐地增大三角形的面积，那么就有可能得到一个由形状良好

的三角形构成的、一致的网格（如 图 14-6 右侧所示）。这样，可以显著地减少三角形的数目⎯⎯均

匀网格需要 512 个三角形，而非均匀网格只需要 52 个。 

14.2 点集的四叉树 

接下来这一节将介绍一个基于四叉树的非均匀网格生成算法。所谓的四叉树是一棵有根的树，

其中每个内部节点都有四个孩子。四叉树的每个节点v对应于一个正方形。如果v有孩子，那么它们

就分别对应于v所对应正方形的四个象限⎯⎯这种树结构也由此得名。亦即，各叶子所对应的正方形

合起来，形成了对根节点所对应正方形的一个子区域划分。这样的子区域划分，称作四叉树划分

（quadtree subdivision）。图 14-7 给出了一棵四叉树，以及与之对应的子区域划分。 

 

图14-7 一棵四叉树及其对应的子区域划分 

根节点的四个孩子，分别标记为 NE、NW、SW 和 SE，借此表示它们各自对应的象限⎯⎯NE 表示

东北象限，NW 表示西北象限，等等。 

 

图14-8 四叉树划分中的面、侧边、边与角 

在继续讲解之前，先介绍一些与四叉树划分相关的术语。在四叉树划分中，所有的面（face）

都是正方形。尽管某些面（的边界上）可能有多于 4 个顶点，我们还是称之为正方形。其中位于正

方形四个角上的顶点，称作角顶点（corner vertex），或简称为角（corner）。联接于同一正方形任

意两个相邻角顶点之间的线段，称为该正方形的一条侧边（side）。在四叉树划分的各边中，完全落
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在某个正方形边界上的边称作该正方形的边（edge）。因此，每条侧边必然包含至少一条边；当然，

也可能多条。如果两个正方形共用一条边，就称它们互为邻居（neighbor）。 

 

借助四叉树，可以存储不同类型的数据。这里将要介绍的只是其中的一种⎯⎯平面上的一组点。

对于这种数据，只要某个正方形中包含的点多于一个，就要递归地对其进行分割。因此对于在一个

正方形 σ中给定的一组点 P，可以定义一棵四叉树如下。设 σ := [xσ : x '
σ] × [yσ : y '

σ]。 

 若 card(P) ≤ 1，则四叉树由唯一的一匹叶子组成，其中存放了点集 P 以及正方形 σ。 

 否则，分别设 σNE、σNW、σSW和 σSE 为 σ的四个象限。 

令 xmid := (xσ + x '
σ)/2，ymid := (yσ + y '

σ)/2，并定义 

PNE  :=  {p ∈ P | px > xmid且 py > ymid}， 

PNW  :=  {p ∈ P | px ≤ xmid且 py > ymid}， 

PSW  :=  {p ∈ P | px ≤ xmid且 py ≤ ymid}， 

PSE  :=  {p ∈ P | px > xmid且 py ≤ ymid}。 

如 图 14-9 所示，这样一棵四叉树的根节点v中存放了σ。从此，我们将存放于v处的正方形记作

σ(v)。此外，v有四个孩子： 

 孩子 NE⎯⎯集合 PNE（即落在正方形 σNE中各点）对应的四叉树，以它为根节点； 

 孩子 NW⎯⎯集合 PNW（即落在正方形 σNW中各点）对应的四叉树，以它为根节点； 

 孩子 SW⎯⎯集合 PSW（即落在正方形 σSW中各点）对应的四叉树，以它为根节点； 

 孩子 SE⎯⎯集合 PSE（即落在正方形 σSE中各点）对应的四叉树，以它为根节点。 

 

图14-9 四叉树中某个节点及其四个孩子 

请注意此处定义中对“小于或等于”以及“大于”的选择，根据这种选择，每条垂直分割线都

属于左侧的两个象限，而每条水平分割线都属于下方的两个象限。 
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四叉树中的每个节点 v，都存放有其对应的正方形 σ(v)。不过，并不一定要这样做。可以只在

树的根节点处存放其对应的（整个）正方形。但是这样一来，在沿着树逐步向下移动的过程中，我

们就必须不断地动态更新当前节点所对应的正方形。因此，虽然这样方法可以节省一些存储空间，

却要付出其它的代价⎯⎯每次对四叉树进行查询，都需要进行额外的计算。 

 

由四叉树的递归式定义，马上就可以得到一个递归的算法：将当前的正方形划分为四个象限，

同时也相应地对点集进行划分；然后，在每个象限中分别对相应的点集构造四叉树。当点集包含的

点数小于 2 时，递归结束。从递归式定义中唯一不能得到的一个细节是：如何确定构造过程的起始

正方形。有时，这个正方形本身就是输入的一部分。否则，可以构造出该点集的最小包围正方形

（smallest enclosing square）。这很容易就能做到⎯⎯在线性时间内，可以找到 x-和 y-方向的极点。 

 

图14-10 极度失衡的四叉树 

在构造四叉树过程中的每一步，某一包含多个点的正方形都会被分割为四个更小的正方形。但

这并不等于说，点集本身也一定会被分割⎯⎯如 图 14-10 所示，有可能原先所有的点都落在同一象

限之中。因此，四叉树可能极不平衡，也无法根据其中所存点数估计其规模及深度。不过，四叉树

的深度的确与其中各点之间的距离以及最初正方形的大小有关。下面的引理准确地说明了这一点： 

〖引理 14.1〗 

对于平面上的任何点集 P，其四叉树的深度不会超过 log(s/c) + 3
2，其中 c 是 P 中各点之间的最近距

离，s 为包围 P 的初始正方形的边长。 

〖证明〗 

沿四叉树每下降一层，节点对应的正方形的边长就缩短一半。因此，深度为 i 的各节点所

对应正方形的边长为 s/2i。在每个正方形内部，任何两点之间可能的最远距离等于其对角线的

长度⎯⎯对深度为 i 的节点来说，也就是 s 2/2i。因为在四叉树中，每个内部节点所对应的正

方形内至少包含两个点，而且两点之间的最近距离为 c，所以内部节点的深度 i 必然满足 

s 2/2i  ≥  c 

亦即 
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i  ≤  log
s 2

c   =  log(s/c) + 
1
2 

由于整个四叉树的深度等于所有内部节点的最大深度加一，故本引理得证。  

 

图14-11 深度为i的每个节点对应于边长为s/2i的一个正方形 

四叉树的规模及其构造时间，可以表示为四叉树深度以及 P 中所含点数的一个函数。 

〖定理 14.2〗 

存储 n 个点、深度为 d 的四叉树中，节点数目为 O((d+1)n)，该树可在 O((d+1)n)时间内构造出来。 

〖证明〗 

四叉树中每个内部节点都有四个孩子，故其中叶子的总数等于内部节点数目的三倍再加上

一。因此，只要界定其中所含内部节点的数目即可。 

在每个内部节点所对应的正方形内，都含有一个 ①或更多的点。此外，在四叉树中，处于

同一深度的各节点所对应的正方形都互不相交，而且它们的并集正好覆盖了初始正方形。这就

说明，在任何深度上，所有内部节点的总数不会超过n。这样就得到了关于四叉树规模的上界

（upper bound）。 

在递归构造算法的每一步，最耗时的任务就是将当前正方形中的点分配到四个象限中。故

此，消耗在每个内部节点上的时间量，将线性正比于落在对应正方形中的点数。此前已经说明

过，在树中处于同一深度各节点所对应点的总数目不会超过 n⎯⎯时间上界由此得证。  

 

邻居查找（neighbor finding）是对四叉树经常需要进行的一种操作：给定节点 v 以及一个方向

（东、南、西或北），找出一个节点 v'，使得 σ(v')在指定的方向与 σ(v)近邻。通常，给定的节点都

是叶子，而且往往希望找出的也是一匹叶子。这就相当于在四叉树划分中，找到与指定正方形邻接

的另一个正方形。下面将要介绍的算法与此略有不同⎯⎯指定的节点 v 可能是内部节点，而该算法

                                                        

① 应该是“两个”。⎯⎯译者 
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所试图给出的节点 v'，不仅满足“σ(v')从指定的方向与 σ(v)邻接”，而且 v'与 v 处于同样的深度。

要是这样的节点不存在，就试图在所有邻接的正方形中找出最深的那个。要是在指定的方向上根本

就没有相邻的正方形（比如 σ(v)的一条边完全包含于初始正方形的某条边中），算法将返回 nil。 

 

图14-12 查找指定节点的邻居 

邻居查找算法的过程如下。如 图 14-12 所示，假设希望找出v在北面的邻居。要是v正好是其父

节点的SE-或SW-孩子，则其北面的邻居很容易就可以找到⎯⎯实际上，它要么是其父节点的NE-孩

子，要么是NW-孩子。若v本身就是其父节点的NE-孩子或NW-孩子，则按照下面方法进行。我们递

归地找到v的父节点在北面的邻居μ。如果μ是一个内部节点，v北面的邻居就是μ的某个孩子；否则，

若μ是一匹叶子，则我们所要找的北侧邻居就是μ本身。该算法可以用伪代码描述如下： 

算法 NORTHNEIGHBOR(v, T) 

输入：四叉树 T 中的一个节点 v 

输出：节点 v'⎯⎯σ(v')从北面与 σ(v)邻接，而且 v'的深度在不超过 v 的前提下最大； 
若 v'不存在，则返回 nil。 

1.  if (v = root(T)) then return nil 

2.  if (v = parent(v)的 SW-孩子) then  return parent(v)的 NW-孩子 

3.  if (v = parent(v)的 SE-孩子) then  return parent(v)的 NE-孩子 

4.  μ ← NORTHNEIGHBOR(parent(v), T) 

5.  if (μ = nil) 或 (μ是一匹叶子) 

6.   then return μ 

7.  else if (v = parent(v)的 NW-孩子) 

8.     then return μ的 SW-孩子 

9.     else return μ的 SE-孩子 

上述算法返回的并不见得是一匹叶子。如果你坚持要找出一个叶子节点，就必须从算法返回的

节点开始，沿着四叉树逐层向下查找，每次都转向南侧的一个孩子。 

该算法的每一次递归调用，都需要 O(1)时间。此外，每做一次递归，做为调用变量的节点 v 的

深度就要减一。因此，整体的运行时间将线性正比于四叉树的深度。由此可以总结出如下定理： 
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〖定理 14.3〗 

设 T 为任一深度为 d 的四叉树。按照上面的定义，任何指定的节点 v 在任何指定一侧的邻居，都可

以在 O(d+1)时间内找到。 

 

图14-13 不平衡的四叉树 

我们已看到四叉树可能极不平衡。如 图 14-13 所示，面积大的正方形可能会与多个面积小的正

方形相邻。在一些应用（尤其是在需要进行网格划分的应用）中，人们并不希望得到这样的结果。

因此，这里要介绍四叉树的一个变种⎯⎯平衡四叉树（balanced quadtree）⎯⎯它没有上述问题。 

 

图14-14 一棵（不平衡的）四叉树及其平衡版本 

在一个四叉树划分中，若任何邻接的正方形的边长相差都不超过两倍，则称之为平衡的

（balanced）。若一棵四叉树所对应的子区域划分是平衡的，也称之为平衡的。因此，在一棵平衡四

叉树中的任何两匹叶子，只要其各自对应的正方形是相邻的，它们的深度之差就不会大于 1。图 14-14

给出了这样的一个例子，说明了对一棵四叉树进行平衡化处理的结果。原先的子区域划分用实线表

示，细分得到的部分用虚线表示。 

可以按照如下算法，对一棵四叉树进行平衡化： 

算法 BALANCEQUADTREE(T) 

输入：四叉树 T 

输出：T 经平衡化后的版本 
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1.  将 T 中所有的叶子组织成一个线性表 L 

2.  while (L 非空) 

3.   do 从 L 中摘除一匹叶子μ 

4.    if (需要对 σ(μ)进行分割) 

5.     then 将μ做成内部节点： 
       它的四个孩子都是叶子，分别对应 σ(μ)的四个象限 
      若μ中存有一个点，则 
       将该点从μ中取出，将它存入对应的新叶子中 

6.       将这四匹新叶子插入 L 

7.       检查 σ(μ)的各个邻居，看是否有某一个需要分割 
      若有某些邻居需要分割，则将它们也插入 L 

8.  return T 

 

该算法中的两个步骤有待进一步的解释。 

首先，必须判断给定的正方形 σ(μ)是否需要分割。也就是说，必须检查与 σ(μ)邻接的各个正方

形，看看有没有那个（的边长）不到它的一半。采用上述邻居查找算法可以完成这一任务。具体的

过程如下。假设我们要查找的，是从北面邻接于 σ(μ)、边长不到 σ(μ)一半的一个正方形。该正方形

存在，当且仅当 NORTHNEIGHBOR(μ, T)所返回节点的 SW-孩子或 SE-孩子不是叶子节点。 

其次，还必须判断 σ(μ)的各邻居是否需要分割。同样地，这也可以借助于前面的邻居查找算法。

比如，σ(μ)的北面有这样一个邻居，当且仅当 NORTHNEIGHBOR(μ, T)所返回的节点对应于一个比 σ(μ)

大的正方形。 

 

至此，已经给出了一个对四叉树进行平衡化的算法。不过，为了对该平衡化算法的运行时间进

行分析，需要首先回答以下问题：经过平衡化之后，四叉树的规模有何变化？图 14-14 也许会给你

造成一种错觉：平衡四叉树划分（balanced quadtree subdivision）的复杂度，要远远高出未经平衡化

的版本。首先，如果相邻正方形的大小相差悬殊，就需要对其中的大正方形做多次分割。其次，局

部分割的效果可能会传递下去。有时，在开始的时候，某个正方形σ所有邻居的大小都符合要求，因

此看起来似乎用不着分割。但是其中某些邻居本身可能需要分割，并最终导致σ需要分割。然而下面

这则定理将指出，实际情况并不像乍看起来那么糟，而且平衡化处理可以高效地完成。 
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〖定理 14.4〗 

设 T 为一棵包含 m 个节点的四叉树。T 的平衡化版本由 O(m)个节点构成，而且可以在 O((d+1)m)时间

内被构造出来。 

〖证明〗 

首先证明节点数目的上界。将 T 的平衡化版本记作 TB。TB是在对 T 做了若干次细分操作之后

得到的，每经过一次细分，原先的一匹叶子就会被替换为一个拥有四个叶子孩子的内部节点。

我们将证明，只需要进行 8m 次这样的细分。由于每经过一次细分，（内部及叶子）节点的总

数只会增加 4，这就说明 TB中所含节点的总数为 O(m)⎯⎯这正是定理所指出的。 

我们将 T 中原有各叶子所对应的正方形称作旧正方形，将属于 TB、但不属于 T 的那些节点

所对应的正方形称作新正方形。在平衡化的过程中，假设我们需要对一个（无论是旧的还是新

的）正方形 σ进行分割。（σ的四个象限的确有可能后来需要做进一步的分割，对此我们将另

行统计。在目前，我们暂且将由于 σ 的分割而增加的节点数统计为 4。）稍后将证明：在围绕

σ的八个大小相等的正方形中，至少有一个必是旧的正方形。我们将 σ的分割记到这样一个旧

正方形的“账”上。按照这种方式，每个旧正方形（等价地，即 T 的每个节点）最多记有八次

分割。由此可知，总的分割次数不会超过 8m⎯⎯这也是定理所指出的。 

 

图14-15 考虑使断言不成立的最小正方形（之一）σ 

接下来证明：对于在平衡化的过程中被分割的每一个正方形，围绕它的八个大小相等的正

方形中至少有一个是原先已存在的。假设上述断言对某些正方形不成立。如图 14-15 所示，在

其中找出最小者，记作σ。既然σ需要做分割，它必然与一个更小的正方形邻接⎯⎯准确地说，

该正方形的边长不到σ的一半。考虑包含这个更小的正方形、边长正好等于σ的一半的那个正方

形，记之为σ'。既然σ'包含在一个新正方形中，它自己也必然是新的。于是，在平衡化的过程

中它必然也经过了分割。现在，请注意到：围绕σ'的八个大小相等的正方形必然都是新的⎯⎯

因为，它们要么包含在围绕σ的某个正方形之中（而σ是新的），要么包含在σ中（而根据假定，

在平衡化过程中σ需要被分割）。因此，正方形σ'被分割了，而且它周围的八个正方形都不是旧

的，然而它居然要比σ更小⎯⎯这与σ的定义矛盾。定理的前一部分得证。 
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剩下只需证明：BALANCEQUADTREE 算法需要运行 O((d+1)m)时间。为了处理单个节点μ，

只需要进行常数次的邻居查找操作，因此只需要 O(d+1)时间。因为每个节点最多接受一次处理，

而且节点的总数为 O(m)，所以总的运行时间为 O((d+1)m)。  

14.3 从四叉树到网格 

 

图14-16 网格生成问题 

现在回到网格生成的问题。如 图 14-16 所示，你应该记得：输入为正方形[0 : U] × [0 : U]，其中

U = 2j，j为一个正整数；该正方形内分布着若干个互不相交的多边形元件。所有多边形顶点的坐标

都是整数，而且所有多边形各边的方向只有四种选择⎯⎯与x-轴正向的夹角只能是 0o、45o、90o或

135o。问题的目标是构造出该正方形（无论是元件的外部还是内部）的一张三角网格，该网格既必

须是一致的，也必须与输入相符，同时其中的三角形都必须形状良好，而且分割可以是非均匀的。 

 

图14-17 靠近元件边界处，网格三角形应该更为精细 

为得到这样一张网格，我们的思路是首先使用一个四叉树划分。在构造点集所对应四叉树的过

程中，一旦正方形中包含的点数小于 2，即可终止递归构造过程。现在，需要处理的输入变成了一

组多边形，因此必须重新调整递归的终止条件。如 图 14-17 所示，我们希望，在元件边界的附近网

格三角形必须更为精细，因此只要正方形仍然与某条边相交，就要继续对其进行分割。更准确地说，

新的递归终止条件将变成：直到正方形不再与任何元件的边界相交，或者它的边长已经缩短到一个

单位，才不再继续对它进行细分。我们将每个正方形、每条边都看作闭集⎯⎯这样，如果某条边与

某个正方形的一条边重合，也将被视为相交。这样的终止条件，将可以保证四叉树划分是非均匀的

⎯⎯所有元件的边界都将被单位正方形包围；而距离各边越远，正方形也将越大。 

我们断言：在得到的四叉树划分中，若某个元件的一条边与某个正方形相交于内部，则只有一

种可能⎯⎯它们的交为该正方形的对角线。实际上，其闭包相交的正方形必然是单位正方形，而元



第 14 章 四叉树：非均匀网格生成 14.3 从四叉树到网格 

400 

件顶点的坐标全都是整数。因此，任何水平的或垂直的边都不可能与某个正方形相交于内部，而方

向为 45o或 135o的边与正方形的交必然是其对角线。看起来，只要找出那些内部没有边穿过的正方形，

并分别为它们添加一条对角线，似乎就可以得到一个令人满意的网格。如此生成的三角形的确与输

入相符，它们的形状也很好，而且网格也是非均匀的。然而遗憾的是，这样的网格并不是一致的。

为了解决这个缺陷，在对每个正方形做三角剖分的时候，还需要考虑到落在正方形边上的子区域划

分顶点。不过，如 图 14-18 所示，这又会引起另一个问题：要是在某个正方形的一条边上落有很多

的顶点，如此生成的三角形不见得都是形状良好的。 

 

图14-18 多个点落在同一条边上时，将生成形状不良的三角形 

 

图14-19 在正方形的中心引入Steiner点 

为了避免这些问题，在进行三角剖分之前，需要对四叉树划分做平衡化处理。一旦得到了一个

平衡四叉树划分，很容易就可以按照如下方法，生成一张由形状良好的三角形构成的网格。对于那

些侧边内部不含顶点（而且还没有被某一元件的边三角剖分过）的正方形，可以直接给它添加一条

对角线。既然此时的子区域划分是平衡的，在其余各正方形的每一侧边的内部，至多只会有一个顶

点。此外，若存在这样的一个顶点，则它必然落在该侧边的中点处。因此，如 图 14-19 所示，只要

在该正方形的中心加入一个Steiner点，并将它与正方形边界上的所有顶点相联，得到的每个三角形

就将只含有 45o或 90o的内角。 

归纳起来，可得如下网格生成算法： 

算法 GENERATEMESH(S) 

输入：正方形[0 : U] × [0 : U]内的一组元件 S，元件的性质如本节开头部分所述。 

输出：三角网格 M 
 （要求 M 是一致的，与输入相符，完全由形状良好的三角形组成，而且是非均匀的） 

1.  在正方形[0 : U] × [0 : U]内，构造点集 S 的一棵四叉树 T 
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 这里采用的（递归）终止条件是： 
  只要正方形的边长大于 1，且其闭包与某个元件的边界相交，就对其进行分割 

2.  T ← BALANCEQUADTREE(T) 

3.  针对 T 所对应的四叉树划分 M，构造一个双向链接边表结构 

4.  for (M 中的每一张面 σ) 

5.   do if (某个元件的一条边与 σ相交于 σ的内部) 

6.     then 将它们的交集（实际上是 σ的一条对角线）做为一条边插入到 M 中 

7.     else if (σ只在四个角上有（子区域划分的）顶点) 

8.        then 将 σ的这条对角线作为一条边插入到 M 中 

9.        else 在 σ的中心增加一个 Steiner 点 
         将 σ边界上的每个顶点与该 Steiner 点相联 
         相应地更新 M 

10. return M 

由算法 GENERATEMESH 生成的网格，是以双向链接边表（doubly-connected edge list）的形式表

示的。至于如何对双向链接边表进行处理的细节（比如，对于给定的一棵四叉树，如何构造与之对

应的双向链接边表结构），不再赘述。 

 

由上述算法构造的网格所具有的性质，可以归纳为如下定理： 

〖定理 14.5〗 

设 S 为正方形[0 : U] × [0 : U]内一组互不相交的多边形元件，元件的性质如本节开头部分所述。则必

然存在与该输入对应的一张非均匀的三角网格，而且该网格是一致的，与输入相符，而且完全由形

状良好的三角形构成。其中三角形的数目为 O(p(S)logU)，这里的 p(S)为 S 中各元件的周长总和；这

样的一张网格可以在 O(p(S)log2U)时间内构造出来。 

〖证明〗 

根据前面的讨论，马上就可以得出该网格所具有的性质⎯⎯即，它必然是非均匀的、一致

的，不仅与输入相符，而且完全由形状良好的三角形构成。需要进一步证明的，只是该网格规

模及其处理时间的上界。 

网格构造的过程分为三步：首先构造一个四叉树划分，然后使之平衡化，最后再对其做三

角剖分。 
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图14-20 与线段相交的单元数上界，取决于线段的长度 

为界定由第一步生成的四叉树划分的规模，需要借助下面的观察结论。如图 14-20 所示，

试考虑由单位尺寸的单元所构成的格子（grid）。对任何一条长度为l的线段，其闭包与该线段

相交的单元总数，不会超过 4 + 3l/ 2。于是，其闭包与至少一个元件的一条边相交的单元总

数，应该为O(p(S))。显然，对于由更大单元构成的格子，这一点依然成立。因此，在四叉树的

任一固定深度，所有内部节点的总数必是O(p(s))。既然在单元缩小到单位尺寸时，我们将必定

不再分割，因此四叉树的深度应该是O(logU)。由此可知，四叉树所含节点的总数（亦即其对应

的子区域划分的复杂度）应该是O(p(s)logU)。 

由 〖定理 14.4〗可知：从渐进意义来衡量，在经平衡化处理之后，四叉树划分的复杂度

并不会增加。网格生成算法的第三步（即对平衡四叉树划分中的各正方形做三角剖分）亦是如

此⎯⎯这是因为，每个单元最多只能被分割成常数个三角形。总之，最终所得网格中的三角形

数目，将线性正比于第一步所生成四叉树的复杂度，我们已经证明这一复杂度为O(p(s)logU)。 

最后一点，是要证明构造时间的上界。第一步计算时间，主要取决于四叉树的递归构造算

法。消耗在每个节点上的这部分时间，将线性正比于该节点的闭包与元件各边相交的总数。此

前已经说明，在任一固定的深度，所有节点与各边相交的总数为O(p(S))。因此，第一步所需的

时间为O(p(s)logU)。根据 〖定理 14.4〗，为进行平衡化处理，需要再引入一个O(logU)因子。

无论是根据一棵给定的四叉树构造一个双向链接边表结构，还是对平衡四叉树划分做三角剖分，

都可以在同样量级的时间内完成。定理所述的处理时间，由此得证。  

14.4 注释及评论 

四叉树是最早用于处理高维数据的数据结构之一。这种结构是由Finkel和Bentley[177]在 1974 年

提出的。此后，有数以百计的论文对四叉树做过讨论。Samet的综述以及专著 [332][333][334][335]，

以及 [14]中Aluru撰写的一章，对四叉树的各种变型及其应用有详实的介绍。 

网格生成只不过是四叉树的应用之一。在计算机图形学、图像分析、地理信息系统等众多领域，

这一结构都有应用。通常，这种结构都是被用来支持区域查找，不过对于其它的操作，它同样也能

支持。从理论的角度来看，四叉树并不是解决区域查找问题的好办法⎯⎯因为一般都不能证明出一

个低于线性的查询时间上界。对于各种区域查找问题，还有其它的解决方法，这方面的情况请参见

第 5、10 以及 16 章。在实践中，四叉树的性能看起来往往还不算差。四叉树还可以被用来解决隐藏

面消除、光线跟踪、中轴转换、光栅化图的叠合、最近邻查找（nearest neighbor search）等问题。 
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四叉树可以轻而易举地被推广至三维情况，在那里，这种结构称为八叉树（octree）。 

 

无论是平面的还是三维空间的网格生成，都是众多领域之中的一个重要问题，也因此被详尽地

研究过。Bern和Eppstein的综述 [62]以及Ho-Le的综述 [215]，讨论了特定条件下网格生成问题的有关

结果，为该领域的初学者提供了很好的指导。我们在此对其中的几个结果做一扼要介绍。 

我们可以区分所谓结构化的（structured）和未结构化的（unstructured）网格。结构化的网格通

常都是（变形后的）格子；未结构化的网格通常就是三角剖分。我们的讨论限制于未结构化的网格。

另外，我们的注意力主要集中于待网格化的域是二维多边形区域的情况。在大多数的应用中，对网

格的要求都类似于本章所做的限定。在实践中，通常都要求网格是一致的（“conforming”一词有时

也可以换成“consistent”），并要求与输入相符。此外，某种意义上的“形状良好性”也很重要。

通常，这意味着三角形必须满足下面两个准则之一或者全部：(i) 不允许出现小角度⎯⎯亦即，每个

角度都不得小于某个给定的（不是很小的）常数θ。当然，这个常数不可能大于输入域本身的最小角

度⎯⎯因为在生成的网格中不能排除掉任何输入的角度。(ii) 不允许出现钝角（obtuse angle）⎯⎯

亦即，任何角度都不能大于 90o。本章所讨论过的例子，要求三角形同时满足这两个条件，而且取θ = 

45o。我们的目标，常常是在给定的条件下，使构成网格的单元数目最少。这就意味着某种类型的非

均匀性⎯⎯只有在必要的时候，才使用小角度。 

首先考虑在不允许出现小角度的前提下，如何使网格中的三角形最少。在这一前提下，需要多

少个三角形才能对一个多边形域做网格剖分呢？这不仅取决于域中所含的顶点数目，也和域的形状

有关。为说明这一点，可以引入一个指标。该指标与三角形的最小角密切相关，称作三角形的纵横

比（aspect ratio）。三角形的纵横比，就是其最长边与其高度（height）的比⎯⎯所谓三角形的高度，

就是其最长边与该边的对顶顶点之间的欧氏距离。如果一个三角形的最小角为θ，则其纵横比将介于

1/sinθ与 2/sinθ之间。接下来，再考虑这样的一个矩形区域：其短边的长度为 1，长边的长度为A。假

定要求最小角不得小于 30o。这就意味着，网格中所有三角形的纵横比都不得超过 2/sin30o = 4。此外，

该区域中所有三角形的高度也不得超过 1。于是，每个三角形的面积都是O(1)。因为该区域总的面积

为A，所以任何满足要求的网格都至少需要Ω(A)个三角形。Bern等人 [64]提出了一种基于四叉树的

方法，使得生成的三角形数目是渐进最优的。本章所介绍的方法，就是基于他们的技术。 

针对“网格中所有的三角形都必须是非钝的（non-obtuse）”这一限制条件，相关的研究结果表

明，对于任何给定的多边形区域，总是可以构造出一个网格，使得其中三角形的数目只取决于该区

域所含顶点数目。更加准确地说，Bern和Eppstein[63]证明了：包含n个顶点的任何多边形区域，都有

一张由O(n2)个非钝三角形构成的网格。就在最近，Bern等人 [67]又将这一结果改进到O(n)。 

Melissaratos和Souvaine[278]将Bern等人的方法做了推广，使之能够构造出既不包含小角度也不

出现钝角三角形的网格。在如此构造出来的网格中，三角形的数目仍然不会超过最优值的常数倍。 
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将三角形最少化，并不总是网格生成算法的目标。另一重要的方面，则是要能够控制网格的密

度⎯⎯这样，人们即可在感兴趣处使用稠密网格，在其它地方则使用粗糙网格。Chew[117]针对这种

要求的网格生成问题做过研究。他给出了一个网格生成算法，该算法允许用户通过定义一个函数，

来判断网格中的某个三角形是否已经足够精细。该算法所生成三角形的角度介于 30o和 120o之间。此

项研究成果的另一个优点是，该算法不仅能够处理平面区域，而且可以处理曲面上的区域。 

14.5 习题 

习题 14.1 在图 14-6 中，分别给出了同一个区域的均匀网格和非均匀网格，这个正方形区域的

边长为 16，其左上角处有一个单位正方形。试考虑对边长为U = 2j（j为正整数）的

一个更大正方形的类似网格剖分。分别对两种（均匀和非均匀）网格，用j来表示其

中三角形的数目。 

习题 14.2 假设需要在宽度为 1、长度为 k > 1 的一个矩形中构造三角网格。在区域的侧边上不

得加入 Steiner 点，但在矩形的内部却可以。同时假定，所有三角形的角度都必须介

于 30o到 90o之间。按照这样的要求，是否总是能够生成一张三角网格？假设对于某

一特定的输入的确可以生成这样一张网格，至少需要加入多少个 Steiner 点呢？ 

习题 14.3 利用本章介绍的算法所生成的每个三角形都是非钝的⎯⎯亦即，其中不存在超过 90o

的角度。试证明：对平面上的任何一个点集 P，若其三角剖分中不包含任何钝角三角

形，则该三角剖分必是 P 的 Delaunay 三角剖分。 

习题 14.4 设 P 为三维空间中的一个点集。试给出一个算法，构造 P 的一棵八叉树（octree）。

（所谓八叉树，就是四叉树在三维空间中的推广。） 

习题 14.5 正方形内一组（实数坐标的）点的四叉树，规模可以从 O((d+1)n)降低到 O(n)，其中

d 为四叉树的深度。改进的构思是，只要某个节点 v 的（四个）孩子中只有一个存有

点，就将节点 v 删除。具体的删除方法是：将原先由 v 的父节点指向 v 的指针，替换

为一个从 v 的父节点指向 v 唯一存有点的那个孩子。试证明：这样得到的树，具有线

性的规模。O((d+1)n)的构造时间是否也可以改进？ 

习题 14.6 在本章中，如果四叉树划分中任何两个相邻正方形的边长相差不超过两倍，就称作平

衡四叉树。为了将用以平衡四叉树的附加节点的数目降低一个常数因子，我们可以降

低平衡的标准⎯⎯比如说，只要求相邻正方形的边长相差不超过四倍。如此得到的，

就是所谓的弱平衡四叉树（weakly balanced quadtree）。我们是否仍然可以由这样

的一个子区域划分，得到一个一致的网格，使得其中所有的角度都介于 45o到 90o之

间，而且每个正方形中只有 O(1)个三角形呢？ 

习题 14.7 假定更为严格地设置平衡的标准⎯⎯相邻正方形的边长即使相差不超过两倍，也不算



第 14 章 四叉树：非均匀网格生成 14.5 习题 

405 

平衡；只有其边长完全相等，才算平衡。在这样一棵强平衡四叉树中，节点的数目仍

然会线性正比于普通的平衡四叉树吗？若不是，关于这个数你能做出什么断言？ 

习题 14.8 构造平衡四叉树的算法，分成两个阶段：首先，构造一棵普通的四叉树，接着在后处

理阶段对其做平衡化处理。实际上，不用首先构造出一个非平衡的版本，就可以直接

构造出一棵平衡四叉树。为此，在四叉树的构造过程中，需要借助双向链接边表结构，

动态地维护当前的四叉树划分；在每个正方形被分割之后，我们都要进行检查，判断

其邻居是否需要分割。试详细描述这一算法，并对其运行时间做一分析。 

习题 14.9 GENERATEMESH 算法中有一步，是对某一给定的四叉树，构造一个双向链接边表，以

表示其对应的四叉树划分。试描述这一步所采用的算法，并对其运行时间做一分析。 

习题 14.10 也可以使用四叉树来存储子区域划分，以支持有效的点定位查询。其构思是：取包围

该子区域划分的一个正方形，不断进行分割。分割的终止条件是：所有叶子对应的正

方形中最多只包含一个顶点，而且只包含与该顶点相关联的边；或者其中没有任何顶

点，而且至多只包含一条边。 

a. 因为每个顶点都可能与多条边相关联，所以我们需要为四叉树的叶子配备附加的

数据结构，以存放多个顶点。你会选用哪种数据结构呢？ 

b. 试详细地描述这种点定位数据结构的构造算法，并对其运行时间做一分析。 

c. 试详细描述对应的查找算法，并对其运行时间做一分析。 

习题 14.11 四叉树经常被用来存储像素图像。在这种情况下，初始正方形的大小正好与图像相等

（假定为 2k × 2k的格子，k 为整数）。只要正方形中各像素的亮度不完全相等，就将

它分割为（四个）子正方形。 

试证明这种四叉树划分的复杂度上界。 

提示：该上界类似于我们所证明的四叉树网格的上界。 

习题 14.12 假设我们已经获得了两幅像素图像 I1 和 I2 各自对应的四叉树（参加上题）。两幅图

像的大小都是 2k × 2k，而且像素亮度的取值只有两种：0 或 1。试给出一个算法，对

这两幅图像进行布尔运算⎯⎯亦即，该算法能够计算 I1∨I2和 I1∧I2。（这里，I1∨I2也

是相同尺寸的一幅图像，其中像素(i, j)的亮度为 1 当且仅当(i, j)在图像 I1中亮度为 1，

或者在图像 I2中亮度为 1。图像 I1∧I2的定义与此类似。） 

习题 14.13 四叉树也可以用以支持区域查找。试描述一个算法，利用点集 P 对应的四叉树，对子

区域 R 进行查找。就 R 是一个矩形的情况，以及 R 是由垂线界定的一张半平面的情

况，分别对最坏情况下的查询时间做一分析。 

习题 14.14 本章对存储平面点集的四叉树做了讨论。第 5 章也曾讨论过另外两种可存储平面点集

的数据结构：kd-树和区域树。试对这三种数据结构做一比较，就其各自的优、缺点

做一讨论。 

 





1155   
可见性图：求最短路径 

第 13 章曾经讨论过，如何在给定的起始位置和终止位置之间，为机器人规划出一条路径。只要

这样的路径存在，我们所给出的算法总是能够把它找出来；然而关于这条路径的质量如何，我们却

没有给出任何结论。这条路径可能要兜一个大圈，或者要转很多不必要的弯。在实际的环境中，我

们更希望能够找出一条好的路径，而不仅仅只是其中任意的一条。 
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图15-1 一条最短路径 

什么样的路径才是好的？这要取决于具体的机器人。一般而言，路径越长，机器人就需要更长

的时间才能到达终点。对于在厂房中工作的机器人来说，路径越长，它在单位时间内能够搬运的物

品就会越少，从而导致生产率的下降。因此，我们更希望采用短的路径。常常还有其它的一些因素

需要考虑。例如，有的机器人只能沿着直线运动；每变更一次前进的方向，都需要减速、制动，然

后再转动⎯⎯这样，路径中的每一次转向，都会造成一定的延迟。对于这类机器人，就不仅需要考

虑路径的长度，还应该考虑到沿途的转向次数。不过，本章将暂不考虑这些因素；这里讨论的问题

仅仅是：如何为沿平面运动的机器人规划出一条欧氏最短路径（Euclidean shortest path）。 

15.1 点机器人的最短路径 

像第 13 章一样，首先考虑这样一种情况：一个点机器人，在平面上移动于一组互不相交的简单

多边形（simple polygon）S之间。S中的每个多边形都被称作一个障碍物（obstacle），它们所含边的

总数记作n。障碍物都是开集⎯⎯也就是说，允许机器人与它们相切。给定一个起始位置pstart和一个

终止位置pgoal，假定它们都属于自由空间（free space）。我们的任务是，找出由pstart通往pgoal的一条

最短无冲突路径⎯⎯即与任何障碍物内部都不相交的一条最短路径。请注意，只能说“一条最短的”，

而不能说“最短的那条”，因为这样的路径不见得是唯一的。为了保证这样的路径至少存在一条，

很重要的就是要把所有障碍物都看作开集；否则，倘若它们是闭集，那么这样的最短路径通常都不

会存在（除非最短路径只由单独的一条直线段组成）⎯⎯因为，对于任何一条路径，我们都可以将

它朝某个障碍物靠拢，从而得到一条更短的路径。 

让我们对第 13 章所介绍的算法做一简要回顾。如 图 15-2 所示，先构造出自由C-空间（free 

configuration space）Cfree的一个梯形图T(Cfree)。对于任何点机器人，Cfree就是各障碍物之间的空间，因

此这种情况非常简单。这里的一个关键构思是：将原先包含无数条路径、连续的工作空间，替换为

一张离散的路线图（road map）Groad。我们以前所使用的路线图是一张平面图，其中，对应于T(Cfree)

中各个梯形（trapezoid）的中心以及介于毗邻梯形之间的各垂线中点，分别有一个节点。每个梯形

中心处的节点，与该梯形（垂直）边界上的每个节点相联。一旦确定了机器人的起点和终点各自所
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在的梯形，就可以通过广度优先搜索（breadth-first search），在路线图中找到一条路径，将这两个

梯形中点所对应的节点联接起来。 

 

图15-2 基于自由空间的梯形图，构造可行的通路 

 

图15-3 最短路径不见得是路线图的子图：实线为沿路线图的最短路径，虚线为真正

的最短路径 

因为使用的是广度优先搜索，所以必然会从Groad中找出使用弧最少的一条边。但它并不见得就

是最短的路径，因为有些弧联接的节点可能相距很远，而另一些则可能很近。一种显而易见的改进

方法是：根据每条弧所联接节点之间的欧氏距离，赋予一个权重；然后利用Dijkstra算法（Dijkstra 

algorithm）之类的图搜索算法，在该带权图中找出一条最短路径。这的确能够缩短路径的长度，然

而我们得到的仍然不是最短路径。这一点可以从 图 15-3 中看出：若必须沿着路线图，则从pstart到pgoal

的最短路径就会从三角形的下面穿过；而真正的最短路径，却是从其上方穿过。为了保证沿图中各

弧的最短路径是真正的最短路径，我们需要另一种路线图。 

 

我们来看看，关于最短路径的形状，可以有什么结论。如 图 15-4 所示，考虑从pstart通往pgoal的

某条路径。将这条路径想象为一根有弹性的橡皮筋：两端分别被固定在起点和终点处，其形状被强

制为与路径一致。一旦松开这根橡皮筋，它就会开始收缩，并且尽可能变短，直到碰到障碍物才停

下来。沿着此时新的路径，有些段是障碍物的部分边界，而其它部分则是穿越开放空间的直线段。

下面的引理，对这一观察结果做了准确的描述。其中使用到多边形路径中内部顶点（inner vertex）

的概念⎯⎯即该路径上除起点、终点之外的任何顶点。 
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图15-4 最短通路 

〖引理 15.1〗 

穿行于一组互不相交的多边形障碍物 S 之间、从 pstart 通往 pgoal的任何一条最短路径，都是一条多边

形路径，其中所有的内部顶点都是 S 的顶点。 

〖证明〗 

假设引理不成立，即存在某条最短路径τ不是多边形链。所有障碍物都是多边形，这就意

味着在τ上存在这样的一个点p：p落在自由空间的内部，而且经过p的任何一条线段都不会属于

τ。如图 15-5 所示，既然p落在自由空间的内部，就必然存在一个以p为中心、半径为正数的圆

盘，完全落在自由空间中。 

 

图15-5 在自由空间内部，以任一点p为中心，存在一个正半径的圆盘 

然而根据假设，τ 穿越该圆盘的那一段不是直线段。考虑 τ 进入和离开该圆盘的两个位置，只

要用联接于这两个点之间的线段替换这段路径，就可以使整条路径的长度缩短。这与 τ的最优

性矛盾⎯⎯因为，任何最短路径必然也是局部最短的（locally shortest），也就是说，该路径

上任何两点 q 和 r 之间的那段（子）路径，必然是由 q 通往 r 的最短路径。 

现在，考察τ上的任一顶点v。它不可能落在自由空间的内部。否则，必然存在以v①为中心、

完全包含在自由空间中的一个圆盘，于是就可以将τ穿越该圆盘的那段子路径替换为一条直线段

⎯⎯由于原先的那段子路径至少在v处不是直的，所以替换后路径的长度必然缩短。类似地，v

也不可能落在任何一条障碍物边的相对内部。否则，必然存在以v为中心的某个圆盘，它的一半

                                                        

① 原书误作 p。⎯⎯译者 
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属于自由空间⎯⎯这同样意味着，可以将穿越圆盘的那段子路径替换为一条直线段（从而缩短

路径的长度）。这样，v可能的位置只能是障碍物的顶点。  

 

最短路径的上述特性确定之后，即可构造出一张路线图，并借助它找到最短路径。这张路线图

称作 S 的可见性图（visibility graph），记作 Gvis(S)。其中每一节点分别对应于 S 中的顶点；若顶点

v 与 w 可以相互看见，则在它们对应的节点之间引入一条弧。这里所谓的看见（see），指的是线段

—vw不与 S 中任何障碍物的内部相交。若一对顶点可以相互看见，就称它们为相互可见的（visible），

而联接它们的线段则称作一条可见边（visibility edge）。请注意，障碍物任何一条边的两个端点，

总是相互可见的。因此，由所有障碍物的边所构成的集合，必是 Gvis(S)边集的一个子集。 

根据〖引理 15.1〗，在组成最短路径的各条线段中，除第一条和最后一条外都是可见边。为了

使这两条边也成为可见边，我们将起点、终点也做为顶点加入到S中⎯⎯也就是说，我们考虑的是集

合S* := S ∪ {pstart, pgoal}的可见性图。根据定义，Gvis(S *)的每条弧，都联接于彼此可见的一对顶点（现

在可能是pstart或pgoal）之间。由此得出下列推论。 

〖推论 15.2〗 

穿行于一组互不相交的多边形障碍物 S 之间、从 pstart 通往 pgoal的任何一条最短路径，必然是由可见

性图 Gvis(S*)中的若干条弧联接而成的，其中 S* := S ∪ {pstart, pgoal}。 

 

图15-6 pstart与pgoal之间任一最短路径，都由可见性图Gvis(S *)中若干条弧联接而成 

利用如下算法，可在 pstart 与 pgoal 之间规划出一条最短路径： 

算法 SHORTESTPATH(S, pstart, pgoal) 

输入：一组互不相交的多边形障碍物，位于自由空间中的两个点 pstart和 pgoal 

输出：由 pstart通往 pgoal、无冲突的一条最短路径 

1.  Gvis ← VISIBILITYGRAPH(S ∪ {pstart, pgoal}) 

2.  对于 Gvis中的每一条弧(v, w)， 

  根据线段—vw的长度，为其指定一个权值 
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3.  采用 Dijkstra 算法， 
  在 Gvis中计算出一条由 pstart通往 pgoal的最短路径 

 

下一节将说明，如何在 O(n2logn)时间内构造一张可见性图（其中 n 为各障碍物所含边的总条数）。

显然，Gvis 最多含有⎝
⎛

⎠
⎞n+2

2 条弧。因此，该算法第 2 行需要 O(n2)时间。若图中共有 k 条弧，且其权值

均非负，则 Dijkstra 算法可以在 O(nlogn + k)时间内计算出两个节点之间的最短路径。在这里，k = 

O(n2)，由此可得出结论：SHORTESTPATH 的总体运行时间为 O(n2logn)。这可以总结为如下定理： 

〖定理 15.3〗 

穿行于一组互不相交的多边形障碍物之间、从 pstart 通往 pgoal的任何一条最短路径，都可以在 O(n2logn)

时间内构造出来，其中 n 为各障碍物所含边的总数目。 

15.2 构造可见性图 

设 S 为平面上一组互不相交的多边形障碍物，其中边的总数为 n。（在上一节中，算法

SHORTESTPATH 需要构造出集合 S*的可见性图，这里的 S*加入了起点和终点。尽管出现了这两个孤立

顶点（isolated vertex），但不会引起任何问题，因此本节将不会显式地去专门处理它们。）为构造

出 S 的可见性图，必须找出所有相互可见的顶点对。这就是说，对于每一对顶点，都需要进行测试，

以判断联接它们的线段是否与某个障碍物相交。如果直截了当地这样做，每一次测试都需要 O(n)时

间，而总的运行时间将高达 O(n3)。我们很快就会看到，完全可以更加有效地进行这种测试⎯⎯为此，

不能按照随意的次序来考虑各顶点对，而应该每次只将注意力集中在某一个顶点，并检查其它各顶

点是否与之可见。这可以描述为如下算法： 

算法 VISIBILITYGRAPH(S) 

输入：一组互不相交的多边形障碍物 S 

输出：可见性图 Gvis(S) 

1.  对图 G = (V, E)做初始化， 
  使得集合 V 包括 S 中所有多边形的顶点，E = ∅ 

2.  for (每一顶点 v ∈ V) 

3.   do W ← VisibilityVertices(v, S) 

4.    对于每一顶点 w ∈ W，将弧(v, w)添加到 E 中 

5.  return G 

其中子过程VISIBILITYVERTICES的输入包括一组多边形障碍物S，以及平面上的一个点p；在这里，
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p是S中的一个顶点，但这一点并不是必需的。如 图 15-7 所示，该子过程将在各障碍物的顶点中，找

出并返回与p可见的所有顶点。 

 

图15-7 测试S中每一顶点到p的可见性 

若仅需测试某一特定顶点 w 是否与 p 可见，则并没有多大的改进余地⎯⎯只能将线段
—pw与各障

碍物逐一进行测试。然而，要是需要对 S 中的所有顶点进行测试，则具体做法的确有些讲究⎯⎯对

一个顶点做过测试之后，可以利用已获得的信息加速对此后各顶点的测试。让我们来考虑所有线段

—pw所构成的集合。应该按照何种次序来处理它们，才能利用由前面顶点给出的信息，来处理后面的

顶点呢？符合逻辑的一种方案是，按照围绕 p 的环形次序。这样，所需要做的就是按照这一环形次

序来处理各个顶点，并动态地维护某些信息，以帮助我们对下一待处理的顶点做出判断。 

 

图15-8 w与p不可见 

顶点w与p可见的条件是，线段
—pw不与任何障碍物相交于内部。考察从p发出、穿过w的那条射

线ρ。如 图 15-8 所示，若w与p不可见，则在到达w之前，ρ必然先碰到某个障碍物的边。为了对此进

行测试，我们可以在与ρ相交的所有障碍物边中进行二分查找。这样，就可以判断（从p的位置来看）

w是否处于其中某条边的后方。（若p本身就是障碍物的一个顶点，则还有一种w不可见的情况⎯⎯p

和w都是同一障碍物的顶点，而且
—pw穿过该障碍物的内部。只要检查与w相关联的各边，就可以判断

在到达w之前，ρ是否进入了障碍物的内部，从而确定是否属于这种情况。当
—pw包含与w关联的某条

边时，将会出现退化情况，对此我们姑且不予考虑。） 

因此，在按照围绕p的环形次序处理各顶点的过程中，要将与ρ相交的各边组织成一棵二分查找

树T。（正如我们稍后将会看到的，被ρ包含的边都不需要存放到T中。）T的各匹叶子，依次存放了各

条相交边：最左侧的叶子存放的是与ρ相交的第一条边；第二匹叶子存放了下一条相交边；依此类推。
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为了能够引导查找，树中各内部节点也存放有边。更准确地说，在内部节点v处存放的，是其左子树

中最右侧（叶子处存放）的边ev⎯⎯因此按照由ρ确定的次序，其右子树中的所有边都大于ev，左子

树中的所有边都小于或等于ev。图 15-9 给出了这样一个例子。 

 

图15-9 对相交边的查找树 

按照环形次序有效地处理各顶点，就是围绕 p 旋转射线ρ。因此，这里采用的办法类似于我们

曾经在其它场合多次使用过的平面扫描模式；差别在于，这里使用的不再是一条自上而下扫过平面

的水平线，而是一条旋转的射线。 

 

图15-10 旋转式平面扫描 

如 图 15-10 所示，对于这种旋转式平面扫描（rotational plane sweep）而言，所谓的状态（status）

就是与（当前）ρ相交各障碍物的有序序列。它可以通过T来维护。扫描过程中的事件，就是S中的各

顶点。在处理顶点w时，我们必须对状态结构T进行查找，以判断w是否与p可见；然后，还要对T做相

应的更新，插入或删除与w关联的某些障碍物边。 

我们的旋转式平面扫描过程，可总结为算法 VISIBLEVERTICES。扫描线ρ的起始方向为正 x 方向；

然后，沿顺时针方向旋转。因此，该算法首先要根据 p 与各顶点的联线和 x-轴正方向的顺时针夹角，

对所有顶点排序。要是有两个甚至更多顶点的夹角相等，又该如何呢？为了能够正确判断出某个顶

点 w 的可见性，需要知道
—pw是否与某个障碍物相交于内部。因此，一种显而易见的策略就是：在处

理 w 之前，需要处理完落在
—pw内部的所有顶点。换而言之，对（与 x-轴）夹角相等的多个顶点，必

须以它们到 p 距离的递增顺序进行处理。这样，就得到了形式如下的一个算法： 

算法 VISIBLEVERTICES(p, S) 
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输入：一组多边形障碍物 S 
 不在任何障碍物内部的一个点 p 

输出：与 p 可见的所有障碍物顶点 

1.  根据 p 与障碍物各顶点所确定的射线与 x-轴正向所成的顺时针夹角， 
  对所有顶点排序 
 要是出现夹角相等的情况，距离 p 更近的顶点排在前面 
 令排序后的顶点列表为：w1, …, wn 

2.  令ρ为从 p 出发、平行于 x-轴正向的那条射线 
 找出与ρ真相交的所有障碍物边 
 将它们按照与ρ相交的次序，存放到一棵二分查找树 T 中 

3.  W ← 0 

4.  for i ← 1 to n 

5.   do if Visible(wi) then 将 wi加入到 W 中 

6.    在与 wi关联的各障碍物边中，找出落在射线
—pwi顺时针一侧的所有边 

   将这些边插入到 T 中 

7.    在与 wi关联的各障碍物边中，找出落在射线
—pwi逆时针一侧的所有边 

   将这些边从 T 中删除 

8.  return W 

子程序 Visible 必须能够判断顶点 wi 是否可见。通常，这只需要对 T 进行查找，检查与 p 最靠近

的那条边（即在最左侧叶子中存放的边）是否与
—pwi相交。但要是

—pwi上还有其它顶点，我们就要格

外小心。在这种情况下，究竟 wi 是不是可见的呢？这要是具体情况而定。 

 

图15-11 ρ同时穿过多个顶点的几种情况。 

在所有这些情况中，wi-1都是可见的。左侧的两种情况下，wi也是可见的；在右侧的

两种情况下，wi是不可见的 

图 15-11 给出了可能的几种情况。在与这些顶点相关联的各障碍物中，
—pwi可能会与某些相交于其内

部，也可能不会。看起来，似乎只能通过逐一检查那些有一个顶点落在
—pwi上的边，才能判断到底wi
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是否可见。幸运的是，在此前处理落在
—pwi上的各个顶点时，实际上已经检查过相应的边了。因此，

可以按照如下方法来判断wi的可见性。若wi-1 不可见，则wi必然也不可见。即使wi-1 可见，wi仍然有

两种可能是不可见的⎯⎯要么wi-1 和wi都属于同一障碍物，而且线段
——wi-1wi完全落在该障碍物的内部；

要么线段
——wi-1wi与T中的某条边相交。（若是后一种情况，则这条边夹在wi-1 与wi之间，因此它必然与

——wi-1wi真相交。）这种测试是正确的⎯⎯因为
—pwi = ——pwi-1 ∪ ——wi-1wi。（若i = 1，则p和wi之间将不会

有任何顶点，于是此时只需检查线段
—pwi。）我们可以得出如下子程序： 

算法 VISIBLE (wi) 

1.  if (—pwi与 wi所属的障碍物相交于内部，就局部而言就在 wi处) 

2.   then return false 

3.   else if (i = 1) or (wi-1不在线段
—pwi上) 

4.      then 找出 T 中最左侧的叶子，取出其中存放的边 e 

5.        if (e 存在，而且—pwi与 e 相交) 

         then return false 

         else return true 

6.      else if (wi-1不可见) 

         then return false 

7.         else 在 T 中查找与———wi-1wi 相交的一条边 e 

8.           if (e 存在) 

            then return false 

            else return true 

至此，我们完成了对算法 VISIBLEVERTICES 的描述。利用该算法，可以计算出与给定点 p 可见

的所有顶点。 

 

VISIBLEVERTICES的运行时间如何？在第 4行之前，计算时间主要花费于按照围绕 p的环形次序，

对各顶点进行排序，这部分时间为 O(nlogn)。接下来的每一轮循环，都只涉及对二分查找树 T 的常数

次操作，这需要 O(logn)时间；此外，还有常数次的几何测试，每次测试都可以在常数时间内完成。

因此，每轮循环需要 O(logn)时间⎯⎯于是，总体运行时间就是 O(nlogn)。 

 

你应该记得，为了构造出整个可见性图，需要对 S 中的 n 个顶点逐一使用 VISIBLEVERTICES 算

法。这样，我们就得到了如下定理： 
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〖定理 15.4〗 

任意给定一组互不相交的多边形障碍物 S，其可见性图可以在 O(n2logn)时间内构造出来，其中 n 为 S

中边的总数。 

15.3 平移运动多边形机器人的最短路径 

在第 13 章中我们已经看到，通过构造出自由C-空间（free configuration space），可以将关于平

移运动、凸多边形（convex polygon）形状机器人R的运动规划问题，化简为点机器人的情况。这种

化简的方法，首先需要计算出-R（即R的对称镜像）与每个障碍物的Minkowski和，然后再记下所得

出的C-空间障碍物的并集。由此得出的，是一组互不相交的多边形，它们合起来就构成了禁止C-空

间（forbidden configuration space）。 

 

 图15-12 多边形机器人的最短路径规划：工作空间（左），C-空间（中），可

见性图（右） 

这样，就可以套用针对点机器人的方法来计算最短路径⎯⎯先将起点和终点在 C-空间中对应的两个

点，扩充到多边形集合中；然后构造这些多边形对应的可见性图，其中每一条弧的权值，分别被赋

为对应的可见边的欧氏长度；最后，运用 Dijkstra 算法，在可见性图中找出一条最短路径。 

按照这一方法，运行时间将是多少呢？首先，根据 〖引理 13.13〗，可以在O(nlog2n)时间内构

造出禁止空间；此外，根据〖定理 13.12〗，禁止空间的复杂度为O(n)。因此，由前一节的结论可知，

禁止空间的可见性图可以在O(n2logn)时间内构造出来。 

由此可以总结出下述定理： 
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〖定理 15.5〗 

设机器人 R 的形状是凸的，其复杂度为常数，可以在一组多边形障碍物之间做平移式运动。对于任

何给定的起始和目标位置，我们都能够在 O(n2logn)时间内，为 R 规划出一条不发生碰撞的最短路径。

其中 n 为所有障碍物所包含边的总条数。 

15.4 注释及评论 

对于在带权图中规划最短路径这一问题，人们已经做过详尽的研究。大多数有关图算法或者算

法及数据结构的书籍，都会介绍Dijkstra算法以及此类的其它解法。第 15.1 节曾经指出，Dijkstra算

法的运行时间为O(nlogn + k)。为使时间上界（upper bound）降至这一数量，必须借助Fibonacci堆

（Fibonacci heap）来实现该算法。就此处的具体应用而言，O((n+k)logn)的算法就足够了⎯⎯因为无

论如何，算法的其余部分都要消耗这样多的时间。 

 

对于最短路径问题的几何版本，人们也已经有了相当多的关注。这里所介绍的算法，来自

Lee[247]。人们还提出过更加高效、基于排列（arrangement）的算法，它们的运行时间为O(n2)。 

无论是采用哪种算法来规划最短路径，只要该算法需要首先构造一幅完整的可见性图，那么就

最坏情况而言，它就注定需要运行至少平方量级的时间⎯⎯因为，可见性图中包含的边数可能高达

平方量级。在很长一段时间内，人们一直没有找到最坏情况运行时间低于平方量级的算法。平方量

级的界限，是由Mitchell[281]首先打破的。他证明，可以在O(n5/3 + ε)时间内，为点机器人规划出最短

路径。后来，他 [282]又将自己算法的运行时间改进为O(n3/2 + ε)。然而与此同时，Hershberger和

Suri[210][212]成功地构造出了一个时间复杂度为O(nlogn)的最优算法。 

若机器人的自由空间是一个不含孔洞的多边形，则在这种特殊情况下，可以在线性时间内规划

出一条最短路径⎯⎯为此，需要将Chazelle[94]的线性时间三角剖分算法，与Guibas等人 [195]的最短

路径方法结合起来。 

欧氏最短路径问题的三维版本更难求解。这是因为，没有什么方法可以轻易地离散化（discretize）

该问题⎯⎯沿最短路径上的转折点（inflection point），并不会限制于有限的一组候选点；实际上，

它们可以是障碍物边上的任何点。Canny[80]曾证明，在一组三维多面体障碍物之间规划出联接两个

点的最短路径，是NP-难的（NP-hard）问题。Reif和Storer[327]将该问题归约为实数理论中的一个判

定问题，从而得到了求解该问题的一个单指数算法（single-exponential algorithm）。还有几篇论文，

给出了在多项式时间内得到近似最短路径的方法。例如，先在障碍物边上增加点，并以这些点为节

点构造出一张图，然后在这张图中进行查找 [13][126][125][260][316]。 
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本章主要讨论了欧氏度量（Euclidean metric）。也有很多论文讨论了不同度量下的最短路径。

其中可变的因素太多，在此只能提及其中的几种，而且针对每一因素，也只能提供少量的参考文献。

在被研究过的各种度量中，一种有趣的度量被称作链环度量（link metric）。在这种度量下，一条多

边形路径的长度被定义为该路径上所含的链环数目 [367][284][20][122]。另一种被深入研究过的情

况，是所谓的直角路径（rectilinear path）。例如在VLSI设计中，这种路径将扮演重要的角色。针对

直角路径的问题，Lee等人 [253]曾经做过综述。关于直角路径，人们研究过的一种有趣的度量就是

组合度量（combined metric）[56]。所谓组合度量，就是欧氏度量和链环度量的线性组合。最后，有

的论文还研究了子区域划分（subdivision）中的路径，其中每个子区域都被赋予一定的权重。路径穿

越某个子区域的代价，等于穿越的欧氏长度乘以该子区域的权重。通过给子区域赋予无限大的权重，

可以模拟障碍物 [113][283]。 

对于平移式机器人而言，有多种显而易见的度量（比如，你马上就会想起欧氏度量）。然而，

要是机器人不仅可以平移，同时还能旋转，那么要想为最短路径给出一个好的定义，并非易事。对

于（可以表示为）线段的机器人，人们已经获得了一些结果 [24][114][218]。 

 

利用可见性图进行运动规划的想法，始于Nilsson[295]。这里介绍的用O(n2logn)时间构造可见性

图的算法，来自Lee[247]。此外，已经找到了若干更快速的算法 [23][383]，其中包括Ghosh和Mount[190]

提出的最优算法，该算法的运行时间为O(nlogn + k)，其中k为可见性图中弧的总条数。 

若是在一组凸的多边形障碍物之间为点机器人规划一条最短路径，则并不需要用到所有的可见

边。实际上，只要所有定义了公切线的可见边就足矣。Rohnert[329]给出了一个算法，可在O(n + c2logn)

时间内构造出这种精简的可见性图，其中c为障碍物的数目，n为所有障碍物所含边的总条数。 

Vegter和Pocchiola[319][320][376]提出的可见性复形（visibility complex）结构，复杂度与可见性

图相同，却包含了更多的信息。可以对平面上任意一组凸的（形状不见得是多边形的）物体定义这

种结构，借助该结构，可以求解最短路径问题和光线发射（ray shooting）问题。这种结构可以在O(nlogn 

+ k)时间内构造出来。 

15.5 习题 

习题 15.1 设 S 为平面上一组互不相交的简单多边形，其中包含边的总条数为 n。试证明：对于

任何起点和终点，组成最短路径的线段条数不会超过 O(n)。试给出一个Θ(n)例子。 

习题 15.2 对每条障碍物边，算法 VISIBILITYGRAPH都要调用一次算法 VISIBLEVERTICES。

VISIBLEVERTICES要将所有顶点围绕其输入点排序。这就意味着，对每个障碍物顶点都
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要做一次环形排序，总共要做n次。本章中，分别做一次排序的时间是O(nlogn)，这

样就使得全部的排序需要O(n2logn)时间。试证明：通过对偶变换（参见第 8 章），

可以改进为O(n2)。这样做能够改善VISIBILITYGRAPH算法的总体时间复杂度吗？ 

习题 15.3 规划最短路径的算法，可以从多边形扩展到其它形状的物体。设 S 为一组共 n 个互不

相交的圆盘状（disc-shaped）障碍物，各障碍物的半径不一定相等。 

a. 试证明：在这种环境里，相互不能直接可见的两个点之间的最短路径，由这些圆

盘的部分边界、这些圆盘之间的公切线以及起点和终点到各圆盘的切线联接而成。 

b. 将可见性图的概念应用到这种环境中。 

c. 应用最短路径算法，在任意两点之间，规划出一条穿行于 S 中各圆盘之间的最

短路径。 

习题 15.4 对于平面上（互不相交的）n 个三角形（障碍物），联接于两个固定点之间的最短路

径最多会有多少条？ 

习题 15.5 设 S 为一组互不相交的多边形，给定起点 pstart。我们希望通过对集合 S（以及 pstart）

的预处理，使得对任意终点，都能够有效地规划出从 pstart 到该终点的最短路径。试

说明，如何才能在 O(n2logn)时间内完成预处理，使得对于任意终点 pgoal，都可以在

O(nlogn)时间内在 pstart和 pgoal之间规划出一条最短路径。 

习题 15.6 试设计一个算法，在一个简单多边形内的任意两点之间，规划一条最短路径。算法的

运行时间不得超过平方量级。 

习题 15.7 若所有障碍物都是凸多边形，则最短路径算法还可以改进⎯⎯这种情况下，如 图

15-13 所示，只需考虑公切线，而不是所有的可见边。 

 

图15-13 凸障碍物 

 a. 试证明：此时可能组成最短路径的可见边，只可能是各多边形之间的公切线。 

b. 试给出一个快速算法，找出互不相交的两个凸多边形之间的公切线。 

c. 试给出一个算法，在一组凸多边形之间，找出所有是可见边的公切线。 

习题 15.8* 要是你熟悉齐次坐标（homogeneous coordinate），就会发现一个有趣的事实：本章

所采用的旋转式平面扫描，可以转换为通常的（使用一条水平直线、平移扫过整个平

面的）平面扫描。试说明：这种转换，就是通过投影变换（projection transformation），

将（旋转式平面扫描）的中心变换到无穷远点。 

 



1166   
单纯形区域查找：再论截窗 

在第 2 章中我们曾经看到，地理信息系统常常需要将一幅地图存储为若干独立的图层。每一图

层分别代表该地图的某一主题（theme）⎯⎯亦即，专门的一类（地理）特征，比如公路、城市等等。

将地图中的信息化分为不同的图层，可以使用户能够将注意力集中于某一特定的特征。即使是在描

述同一类信息的一幅专题图中，人们也不见得会对其中所有的特征感兴趣，而往往只是对某一范围

内的局部感兴趣。第 10 章就曾给出过这样一个例子：根据整个美国的一幅路线图，抽取出很小的某

一区域之内的部分。在那一章所讨论的这类问题中，待查询区域⎯⎯也称为截窗（window）⎯⎯是

矩形的。但实际上，我们很容易就可以举出待查询区域为其它形状的例子。 
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图16-1 荷兰的人口分布密度 

假设我们拿到关于人口分布密度的一幅专题图。图中为表示密度，每 5,000 个人都用一个点来代表，

如 图 16-1 所示。现在计划在某处修建飞机场，如果需要事先估计出该飞机场的影响，就需要掌握居

住在受飞机场影响区域之内的人口数量。用几何的语言可表述为：给定平面上一组点，需要统计出

落在某一特定待查询区域（query region，比如飞机噪声超过某一级别的区域）内的点数。 

第 5 章讨论过数据库的查询问题：给定与坐标轴平行的某一待查询矩形，报告出落在其中的所

有点。为此曾专门设计了一种数据结构。然而，受到飞机场影响的区域取决于主风向，不大可能是

矩形的，故第 5 章中的数据结构在这里没有多大用处。我们需要设计出一种能够支持更一般性待查

询区域的数据结构。 

16.1 划分树 

给定平面上一组点，我们希望统计落在某一特定待查询区域中的点数。（从现在起，我们将按

照习惯，将“统计……点数”理解为“报告出……点的数目”，而不是逐一枚举出各点。）假定待

查询区域是一个简单多边形（simple polygon）⎯⎯否则，总是能够用简单多边形来近似它。为简化

查询算法，首先要对待查询区域做三角剖分（亦即，将它分解为若干三角形）。第 3 章介绍过三角

剖分的具体算法。一旦完成待查询区域的三角剖分，就可以针对其中每一个三角形进行查询。分别

落在各三角形之内的点合在一起，就是落在整个区域内的那些点。若是需要统计点的数目，还得更

加小心，不要对同时落在两个三角形之间公共边上的点重复计数⎯⎯好在这并不困难。 

 

这样，就将问题转化为所谓的三角形区域查找问题（triangular range searching problem）：给定

由平面上n个点组成的一个集合S，统计出S中有多少点落在某一特定待查询三角形t之内。首先来讨

论该问题稍做简化之后的一个版本：如 图 16-2 所示，待查询三角形退化为一张半平面。 
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图16-2 半平面区域查询问题 

为支持这类半平面区域查询（half-plane range query），需要什么样的数据结构呢？先来看一维

的情况，然后再循序渐进。该问题的一维版本中，给定的输入是分布在实轴上的一组共n个点，目标

是统计出其中落在某一待查询射线（query half-line）上的点数（亦即落在某一待查询点某一侧的点

数 ）。只要使用一棵平衡二分查找树，将其中各子树内所含的点数记录到相应的节点之中，就可以

在O(logn)时间内回答每次查询。如何将这一方法推广到二维情况呢？为回答这一问题，必须首先从

几何的角度来理解平衡二分查找树。树中每一节点都存有一个关键码⎯⎯也就是点的坐标⎯⎯根据

这个关键码，可以点集一分为二，分别存放到左、右子树中。相应地，也可以将这个关键码的作用，

理解为将整个实轴切成两段。按照这种理解，树中的每个节点都对应于实轴上的某一区间⎯⎯根节

点对应于整个实轴，根节点的两个孩子分别对应于一条射线，如此切分下去。对于任一待查询射线，

在每个节点的两个孩子中，必有一个要么完全包含在射线之中，要么完全落在射线的外面。于是，

这个（孩子所对应）区间内的所有点，要么全部落在射线之内，要么没有一个落在其内。因此，只

需对该节点的另一个孩子递归地查询下去。这一过程如 图 16-3 所示。 

 

图16-3 利用二叉树来支持射线区域查询（half-line range query） 

该图中，在树的下方用黑点画出了所有的点；两棵子树在实轴上各自对应的区间，也分别做了标记

加以区分。这里的待查询射线为灰色的那段区域。以黑色节点为根节点的子树所对应的区域，完全

落在待查询射线之内。因此，只需对右子树进行递归查询。 

为将上述方法推广到二维，你也许会指望能够将平面划分为两个子区域，使得对于任一待查询

半平面，都有一个子区域要么完全包含在半平面之内，要么完全落在其外。遗憾的是，这样的划分

并不存在，因此需要做进一步的推广⎯⎯既然两个子区域不够，就必须划分出更多个子区域。这样

的划分应该使得对于任一待查询半平面，都只需对其中的少数几个子区域做递归搜索。 
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我们所需要的这种划分，可以形式化地描述如下。对于平面上由任意 n 个点组成的集合 S，所

谓 S 的一个单纯形划分（simplicial partition）就是一个集合 Ψ(S) := {(S1, t1), …, (Sr, tr)}，其中的 Si

都是 S 的子集，它们互不相交，且它们的并集为 S，而 ti 分别为包含 Si 的一个三角形。每一个子集

Si 被称为一个类（class）。各三角形不必互不相交，故 S 中的某一点可能同时落在多个三角形中。

不过，这样的一个点总是属于唯一的某个类。三角形的总数称为 Ψ(S)的规模，记作 r。 

 

图16-4 一个好的单纯形划分 

图 16-4 就是单纯形划分的一个例子，其规模为 5。该图中，不同的灰度表示不同的类。我们称一条

线l穿越了一个三角形ti，如果l与ti的内部相交。如果点集S不是处于一般性位置的（in general position），

那么为了构造单纯形划分，不仅要使用三角形，有时也需要使用（相对开的）线段。我们称一条直

线穿越了这样的一条线段，如果它与该线段的相对内部相交，却又不是完全包含该线段。对于任一

直线l，所谓l相对于Ψ(S)的穿越数（crossing number），就是在Ψ(S)中与l相交的三角形数目。因此对

图 16-4 中那条直线而言，穿越数为 2。而Ψ(S)自己的穿越数，则等于所有直线可能对应的最大穿越

数。在 图 16-4 中，可以找出穿越四个三角形的一条直线，但是任何直线都不可能同时穿越这五个三

角形。最后，我们称一个单纯形划分是好的（fine），如果对于任何 1 ≤ i ≤ r，都有|Si| ≤ 2n/r。换而

言之，在好的单纯形划分中，任一类点的数目都不会超过平均点数的两倍。 

 

在对划分做过形式化定义之后，接下来我们要看看，如何才能利用这种划分来回答半平面区域

查找。设h为一张待查询半平面。如果划分出来的某个三角形ti没有被h的边界线穿越，那么类Si要么

整体包含于h之中，要么整体处于h之外。这样一来，我们就只需要进一步考虑h的边界线所穿越的那

些ti，并对其相应的Si进行递归查询。以 图 16-4 为例，如果针对l+（即位于l上方的那张半平面）进

行查询，就只需要对全部五个三角形中的两个进行递归查询。因此，这一回答查询过程的效率，将

取决于单纯形划分的穿越数⎯⎯穿越数越小，查询时间也就越短。下面的定理指出：总是可以构造

出一个穿越数为O( r)的单纯形划分。稍后我们将看到，这对于查询时间意味着什么。 
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〖定理 16.1〗 

由平面上任意 n 个点构成的任一集合 S，对于任意 1 ≤ r ≤ n，都必然存在一个规模为 r、穿越数为 O( r)

的单纯形划分。此外，对于任何ε > 0，都可以在 O(n1+ε)时间内构造出这样的一个单纯形划分。 

该定理声称构造时间为 O(n1.1)、O(n1.01)或者任一更接近于 1 的指数，看起来有点奇怪。但事实

上，无论ε多么小，只要它是一个正的常数，就总是能够得到该定理所提到的时间复杂度上界（upper 

bound）。不过，这个定理并没有提出一个（诸如 O(n)或 O(nlogn)的）更好上界。 

在第 16.4 中你可以找到一个文献索引，该文献给出了上述定理的证明。这里直接假定这一定理

是成立的，而把注意力集中于如何利用该定理来设计出一种能够有效解决半平面区域查找问题的数

据结构。我们将要导出的数据结构称为划分树（partition tree）。或许，你已经猜测出一棵划分树的

样子：这棵树的根节点有r个孩子；分别以每个孩子为根节点，可以递归地定义出对应于单纯形划分

中同一类点的一棵子树。各孩子之间没有特定的次序；这一点恰好是无所谓的。 

 

图16-5 一个单纯形划分及其对应的划分树 

在 图 16-5 中，给出了一个单纯形划分及与之对应的划分树。请注意根节点居于中间的那个孩子。如

果我们对它所对应的那一类进行递归划分，将得到若干个（更小的）三角形⎯⎯也就是 图 16-5 中用

虚线指示的那几个三角形。于是，这一类又被进一步划分为 5 个“子类”（subclass），分别存放在

根节点中间那个孩子下面的 5 棵子树中。视具体应用的要求，可能还要记录一些关于子类的附加信

息。这样，一棵划分树的基本结构可以定义如下： 

 若 S 只包含一个点 p，则划分树由单独的一匹叶子组成，点 p 被显式地存放在这匹叶子中。

集合 S 就是该叶子对应的正则子集。 

 否则，该结构就是分支度（branching degree）为 r 的一棵树 T，其中 r 为一个足够大的常数

（稍后将介绍 r 的取法）。集合 S 存在一个规模为 r 的、好的单纯形划分，而树 T 根节点的

各个孩子，就与该划分中的各三角形一一对应。在该划分中，与孩子节点 v 对应的那个三

角形记作 t(v)。而 S 中对应的那一类，则被称为 v 的正则子集，记作 S(v)。以孩子节点 v

为根节点，可以针对集合 S(v)递归地定义出一棵划分树。 

 在每个孩子节点 v 处，都存放有三角形 t(v)。此外，还要存放有关子集 S(v)的某些信息⎯⎯

就半平面区域计数（half-plane range counting）问题而言，这些信息就是 S(v)的基数；若是



第 16 章 单纯形区域查找：再论截窗 16.1 划分树 

426 

其它的应用问题，则需要存放其它类型的信息。 

接下来，针对“统计 S 中落在指定待查询半平面 h 内的点数”这一问题，我们来给出一个查询

算法。这个算法将返回来自划分树 T 的一组节点，称作拣出节点（selected node）；由这些节点构成

的集合记作 ϒ。这组节点具有如下性质：它们各自所对应正则子集的无交并集，将给出 S 中落在 h

内的所有点。换而言之，集合 ϒ中各节点所对应的正则子集互不相交，而且 

S ∩ h  =  ∪
v∈ϒ

S(v) 

实际上，这些拣出节点恰好就是全部具有如下性质的节点 v：t(v) ⊂ h（或者，若 v 是一匹叶子，

则存放在 v 中的那个点落在 h 中），而且 v 的任何一个祖先μ都不满足 t(μ) ⊂ h。只要将拣出的正则

子集的基数累加起来，也就得到了被 h 包含的点数。 

算法 SELECTINHALFPLANE(h, T) 

输入：待查询半平面 h，及其对应的一棵划分树或子树 T 

输出：一组正则节点，它们给出了树 T 中落在 h 内的所有点 

1.  ϒ ← ∅ 

2.  if (T 是由一匹叶子μ构成的) 

3.   then if (存放于μ处的点落在 h 内) then ϒ ← {μ} 

4.   else for (T 的根节点的每一个孩子 v) 

5.      do if (t(v) ⊂ h) 

6.        then ϒ ← ϒ ∪ {v} 

7.        else if (t(v) ∩ h ≠ ∅) 

8.           then ϒ ← ϒ ∪ SELECTINHALFPLANE(h, Tv) 

9.  return ϒ 

 

以上查询算法的过程如 图 16-6 所示。根节点的孩子中被拣出的用黑色表示。被递归访问到的

那些孩子，则用灰色表示（包括根节点本身，因为它也被访问到了）。正如此前所言，为了回答每

一次半平面区域计数查询，只要调用SELECTINHALFPLANE，并将所有拣出节点的基数累加起来即可。

请注意，每个节点都保存了其对应正则子集的基数。在实际应用中，也许甚至不用动态维护集合ϒ，

而只需一个计数器即可⎯⎯每拣出一个节点，就将与之对应的正则子集的基数累计到计数器中。 
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图16-6 借助划分树来回答半平面区域查找 

 

以上介绍了划分树⎯⎯一种支持半平面区域计数查询的数据结构⎯⎯以及对应的查询算法。接

下来，需要对该结构做一分析。首先是它占用的存储量。 

〖引理 16.2〗 

设 S 为平面上的一组共 n 个点。对应于 S 的一棵划分树只需要占用 O(n)的存储空间。 

〖证明〗 

对于任意 n 个点，可能与之的所有划分树中所包含节点数目的最大值记作 M(n)；将正则

子集 S(v)的基数记作 nv。则 M(n)满足如下递推式： 

M(n)  ≤  
⎩⎪
⎨
⎪⎧1 若n = 1
1 + ∑vM(nv) 若n > 1   

其中的和式，取遍该树根节点的所有孩子。既然单纯形划分中的任意两类之间都没有公共

点，故有∑vnv = n。另外，所有的 v 都满足 nv ≤ 2n/r。因此，对于任何常数 r > 2，上面的递

推式的解都是 M(n) = O(n)。 

树中每一节点都只占用 O(r)空间。由于 r 是一个常数，故本引理得证。  

 

线性规模的存储空间，已经没有改进余地了。那么，查询时间呢？要回答这个问题，确切的 r

值将很重要。为了完成一次查询，需要对不超过 c r棵子树进行递归查询，其中的 c 是一个与 r 和 n

无关的常数。实际上，该常数会对查询时间上界中 n 的具体指数有所影响。为了降低这种影响，需
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要取足够大的 r⎯⎯正如我们稍后将要看到的，这样才能将查询时间降低到非常接近于 O( n)。 

〖引理 16.3〗 

设 S 为平面上任意 n 个点。对于任何ε > 0，都存在 S 的一棵划分树，使得对任一平面 h，都可从该

树中拣出 O(n1/2+ε)个节点，它们所对应正则子集的无交并集恰好给出了 S 中落在 h 内的所有点。为拣

出这些节点，需花费 O(n1/2+ε)时间。这样，每次半平面区域计数查询都可以在 O(n1/2+ε)时间内完成。 

〖证明〗 

任意给定ε > 0。根据〖定理 16.1〗，必存在一个常数c，使得对于任意参数r，都可以构

造出一个规模为r、穿越数不超过c r的单纯形划分。我们取r := ⎡2(c 2)1/ε⎤，然后以r为规模构

造出一个单纯形划分，同时构造出与之对应的划分树。在所有对应于n个点的划分树中，单次

查询所需的最长查询时间记作Q(n)。任取一张待查询半平面h，将正则子集S(v)的基数记作nv。

于是，Q(n)满足如下递推关系： 

Q(n)  ≤  
⎩⎪
⎨
⎪⎧1 若n = 1
r + ∑v∈C(h)Q(nv) 若n > 1  

其中的和式取遍集合 C(h)⎯⎯它由该树根节点满足如下性质的那些孩子 v 组成：t(v)与 h

的边界相交。既然该数据结构背后的单纯形划分的穿越数为 c r，集合 C(h)所含节点的数目也

就不会超过 c r。此外，既然这是一个好的单纯形划分，其中任何节点 v 都应满足 nv ≤ 2n/r。

这两点结合起来说明：在如此选取了 r 之后，上面所给出的 Q(n)递推式的解就是 O(n1/2+ε)。  

 

对于以上查询时间，你多少会有些失望⎯⎯毕竟，到目前为止我们所看到的大多数几何数据结

构，查询时间要么是 O(logn)，要么是 logn 的多项式，而不致于像划分树这样高达 O( n)左右。很明

显，之所以必须付出如此代价，是因为我们想要解决的是（半平面区域计数之类的）真正的二维查

询问题。难道，果真就不可能在对数量级的时间内完成这样的查询吗？不是的。本章后面将设计出

另一种数据结构，利用它的确可以在对数时间内完成半平面区域查找。不过，该数据结构的查询时

间虽然有所改进，但这并不是没有代价的⎯⎯实际上，它需要占用平方量级的空间。 

 

将这里的方法与第 5 章的区域树以及第 10 章的线段树做一比较，会很有帮助。我们都希望从这

些数据结构中，返回关于某组给定几何物体（比如存放在区域树和划分树中的一组点，或者存放在

线段树中的一组区间）中某一子集的信息，或者把某一子集完全报告出来。如果通过预处理，能够

将在查询中可能出现的所有子集所对应的查找信息在事先就计算出来，那么无论是什么样的查询，

都可以很快就找出答案。然而，可能出现的答案往往有很多，从而导致上述构想无法兑现。我们只

好采用一种变通的方法⎯⎯确定一组所谓的正则子集，并在事先计算出这些子集所对应的查询信息。
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此后，对于任何一次查询，只需将其对应的答案表示为若干正则子集的无交并集，即可完成查询。

我们需要用多少正则子集才能组成所有可能的查询子集，查询时间就大致线性正比于这个数目。区

域树和划分树所占用的存储量，将正比于事先计算出来的正则子集总数；线段树所占用的存储量，

将正比于事先计算出来的正则子集的规模之和。在查询时间和存储量之间，需要做一个折衷。为保

证每一可能的查询都可以表示为尽可能少的正则子集的并集，需要在事先计算出大量的正则子集，

这样就需要占用大量的空间。为了降低存储量，需要减少事先计算出来的正则子集数目⎯⎯然而如

此一来，就需要很多个正则子集才能表示一次查询，于是查询时间将会增加。 

从二维区域查找问题可以清楚地看出如下现象：按本节算法所构造出来的划分树，只需保存 O(n)

个正则子集，故只占用线性的存储空间；但为了表示落在某一半平面内的所有点，一般都需要使用

O( n)个正则子集。实际上，只要保存大约平方量级个正则子集，即可使查询时间降至对数量级。 

 

现在回到待解决的问题⎯⎯三角形区域查找问题。当待查询区域是三角形而不是半平面时，如

果还想使用划分树，需要做哪些调整呢？答案很简单：什么都不用改动。我们仍然可以沿用上面所

介绍的数据结构以及相应的查询算法，只要将待查询三角形换成待查询半平面即可。实际上，这种

方法对任意（形状）的待查询区域都行之有效。唯一需要讨论的问题是：查询时间将会有何变化？ 

当查询算法访问到某节点时，其孩子 v 有三种类型：t(v)完全落在待查询区域之内；t(v)完全落

在待查询区域之外；以及 t(v)部分落在待查询区域之内。只有对最后一类孩子，才有必要进行递归

访问。因此，查询时间就取决于单纯形划分中与待查询区域γ的边界相交的三角形数目。也就是说，

必须确定，γ相对于某个单纯形划分而言的穿越数究竟等于多少。对于三角形查找区域而言，这个数

很容易确定⎯⎯在单纯形划分中，一个三角形若与γ的边界相交，则必然与γ的边所在的三条直线（至

少）之一相交。既然每条直线最多只能与 c r个三角形相交，故γ的穿越数最多不会超过 3c r。 

这样，查询时间的递推式与前面的几乎一样，只需将常数 c 替换为 3c。相应地，只要选取一个

更大的 r，就可以使查询时间保持在相同的渐进量级。由此可以得出如下定理： 

〖定理 16.4〗 

设 S 为平面上任意 n 个点。对任何ε > 0，都存在一个用 O(n)空间表示 S 的数据结构（“划分树”），

使得对于任一待查询三角形，都可在 O(n1/2+ε)时间内统计出 S 中落在其中的点数。另加 O(k)时间，还

可逐一报告出这些点，其中 k 为报告出来的点数。只要花费 O(n1+ε)时间即可构造出该数据结构。 

〖证明〗 

实际上，我们尚未讨论到的问题只有两个：数据结构的构造时间以及报告输出的时间。 

划分树的构造很容易：根据它的递归定义，马上就可以导出一个递归式构造算法。我们将
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该算法为n个点构造一棵划分树时所需的时间记作T(n)。给定ε > 0。根据〖定理 16.1〗，对于

任何ε' >0，我们都可以在O(n1+ε')时间内构造出S的一个好的单纯形划分，其规模为r，穿越数为

O( r)。取ε' = ε/2。于是，T(n)将满足如下递推式： 

T(n)  =  
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 若n = 1
O(n1+ε/2) + ∑vT(nv) 若n > 1  

其中的和式，取遍该树根节点的所有孩子。既然单纯形划分中的不同类之间不会有公共点，

故有∑v
 nv = n，因此该递推式的解为 T(n) = O(n1+ε)。 

以下将说明：若有 k 个点落在待查询三角形中，则只需另加 O(k)时间，即可将它们报告出

来。这些点都存放在拣出节点之下的各匹叶子中。因此，只要分别遍历（traverse）以每个拣

出节点为根节点的子树，即可将它们报告出来。既然树中每一内部节点的度数都不小于 2，内

部节点的数目就必与叶子的数目成正比，于是所需的时间必线性正比于被报告出来的点数。  

16.2 多层划分树 

划分树是一种功能强大的数据结构。其长处在于，只需少数的几个分组（即由查询算法拣出的

各节点所对应的正则子集），即可确定落在待查询半平面中的所有点。以上所举例子采用划分树结

构解决了半平面区域计数问题。就这一问题而言，需要从拣出的正则子集中获得的信息只不过是它

们各自的基数。然而在其它的查询问题中，还需要获得正则子集的其它信息，为此必须预先计算出

这些数据并将其存储起来。这些需要存放的有关正则子集的信息，并不见得仅是（基数等）一个数

字。也可将各正则子集中的元素存储为一个列表、一棵树或你所希望的任一数据结构。这也就是所

谓的多层次数据结构（multi-level data structure），它并不是什么新的概念⎯⎯早在第 5 章，这类结

构就已被用于解决矩形区域查找问题；第 10 章中，也曾利用这类结构解决过截窗查询问题。 

 

图16-7 线段s与直线l相交的不同情况 

以下将介绍一个基于划分树的多层次数据结构。设S为平面上的一组共n条线段，我们想要统计

出其中与某一待查询直线（query line）l相交的线段数目。线段s的左、右端点分别记作pleft(s)和pright(s)。

如 图 16-7 所示，直线l与s相交，当且仅当s的两个端点分别落在l的两侧（或者s的某个端点正好落在
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l上）。下面就来说明，对于那些pright(s)落在l上方、pleft(s)落在l下方的线段s ∈ S，应该如何统计出它

们的数目。至于有一个端点正好落在l上的线段，以及pright(s)落在l下方、pleft(s)落在l上方的线段，都

可以借助类似的数据结构进行统计。对于直线l垂直的情况，我们约定其左侧为下方，右侧为上方。 

算法的构思简明。首先从 S 中找出 pright(s)落在 l 上方的所有线段 s。前一节已经介绍了如何借

助一棵划分树，从若干个正则子集中拣出这些线段。对这样的每一个正则子集，我们只对其中满足

pleft(s)落在 l 下方的那些线段 s 感兴趣。这个过程也就是一次半平面区域计数查询。只要将每个正则

子集都组织为一棵划分树，每次这类查询都可以很快回答。我们再来更加详细地介绍这一方法。这

里的数据结构定义如下。对于任一线段集 S'，令 Pright(S') := {pright(s) | s ∈ S'}，即 S'中所有线段的右端

点；令 Pleft(S') := {pleft(s) | s ∈ S'}，即 S'中所有线段的左端点。 

 集合 Pright(S)被组织为一棵划分树 T。T 中每个节点 v 所对应的正则子集，记作 Pright(v)。由

Pright(v)中各右端点分别所属线段所组成的集合，记作 S(v)⎯⎯即 S(v) = {s | pright(s) ∈ 

Pright(v)}。（在上下文清楚的情况下，我们有时也直接将 S(v)称为“v 所对应的正则子集”。） 

 在树 T 中每个节点 v，都相应地存放了集合 Pleft(S(v))，每个这样的集合又被组织为一棵二

级划分树 Tassoc
v ，以支持半平面区域计数查询。这样的一棵划分树，就是节点 v 的联合结构。 

借助上述数据结构，即可根据若干个正则子集，从 S 中找出满足“pright(s)和 pleft(s)分别落在 l

上方和下方”的所有线段 s。与之对应的查询算法如下所述。只要将所有被拣出正则子集的基数累加

起来，就得到了这类线段的总数。T 中以 v 为根节点的子树，记作 Tv。 

算法 SELECTINTSEGMENTS(l, T) 

输入：待查询直线 l，以及它对应的一棵划分树或子树 

输出：一组正则节点，它们对应于树中与 l 相交的所有线段 

1.  ϒ ← ∅ 

2.  if (T 仅由一匹叶子μ组成) 

3.   then if (存放于μ处的那条线段与 l 相交) then ϒ ← {μ} 

4.   else for (T 的根节点的每一个孩子) 

5.      do if (t(v) ⊂ l+) 

6.        then ϒ ← ϒ ∪ SELECTINHALFPLANE(l-, Tassoc
v ) 

7.        else if (t(v) ∩ l ≠ ∅) 

8.           then ϒ ← ϒ ∪ SELECTINTSEGMENTS(l, Tv) 

9.  return ϒ 

利用上面的这个查询算法，可以找出左、右端点分别落在某一待查询直线下、上方的所有线段。

有趣的是，利用这同一棵划分树，也可以找出左、右端点分别落在某一待查询直线上、下方的所有
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线段。为此，只需对查询算法稍做调整⎯⎯交换其中的“l+”和“l-”。 

 

如上所述的多层划分树（multi-level partition tree）可以支持拣出相交线段查询（segment 

intersection selection query），下面就来对该结构做一分析。首先是其占用的存储量。 

〖引理 16.5〗 

设 S 为平面上的一组共 n 条线段。若借助一棵双层划分树来支持对 S 的拣出相交线段查询，则该结

构最多占用 O(nlogn)空间。 

〖证明〗 

第一层划分树中每一正则子集 S(v)的基数，记为 nv。节点 v 之所以要占用一定的存储空间，

是为了存放一棵对应于 Sv的划分树。由前一节的分析，这只需要线性规模的空间。因此，若用

M(n)来表示对应于 n 条线段的双层划分树需要占用的最大存储空间，则 M(n)满足如下递推式： 

M(n)  =  
⎩
⎨
⎧O(1) 若n = 1

∑v
[O(nv) + M(nv)] 若n > 1  

其中的和式，取遍该树根节点的所有孩子。我们已经知道 ∑vnv = n，nv ≤ 2n/r。由于 r > 2

时一个常数，上述关于 M(n)的递推式的解就应该是 M(n) = O(nlogn)。  

 

由上可见，因为在划分树中引入了新的一层，使得占用的存储量增长了一个对数因子。查询时

间又会有何变化呢？令人惊异的是，从渐进的角度来看查询时间居然没有任何变化。 

〖引理 16.6〗 

设 S 为平面上的一组共 n 条线段。对于任何ε > 0，都存在 S 的一棵双层划分树，使得对于任一待查

询直线 l，我们都可以从这棵树中拣出 O(n1/2+ε)个节点，这些拣出节点所对应的正则子集的无交并集，

给出了 S 中与 l 相交的所有线段。为了拣出这些节点，需要花费 O(n1/2+ε)时间。这样，我们就可以在

O(n1/2+ε)时间内确定相交线段的总数。 

〖证明〗 

我们再次利用递推式来对查询时间进行分析。任意给定ε > 0。将正则子集S(v)的基数记作

nv。由 〖引理 16.3〗可知，可以为每个节点v构造出一个联合结构Tassoc
v ，使得对Tassoc

v 的每次查

询只需要O(n1/2+ε
v ) 的时间。现在考虑S的双层划分树T。在得出这样一棵树时，我们依据的是一

个规模为r、穿越数不超过c r的好的单纯形划分，其中取r := ⎡2(c 2)1/ε⎤。根据〖定理 16.1〗，
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这样的一个单纯形划分必然存在。若用Q(n)来表示对应于n条线段的双层划分树的（最大）查

询时间，则Q(n)满足如下递推式： 

Q(n)  =  
⎩
⎨
⎧O(1) 若n = 1

O(rn1/2+ε) + ∑i=1
c rQ(2n/r) 若n > 1  

按照上面所取的 r 值，解出的 Q(n)为 O(n1/2+ε)。由查询时间的这一上界，可以马上得出拣

出正则子集数目的上界。  

16.3 切分树 

前两节借助划分树解决了平面区域查找问题。就其占用的存储量而言，划分树的确不错⎯⎯它

们只需要大致线性量级的空间。然而，其查询时间却需要 O(n1/2+ε)，这已经相当高了。如果使用超过

线性规模的存储空间，是否可以使查询时间缩短（比如，到 O(logn)）呢？只要我们还是沿用单纯形

划分的方法，就不可能做到这一点⎯⎯实际上，根本不可能构造出穿越数小于 O( r)的单纯形划分；

而只要穿越数还是这样大，查询时间就不可能少于 O( n)。 

 

图16-8 半平面区域计数问题在对偶平面中的对应问题：给定一个待查询点，有多少

直线位于它的下方？ 

为找出新的方法，需要从另一角度重新审视这一问题。可采用第 8 章所介绍的对偶变换。第 16.1

节首先讨论的是半平面区域计数问题：给定一组点，统计其中落在某一待查询半平面内的点数。若

将这一问题转换到对偶平面，将会得到什么结果？这里假定待查询半平面是正的⎯⎯亦即，半平面

位于其边界直线的上方。在对偶平面中，可做如下设定：给定平面上的一组共n条直线L，对任一待

查询点（query point）q，统计出L中位于q下方的直线条数。借助此前各章所给出的工具，不难设计

出某种数据结构，使得该问题只需对数量级的查询时间⎯⎯为此，需要通过观察得出的一条重要结

论是：位于待查询点q下方的直线条数，将由q在A(L)中所属的那张面唯一确定。因此，可以参照第 6

章所介绍的方法构造出A(L)，并对其做预处理，以支持点定位查询；然后，在每张面中记录位于其

下方的直线条数。这样，“统计位于任一待查询点下方的直线条数”这一问题，就可以归结为点定
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位问题。按照这一方法，需要使用O(n2)的存储空间，而对应的查询时间为O(logn)。 

请注意，按此方式，需在事先就将所有可能的查询结果都计算出来⎯⎯亦即，这里的正则子集

已经囊括了所有可能出现的子集。然而，若换成三角形区域计数（triangular range counting）问题，

这一方法将不再适用⎯⎯此时可能出现的三角形太多了，为在事先计算出所有答案，代价太大。因

此，可转而尝试递归的方式，通过少量的正则子集之并，来表示位于某一待查询点下方的所有直线。

这样，就可以利用前一节所介绍的多层次数据结构，来解决三角形区域查找问题。 

 

这里将用一种名为切分树（cutting tree）的数据结构，构造出完整的一组正则子集。其构思与划

分树完全一样：将整个平面划分为多个三角形区域（图 16-9）。不过，这回要求各三角形互不重叠。

这一划分，对我们统计出位于某一待查询点下方所有直线有何帮助呢？对任意一组点，为支持三角

形区域查找，可通过对偶变换，将其转换为一组直线L := {l1, …, ln}。任取划分生成的三角形t，以及

不与t相交的直线li。若li位于t下方（上方），则li也必位于t内部任一待查询点的下方（上方）。这就

意味着，若待查询点q来自t中，则除了与t相交的那些直线外，其它直线相对q的上下位置关系都是已

知的。我们的数据结构将保存划分所生成的全部三角形，并为每个三角形设置一个计数器，指示有

多少条直线位于该三角形下方。此外，对每个三角形，还要在事先找出与之相交的所有直线，并递

归地将它们组织成同样的结构。在查询该数据结构时，首先找到待查询点q所属的三角形。然后通过

递归访问t所对应的子树，统计出在与t相交的直线中有多少条位于q下方。最后，把上述递归调用所

统计出来的数目，与位于t下方的直线条数相加。此方法的效率取决于与每个三角形相交的直线条数

⎯⎯此数越小，就只需对越少的直线做递归调用。以下就对这种划分做一形式化描述。 

 

图16-9 六条直线的一个规模为10的(1/2)-切分 

设L为平面上n条直线，参数r满足 1 ≤ r ≤ n。若一条直线与某三角形的内部相交，就称该直线穿

越（cross）了此三角形。所谓L的一个(1/r)-切分，是由m个互不相交的（可能无界的）三角形组成一

个集合Ξ(L) := {t1, …, tm}，所有三角形的并集覆盖了整个平面，且其中每个三角形都至多被L中的n/r

条直线穿越。所谓切分Ξ(L)的规模，即三角形的总数m。图 16-9 就是这种切分的一个例子。 
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〖定理 16.7〗 

对于平面上任意一组共 n 条直线 L，以及满足 1 ≤ r ≤ n 的任一参数 r，必然存在一个规模为 O(r2)的

(1/r)-切分。而且，可以在 O(nr)时间内，构造出这样一个切分（L 中与该切分中各三角形相交的直线，

也都被确定而且被存放在对应的三角形中）。 

该定理的证明见第 16.4 节提供的参考文献。这里只是关心如何利用这种切分来设计基于这种切

分的数据结构⎯⎯切分树（cutting tree）。对于任何一组共n条直线L，切分树的基本结构如下： 

 若 L 的基数为 1，则对应的切分树本身只是一匹叶子，L 被显式地存放于其中。集合 L 也

就是这匹叶子对应的正则子集。 

 否则，该结构就是一棵树 T。在该树根节点的各个孩子，与集合 L 的某一(1/r)-切分中的三

角形一一对应，其中 r 为足够大的常数（r 的取法稍后介绍）。L 中位于 t(v)下方、上方的

直线所构成的子集，分别称作 v 的下正则子集（lower canonical subset）、上正则子集（upper 

canonical subset），记作 L-(v)、L+(v)。L 中穿越 t(v)的那些直线所构成的子集，称作 t(v)

的穿越子集（crossing subset）。对于任一孩子节点，都要以 v 为根节点，对它的穿越子集

递归地定义出一棵划分树，记作 Tv。 

 在每个孩子节点 v 处，都存有与之对应的三角形 t(v)。此外，还要记录一些有关上、下正

则子集 L+(v)和 L-(v)的信息⎯⎯比如，若只要求统计出位于待查询点下方的直线条数，则

只需要记录下集合 L-(v)的基数；若是其它的应用，则可能还需要记录下其它的信息。 

 

图16-10 下正则子集（短虚线）、上正则子集（长虚线）及穿越子集（实线）① 

下正则子集、上正则子集及穿越子集的概念如 图 16-10 所示。以下将介绍一个算法，从若干个

正则子集中拣出来自于L、位于任一待查询点下方的所有直线。若只要求统计出这些直线的条数，则

只需将这些正则子集的基数相加即可。任取一个待查询点q。由所有拣出节点组成的集合，记作ϒ。 

                                                        

① 按照此处定义，上、下正则子集是相对某节点 v 而言的，穿越子集才是相对于三角形 t(v)而言的。⎯⎯译者 
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算法 SELECTBELOWPOINT(q, T) 

输入：待查询点 q，及其对应的一棵切分树（或子树） 

输出：一组正则子集，它们的并集给出了树中位于 q 下方的所有直线 

1.  ϒ ← ∅ 

2.  if (T 仅由一匹叶子μ组成) 

3.   then if (存放于μ处的直线位于 q 的下方) then ϒ ← {μ} 

4.   else for (T 根节点的每个孩子 v) 

5.      do 检查 q 是否落在 t(v)内 

6.     令 vq为其中满足 q ∈ t(vq)的那个孩子 

7.     ϒ ← {vq} ∪ SELECTBELOWPOINT(q, Tvq
) 

8.  return ϒ 

〖引理 16.8〗 

设 L 为平面上任意一组共 n 条直线。借助切分树结构，对于任一待查询点 q，都可以在 O(logn)时间

内拣出 O(logn)个正则子集，而这些正则子集则给出了来自于 L、位于 q 下方的所有直线。故此，可

以在 O(logn)时间内统计出这类直线的总数。对于任意的ε > 0，都可以为 L 构造出占用空间不超过

O(n2+ε)的一棵切分树。 

〖证明〗 

将存储 n 条直线的切分树所对应的（最长）查询时间记作 Q(n)。于是 Q(n)必满足如下递

推式： 

Q(n)  =  
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 若n = 1
O(r2) + Q(n/r) 若n > 1  

对于任何 r > 1，这个递推式的解都是 Q(n) = O(logn)。 

任意给定ε > 0。根据〖定理 16.7〗，我们总是能够为L构造出规模为cr2的一个(1/r)-切分，

其中c是一个常数。我们取r = ⎡(2c)1/ε⎤，并依照一个(1/r)-切分，构造出一棵这样的切分树。若

将这棵树占用的存储量记作M(n)，则M(n)满足如下递推式： 

M(n)  =  
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 若n = 1
O(r2) + ∑vM(nv) 若n > 1  

其中的和式，取遍该树根节点的所有孩子。该根节点的孩子总数为 cr2，而且对于每个孩

子 v，都有 nv ≤ n/r。因此，只要如此取定 r，上述递推式的解必是 M(n) = O(n2+ε)。  
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由此可以得出结论：借助于一个占用O(n2+ε)存储空间的数据结构，我们可以在O(logn)时间内统

计出位于任一指定待查询点下方的直线条数。由对偶性，这同时也意味着：我们可以在同样的复杂

度内解决半平面区域计数问题。现在，让我们再次考察三角形区域计数问题⎯⎯给定平面上的一个

点集S，统计出其中落在某一待查询三角形内的点数。仿照半平面区域查找的方法，我们也将问题转

换到对偶平面中。这样一来，在对偶平面中得到的将是一个什么问题呢？当然，原先的点集肯定会

变换为一组直线；然而待查询三角形的对偶呢？这并不是那么一目了然。每个三角形都可以看作是

三张半平面的公共交集⎯⎯也就是说，点p落在该三角形之内，当且仅当p同时落在这三张半平面中。

比如在 图 16-11 中，p之所以落在三角形内，是因为p ∈ l+1、p ∈ l-
2和p ∈ l-

3同时成立。因此，p的对偶

直线必然位于l*1的下方、l*2的上方和l*3的上方。 

 

图16-11 三角形区域查找问题：原平面（左），对偶平面（右） 

一般而言，三角形区域查找问题可以对偶地表述为：给定平面上的一个直线集 L，以及分别标有“上

方”或“下方”记号的三个待查询点 q1、q2和 q3，统计出 L 中与这三个待查询点的相对位置与其记

号完全一致的直线数目。实际上，借助三层切分树结构就可以解决这一问题。不过在这里，我们只

针对一个稍微简单一点的问题，来介绍相应的数据结构。这个问题是：给定一个直线集 L 以及一对

待查询点 q1和 q2，从 L 中找出同时位于这两个待查询点下方的所有直线。我们将证明，的确可以借

助一棵双层切分树来解决这一问题。只要掌握了这种方法，就不难自行设计出一种三层切分树结构，

来解决三角形区域查找问题的对偶问题。 

给定由平面上 n 条直线组成的一个集合 L，为了能够从中找出同时位于一对待查询点 q1 和 q2

下方的所有直线，需要借助一棵定义如下的双层切分树： 

 集合 L 被组织为一个切分树 T。 

 在树 T 第一层的每个节点 v 处，分别将 v 的下正则子集组织成一棵第二层树 Tassoc
v 。 

这里的构思是：借助树的第一层拣出若干个正则子集，这些子集（的并集）给出了位于 q1 下方

的所有里直线。接下来，再借助分别存储了这些被拣出正则子集的各联合结构（即第二层的树），

从中拣出位于 q2 下方的所有直线。既然这些联合结构都是单层切分树，故可以应用

SELECTBELOWPOINT 算法对其进行查询。完整的查询算法可以描述如下： 
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算法 SELECTBELOWPAIR(q1, q2, T) 

输入：一对待查询点 q1和 q2，以及一棵切分树（或它的子树） 

输出：一组正则子集，它们给出了同时位于 q1和 q2下方的所有直线 

1.  ϒ ← ∅ 

2.  if (T 仅由一匹叶子μ组成) 

3.   then if (存放在μ处的直线同时位于 q1和 q2的下方) then ϒ ← {μ} 

4.   else for (树 T 根节点的每一个孩子 v) 

5.      do 检查 q1是否落在 t(v)内 

6.     令 vq1
为其中满足 q1 ∈ t(vq1

)的那个孩子 

7.     ϒ1 ← SELECTBELOWPOINT(q2, T
assoc

q1
) 

8.     ϒ2 ← SELECTBELOWPAIR(q1, q2, Tvq1
) 

9.     ϒ ← ϒ1 ∪ ϒ2 

10. return ϒ 

你应该还记得：在划分树中增加一个层次，并不会增加查询时间，但占用的存储量却会增加一

个对数因子。而对切分树来说，情况正好颠倒过来⎯⎯在层次增加之后，其查询时间将增加一个对

数因子，而其占用的存储量却保持不变。这可以归纳为如下引理： 

〖引理 16.9〗 

设 L 为平面上任意一组共 n 条直线。借助一棵双层切分树，对于任何一对待查询点，我们都可以在

O(log2n)时间内拣出 O(log2n)个正则子集，这些子集给出了来自于 L、同时位于这两个待查询点下方

的所有直线。故此，可以在 O(log2n)时间内统计出这些直线的数目。对于任何ε > 0，都可以构造出占

用 O(n2+ε)存储空间的这样一棵双层切分树。 

〖证明〗 

将存储n条直线的双层切分树所对应的（最长）查询时间记作Q(n)。既然其中的每个联合

结构都是一棵单层切分树，故根据〖引理 16.8〗，对它们的查询时间就应该是O(logn)。于是，

Q(n)必满足如下递推式： 

Q(n)  =  
⎩⎪
⎨
⎪⎧O(1) 若n = 1
O(r2) + O(logn) + Q(n/r) 若n > 1  

只要取常数 r > 1，这个递推式的解就必然是 Q(n) = O(log2n)。 

任意取定ε > 0。再次根据〖引理 16.8〗，可以为根节点的每个孩子分别构造出一个联合

结构，而且这些联合结构总共只占用O(n2+ε)的存储空间。因此，若将切分树所占用的存储量记
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作M(n)，则M(n)必满足如下递推式： 

M(n)  =  
⎩
⎨
⎧O(1) 若n = 1

∑v
[O(n2+ε) + M(nv)] 若n > 1  

其中的和式，取遍该树根节点的所有孩子 v。根节点的孩子总数为 O(r2)，而且每个孩子 v

都满足 nv ≤ n/r。由此，只要取足够大的常数 r，上述递推式的解必然是 M(n) = O(n2+ε)。（至

此，你或许多少会感到有些乏味。果真如此，就说明你的感觉很对——实际上，无论是切分树、

划分树还是它们的多层次变种，都可以套用这种分析方法。）  

 

至此，我们已经针对“拣出同时位于一对待查询点下方的所有直线（或对它们进行计数）”这

一问题，设计了一种双层切分树结构，并对其性能做了分析。如果换成三角形区域查找问题，我们

就需要使用一棵三层切分树。这种三层切分树的设计过程及其分析方法，完全可以照搬双层切分树

的模式。因此，不用费多大气力，你就应该能证明如下定理： 

〖定理 16.10〗 

设 S 为平面上任意一组共 n 个点。对于任何ε > 0，都存在 S 的一个数据结构（称作切分树），它只

占用 O(n2+ε)的存储空间；借助这一结构，对任一待查询三角形，我们都能在 O(log3n)时间内统计出来

自于 S、落在该三角形内的点数。只要另花费 O(k)时间，就可以逐一报告出这些点，其中 k 为实际

被报告出来的点数。可以在 O(n2+ε)时间内构造出这样一个数据结构。 

实际上，还有性能略好于该定理的方法。我们将在第 16.4 节和 习题部分继续讨论这一问题。 

16.4 注释及评论 

区域查找问题，是计算几何（computational geometry）领域被研究得最为深入的问题之一。我

们可以将这一问题划分为正交区域查找（orthogonal range searching）和单纯形区域查找（simplex range 

searching）两类。正交区域查找是第 5 章讨论的主题。本章讨论了单纯形区域查找在平面上的变种

⎯⎯三角形区域查找问题。下面，将就单纯形区域查找的研究历史做一扼要回顾，并就本章正文所

介绍理论在高维空间中的变型做一讨论。 

 

我们首先介绍了只需要大约线性量级存储空间的一种数据结构，借助它可解决平面上的单纯形

区域查找问题。该结构由Willard[388]首先提出，其构思与本章的划分树一样⎯⎯将整个平面划分为

若干子区域。不过，他当初所采用的划分的穿越数太大，致使其数据结构的查询时间长达O(n0.774)。
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随着更好的单纯形划分不断被提出来，效率更高的划分树也成为了可能 [111][169][209][394]。采用

与划分树略微不同的另一数据结构⎯⎯穿刺数很小的支撑树 [384][112]⎯⎯也可以进一步提高性能。

截至目前，解决三角形区域查找问题的最好方法是由Matousek[263]提出的。在他的那篇论文中，给

出了〖定理 16.1〗的证明。Matousek还提出了一种更为复杂的数据结构，其查询时间为O( n·2O(log*n))。

不过，以这种数据结构为基础建立多层次树结构却不太容易。 

Rd中的单纯形区域查找问题可以表述为：将Rd中的点集S预处理为某种数据结构，使得S中落在

任一待查询单纯形内的点，都可被高效地计数或报告出来。Matousek还证明了一些有关高维单纯形

划分的结论。Rd中单纯形划分的定义，与平面情形类似。唯一的区别在于：平面上的三角形换成了

d-单纯形，穿越数则是相对于超平面（而不再是直线）定义的。Matousek还证明：对于Rd中的任一点

集，都存在一个规模为r、穿越数为O(r1-1/d)的单纯形划分。基于这样一个单纯形划分，对于任何ε > 0，

都可以构造出一棵只占用线性存储空间的划分树；借助这棵树，可以在O(n1-1/d+ε)的查询时间内完成

单次单纯形区域查找。查询时间还可以进一步改进为O(n1-1/d · (logn)O(1))。Matousek的数据结构所对应

的查询时间，已经与Chazelle[89]所证明的下界（lower bound）非常接近。按照Chazelle的结论，支持

三角形区域查找问题的任何一种数据结构，若其占用的存储量为O(m)，则其对应的查询时间必然不

会少于Ω(n/(m1/d · logn))。这样，对于需要占用线性存储空间的任何数据结构，查询时间都不可能少

于Ω(n1-1/d / logn)。（就平面情况而言，已经证明了一个更紧的下界⎯⎯Ω(n/ m)。） 

在对数查询时间内解决单纯形区域查找问题的数据结构，一直被人们广泛关注。Clarkson[131]

首先意识到：可以基于切分（cutting）的概念，来设计支持区域查找的数据结构。他通过概率分析

的方法证明：Rd中的任一超平面集，都存在规模为O(rd)的一个O(logr/r)-切分。利用这一结论，他还提

出了支持半空间区域查询（half-space range query）的一种数据结构。此后，还有一些人对该结果做

了改进，并设计出实现切分的有效算法。截至目前，最好的此类算法是由Chazelle[95]提出的。他证

明：对于任何参数r，都可能通过一个确定性算法（deterministic algorithm）在O(nrd-1)时间内构造出规

模为O(rd)的一个(1/r)-切分。基于这种切分，可设计出一种多层切分树（multi-level cutting tree）结构，

以解决单纯形区域查找问题⎯⎯就像本章对平面情况的处理一样。如此得出的数据结构需要占用

O(nd+ε)的存储空间，其查询时间为O(logdn)。这一查询时间可降至O(logn)。得益于Chazelle切分的一个

特殊性质，甚至还可将存储量的O(nε)因子去除掉 [265]⎯⎯然而在如此改造之后，该数据结构的查询

时间将无法再降低到O(logn)。同样地，这些结果也都与Chazelle证明的下界非常接近。 

只要将划分树和切分树适当地结合起来，就可以得到存储量介于划分树和切分树之间的一种数

据结构。具体来说，对于任何n ≤ m ≤ nd，这种数据结构的规模为O(m1+ε)，查询时间为O(n1+ε/m1/d)⎯⎯

这与下界已经非常接近（具体方法，请参见 习题 16.16）。 

 

以上重点讨论了单纯形区域查找问题。当然，半空间区域查找是其中一个特例。但研究结果表
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明，针对这一特殊问题可得到更好的结果。例如平面上的半平面区域报告（half-plane range reporting，

不是计数）问题，存在一个占用存储量为O(n)、查询时间为O(logn + k)的数据结构 [107]。这里，k为

实际被报告出来的点数。对高维问题，也可同样进行改进⎯⎯借助一种占用O(nloglogn)存储空间的

数据结构，可在O(n1-1/⎣d/2⎦ · (logn)O(1) + k)时间内报告出落在任一待查询半空间内的所有点 [264]。 

最后，Agarwal 和 Matousek 还将有关区域查找的结果，推广到半代数集（semi-algebraic set）的

待查询区域。 

16.5 习题 

习题 16.1 设 S 为平面上任意一组共 n 个点。 

a. 假定 S 中各点都落在 n × n的格子上。（为简化起见，假定 n 是一个平方数。）

设参数 r 满足 1 ≤ r ≤ n。试绘出 S 的一个单纯形划分，要求其规模为 r，穿越数不超

过 O( r)。 

b. 假设 S 中所有点都共线。试绘出 S 的另一个规模为 r 的单纯形划分。该单纯形划

分的穿越数为多少？ 

习题 16.2 试证明：从划分树中被拣出的节点，正好就是具有如下性质的那些节点 v：t(v) ⊂ h

（或者，当 v 为一匹叶子时，存放 v 处的那个节点 v 落在 h 内），而且 v 的任何祖先

μ都不会满足 t(μ) ⊂ h。试利用这一性质证明：这些拣出节点所对应正则子集的无交

并集，就是 S ∩ h。 

习题 16.3 试证明：〖引理 16.2〗的证明中关于M(n)的递推式，解为M(n) = O(n)。 

习题 16.4 试证明：〖引理 16.3〗的证明中关于Q(n)的递推式，解为Q(n) = O(n1/2+ε)。 

习题 16.5 假设我们已经按照第 425 页的定义，构造出了一棵划分树。不过，该划分树并不见得

是基于某个好的单纯形划分构造出来的。如果是这样，划分树所占用的存储量有何变

化？查询时间呢？ 

习题 16.6 〖引理 16.3〗指出：对任何ε > 0，只要将确定该树分支度的参数r取为一个足够大的

常数，就总是可以构造出查询时间为O(n1/2+ε)的一棵划分树。如果根据n来选取r，甚

至还能做到更好。试说明：只要取r = n，即可使查询时间降至O( n · logn)。（请

注意：按此方法，即使是在同一棵树中，不同节点所对应的r值也将会不同。不过，

这算不上是个问题。）① 

习题 16.7 试证明：〖引理 16.5〗的证明中关于M(n)的递推式，解为M(n) = O(nlogn)。 

                                                        

① 本书第二版的勘误指出，正确结论的应该是：可以将查询时间降为 O( n·logcn)（而不是 O( n·logn)），其中 c
为一个适当的常数。可惜第三版中依然未予更正。⎯⎯译者 
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习题 16.8 试证明：〖引理 16.6〗的证明中关于Q(n)的递推式，解为Q(n) = O(n1/2+ε)。 

习题 16.9 设 T 为平面上任意一组共 n 个三角形。所谓的逆向区域计数查询（inverse range 

counting query），就是从 T 中找出包含某一待查询点的所有三角形。 

a. 试给出支持逆向区域计数查询的一种数据结构，要求它占用的存储量应大致为线

性量级（比如，对某个常数 c，为 O(nlogcn)）。并对该数据结构的存储空间及查询

时间做一分析。 

b. 如果在事先已经确定所有三角形互不相交，是否能做到更好？ 

习题 16.10 设 L 为平面上任意一组共 n 条直线。 

a. 假定 L 中含有⎣n/2⎦条垂线、⎡n/2⎤条水平线。设参数 r 满足 1 ≤ r ≤ n。试绘出 L

的一个规模为 O(r2)的(1/r)-切分。 

b. 再假定 L 中的所有直线都是垂直的。试绘出 L 的另一个(1/r)-切分。这个切分的

规模有多大？ 

习题 16.11 试证明：〖引理 16.8〗的证明中关于Q(n)和M(n)的两个递推式，解分别为Q(n) = O(logn)

和M(n) = O(n2+ε)。 

习题 16.12 试证明：〖引理 16.9〗的证明中关于Q(n)和M(n)的两个递推式，解分别为Q(n) = 

O(log2n)和M(n) = O(n2+ε)。 

习题 16.13 对双层切分树进行查询时，需沿着树中的一条路径，逐一访问各节点所对应的联合结

构。根据〖引理 16.8〗，对于存有m条直线的联合结构，查询时间为O(logm)。由于

主树深度为O(logn)，故总的查询时间为O(log2n)。若能够将主切分树的参数r选为大

于常数（比如nδ，其中δ > 0），则可降低主树深度，从而缩短查询时间。然而遗憾

的是，〖引理 16.9〗的证明所给出的关于Q(n)的递推式中，含有一个O(r2)项。 

a. 试说明如何才能避开这一问题，使得我们可以选取r := nδ。 

b. 试证明：该双层数据结构的查询时间为O(logn)。 

c. 试证明：该数据结构占用的存储量为O(n2+ε)。 

习题 16.14 试设计一种数据结构，在 O(log3n)时间内解决三角形区域查找问题。请对该数据结构

及其对应的查询算法做详细的描述，并对其存储空间及查询时间性能做一分析。 

习题 16.15 设 S 为平面上任意 n 个点，其中每个点都被赋予一个正的实数权值。试给出两种数据

结构，分别解决如下查询问题：对于任一指定的待查询半平面，找出落在其中的权值

最大点。要求前一数据结构只能占用线性的存储空间，后一数据结构的查询时间不得

超过对数量级。针对这两种数据结构的存储空间及查询时间性能，试分别做一分析。 

习题 16.16 本章为了解决半平面区域查找问题，采用了一种只占用线性存储空间的数据结构（即

划分树），不过它的查询时间很长；我们还采用了另一种数据结构（即切分树），它

的查询时间不超过对数量级，但却需要占用更多的空间。有时，我们可能会希望找出

一种介于二者之间的数据结构⎯⎯其查询时间比划分树短，而占用的存储空间却少于
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切分树。本题就是要看看应该如何设计出这样一种数据结构。 

假设可用空间量只有 O(m1+ε)，其中 m 介于 n 和 n2之间。于是，我们的目标就可以

表述为：构造一种数据结构，以支持从半平面中挑选点的查询，该结构占用的空间为

O(m1+ε)，而查询时间要尽可能地短。我们的构思是，从已知速度最快的一种数据结

构（切分树）开始，若存储空间消耗殆尽，则转向速度慢些的数据结构（划分树）。

亦即，不断递归地构造一棵切分树，直到其所需存储的直线数目少于某一阈值n̂。 

a. 试就该数据结构及其查询算法做一详细描述。 

b. 试计算出一个适当的阈值n̂，使得总的存储量为 O(m1+ε)。 

c. 试对该数据结构的查询时间做一分析。 
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